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Introduction

Les équations différentielles fractionnaires constituent un outil mathématique es-
sentiel pour la modélisation et ’analyse, car elles apparaissent largement dans divers
domaines scientifiques et techniques. Leur capacité & décrire avec précision des phé-
nomeénes complexes dépasse celle des modéles classiques. Elles se sont révélées parti-
culiérement efficaces dans 1’étude des systémes physiques et chimiques, ainsi que dans
la modélisation de 'aérodynamique des milieux complexes, entre autres applications
avancées. De ce fait, les équations différentielles fractionnaires suscitent un intérét
croissant dans les milieux académiques et de recherche [26].

Le sujet principal de ce travail de recherche est I’étude d’un systéme couplé d’équa-
tions différentielles fractionnaires non linéaires muni de conditions aux limites non
locales. Ce type de probléme n’est pas simple en raison de la présence simultanée de
plusieurs éléments tels que la non-linéarité, 'interdépendance entre les équations, la
nature fractionnaire des dérivées et le caractére non local des conditions aux limites
[27, 28]. Ces particularités nécessitent l'utilisation d’outils mathématiques avances,
notamment l'analyse fonctionnelle et les théories des points fixes.

Notre travail se compose de quatre chapitre :

Dans le premier chapitre, nous avons présenté les notions de base nécessaires pour la
suite du travail, notamment les espaces de Banach, les fonctions continues, les applica-
tions continues, ainsi que des éléments d’analyse fonctionnelle et de calcul différentiel
et intégral fractionnaire. Nous avons également rappelé plusieurs théorémes de point
fixe importants, comme ceux de Banach, Schauder et Schaefer, qui seront utilisés pour

démontrer 'existence de solutions.
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Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude de l'existence de solutions pour des sys-

temes couplés d’équations différentielles fractionnaires, munis de conditions aux limites

non locales a trois points, données par :

Dou(t) = f(¢, v(t), DPu(t)), te€[0,1]
(1)

DPu(t) = g(t, u(t),un(t)),
u(0) =0, u(1l) = yu(n), v(0) =1, v(1) = yv(n)

RLD est la dérivée fractionnaires de Riemann Liouville avec 1 < o, 3 <2, p,q,7 > 0,
O<n<l,a—q>1,8-p>1,m* <1,y L<letfg:[0,1]x RxR— xR

sont des fonctions continue est non linéaires.

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions un systéme couplé d’équations différentielles

fractionnaires de type Hadamard avec des conditions aux limites non locales exprimées

sous forme intégrale.
Il<t<e 1<a<?2,

I<t<e 1<pB <2, @)
%) s

W) =0, )= Pl = gy 7 (o'
’U(]_) = O, U(e) = F’YU(O'Q) — ﬁ 102 (IOg ?2>’yfl U(SS) ds’

oty >0,1<0y<e, 1<0y<e, TD0 désigne la dérivée fractionnaire de Hadamard

d’ordre fractionnaire, I'" est I'intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre v, et f, g

[1,e] x R x R — R sont des fonctions continues.




Chapitre

Préliminaires

1.1 Espaces vectoriels normés

On considére E un K-espace vectoriel (ev) avec K =R ou C.

On appelle norme sur £ une appliction de £ dans R habituellement notée ||-||
vérifiant pour tout z,y € E et tout A € K

i) |z[|=0<«= x=0.

ii) ||Az]| = [M||z]] (homogénéité).

iii) ||z + y|| < ||z]| + |Jy|| (inégalité triangulaire).

L’espace vectoriel £ muni de la norme || - || est appelé espace vectoriel normé
(evn), et noté (E, | - ||g) voir [7].

Exemple 1.1.1. [7] Sur R™ on définit les trois applications suivantes :

|-l :R* > R
n
v= (1, x) o [lzfl =) |l
i=1
|- ]lo: R* - R
1
n 2
wqmww%w%mmz(gjmﬁ
=1
| leo : R® - R
= (T1,...,%n) = ||T)00 = _max {E2))

=1,...,
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Ces trois applications sont des normes et donc (R, |- ||1), (R™, ||-]l2), (R™,||-||s) sont

des espaces vectoriels normés.

Proposition :

Deux normes || - ||; et || - ||2 sur un espace vectoriel (E)sont équivalentes si

il existe des constantes C7 > 0 et Cy > 0 telles que, pour tout = € F,

Cillzlly < |lzfla < Collzs.

Exemple 1.1.2. Dans R" les trois normes || - ||1, || - |2 €t || - || SOt équivalentes.

Exemple 1.1.3. [7] On définit trois normes sur l'espace C([a,b],R) de la maniére

sutvante :
b
11, = [ 5@ ds
a b %
1= ([ 1R )
[fllo = sup [f(z)]
z€la,b
Proposition :
Soient (E;, ||-||;) une famille d’e.v.n, i = 1,...,n. Ennotant £ = Ey x---x E,

I’espace vectoriel produit des Ej;, alors les applications

Ny :Eyx--XE, - R, x=(x1,...,2,) = Ni(z Z||x,||

Ny:Eyx--XEy, >R, x=(21,...,2,) — Nao(z (anznz)

Noo By X - X Ey = R,z =(21,...,20) = Neo(x) = sup |lz|;

i=1,...,n

sont des normes sur 'espace produit F.

Remarque 1.1.1. Un evn est naturellement un espace métrique.

Proposition :



0d]

1.1. Espaces vectoriels normés

La distance d associée a une norme ||-|| sur 'espace (E, ||-|| ;) vérifie, pour tout
x,y,z € E et pour tout A € R, les deux propriétés suivantes
L d(z,y) >0,

2. d(z,y) = d(y, ),

3. d(z,y) =0=x =y,

4. d(dz, \y) = |Md(z,y)

5. d(z,y) < d(x,z) +d(z,y), (inégalité triangulaire).

On appelle distance d associée a la norme ||-|| sur £ 'application suivante

d:ExE ~ Rt
(z,y) = dz,y) = [z -yl

Soient (E, || - ||g) un espace normé, a € E et r > 0. On définit :

— la boule ouverte de centre a et de rayon r par
B(a,r)={x € E | ||zt —a| <7r}.
— la boule fermée de centre a et de rayon r par

B(a,r)={zx € E |||z —a| <r}.

— la sphére de centre a et de rayon r par

S(a,r)={z € E |||z —al =r}.

Remarque 1.1.2. [16] On a B(a,r) = B(a,r) U S(a,r) (union disjointe).
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Une partie C de (E, ||-|| z) est dite convexe si, pour tout couple (z,y) d’éléments

de C, le segment [z,y] est entiérement contenu dans C. Autrement dit, C' est

convexe lorsque pour tous z,y € C et tout A € [0,1], Az + (1 — Ny € C.

Exemple 1.1.4. Les parties convexes de R sont les intervalles.

Proposition :

— Toute boule (ouverte ou fermée) d'un evn est convexe [24].

Soit (F,||.||g) un evn. Une partie A de E est dite bornée s’il existe r > 0 tel

que Vz € A, ||z|| <.

Exemple 1.1.5. Une partie A de R est bornée si et seulement si elle est majorée et

minorée, c’est-a-dire Am, M € R tel que :

VieA - m<xz<M

Soient (£, ||.||z) un evn et I un ensemble non vide quelconque. Une application

f de I dans E est bornée lorsque I’ensemble image f([) est une partie bornée

de E. Autrement dit,

dM € R, tel que Vx € 1, ||f(z)]] < M.

Si A une partie bornée non vide de (E,|.||g). On appelle diamétre de A le

nombre positive : diam(A) = sup, ,c4 ||z — y|| [13].

1.1.1 Suites et convergence dans un evn
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Soit (2, )nen une suite dans (E, || - ||z). On dit que (z,,) est converge vers a € E

sl et seulement si :

lim ||z, —al = 0.
n—oo
Proposition :
| Toute suite convergente de E est bornée.

1.1.2 Séries dans un evn
Soit E un evn et (x,) une suite dans F.
On dit que la série ), x, est convergente si et seulement si la suite des

sommes partielles
n
Sn = E T
k=0

est convergente.

On dit que la série ) | 2, est normalement convergente si et seulement si

> Nl

neN

la série

est convergente dans R*.

1.2 Complétude

On dit qu’une suite (z,,) d’éléments de (E, ||-|| ;) est une suite de Cauchy si :

Ve > 0,3ng € N,Vp,q > ng, ||z, — 24| <e.

Proposition :

(i) Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

(ii) Toute suite de Cauchy est une suite bornée.
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Un evn (E, |- ||g) est dit complet, si toute suite de Cauchy (z,) d’éléments de

E est une suite convergente dans F.

Théoréme 1.2.1. Soient (E,|| -||) un evn complet et F' un sous-espace de E. Alors

F muni de la norme induite est complet si et seulement si F' est fermé dans E.

1.3 Espace de Banach

On appelle espace de Banach tout evn complet.

Exemple 1.3.1. L’espace vectoriel R" ou C" muni de la norme ||-||, pour1 < p < oo,

"\
el = (z w)
=1

définie par :

est un espace de Banach.

Proposition :
Soient || - ||1 et || - ||« deux normes sur un espace vectoriel E équivalentes, alors
(E,|| - |]1) est un espace de Banach si et seulement si (E, || - ||2) est un espace de

Banach, voir [12].

1.4 Espace normé de dimension finie

Théoréme 1.4.1. [8§/ Tout evn de dimension finie est un espace de Banach.
Exemple 1.4.1. R" et C" sont des espaces de Banach.

Corollaire 1.4.1. [12] Dans un evn de dimension finie, toutes les normes sont équi-

valentes .

Théoréme 1.4.2. ( Heine Borel)

Dans un espace de Banach de dimension finie tout ensemble fermé bornée est compact.

Exemple 1.4.2. [17]
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1. La Boule unité fermée B = {x € R" | ||z|| < 1} est compacte.

2. La sphére fermée dans R® Iensemble S = {(z,y,2) € R® | 22 + ¢y + 2% = 1} est

compacte.

1.5 Espace normé de dimension infinie

Exemple 1.5.1. [12] L’espace (P : pour 1 < p < oo, est défini comme [’ensemble

des suites sommable v = (z,,)nen telles que :

o0 =
|2l = (Z !%I”) < o0.
n=1

L’espace (° : est I’ensemble des suites bornées muni de la norme

[z]| = sup |zy|.
neN

L’espace LP(Y) : appelé espace de Lebesque, est défini comme suit : Soit p € R avec
1 <p< oo tel que :

LP(Q)={f:Q—=R| f est mesurable et |f|P € L'(Q)}.

Avee : |l = ( / |f<x>|pdx)” .

Espace des fonctions continues : Soit [a,b] un intervalle dans R. Notons

C([a,b],R) 'ensemble des fonctions continues sur [a,b] & valeurs dans R :

C(la,b],R) ={f : [a,b] = R, continues}. et |f|lcc = sup |f(x)]
]

z€la,b

(C([a,b],R), || - |lco) st un espace de Banach.

Remarque : L’espace C([a,b],R) avec la norme |[|f||;, = fab |f(z)| dx n’est pas

complet.

1.5.1 Espace des fonctions continues bornées :
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On considére C,(R™, R), ensemble des fonctions continues et bornées de Ry

dans R, muni de la norme ||-|| de la convergence uniforme définie par

£l = sup | (@)L

(Cy(RT,R), || - ||so) est un espace de Banach, voir [21].

1.5.2 Espace des fonctions absolument continues

Une fonction f : [a,b] — R est dite absolument continue sur [a,b] et on note
f e AC([a,b]) si :
Ve > 0, 36 > 0 tel que pour toute famille finie d’intervalles ouverts deux & deux

disjoints, [ak, bk|k=12,. n, DOUS avons :

n

Sl —ar] <6 = > [f(bx) — flaw)| <e.

k=1 k=1

Proposition :

Si f € AC([a,b]), alors presque partout sur [a,b], elle admet une dérivée

intégrable sur cet intervalle et

Vo € [a,b] : f(x) = f(a)+/xf'(t)dt

L’espace AC([a,b]) muni de la norme

L= 11 oo + 1Mz

est un espace de Banach,
voir [24].
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1.5.3 Espace des fonctions m-fois contintiment dérivables

On dit qu’une fonction f: Q@ — R (ou C) est de classe C™ sur €2 si et seulement

si toutes ses dérivées partielles d’ordre < m existent et sont continues sur ).

Proposition :

L’espace C™([a, b],R), doté de la norme

Ifll="sup [f®(2)]

z € [a,b]
0<k<m

est un espace de Banach,
voir [19].

Soit A un sous-ensemble de C([a,b], R). A est dit equi-continu si :

VE > 0,30 > 0,Vtq,ts: ’tg —tl‘ <0 <= ‘.I'(tg) —.I'(tl)’ <&, Vo e A

Théoréme 1.5.1. [10] Ascoli-Arzéla
Une partie A C C([a,b],R) est relativement compacte si et seulement si :
— A est bornée.

— A est équicontinue.

1.6 Compacité

Soit (E, ||.]]) un evn sur R et soit (u,)nen une suite d’éléments de E. On appelle
suite extraite ou sous-suite de (u,),en, toute suite (v,)nen pour laquelle il existe
une application ¢ : N — N, strictement croissante, telle que, pour tout n € N,

on ait v, = Ug(n)-

Exemple 1.6.1. (Suites extraites)

considérons les applications ¢ et 1, de N vers N, définies par

o(n)=2n et P(n)=2n+1.
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Il est clair que ¢ et ¥ sont strictement croissantes. Les suites (Vp)nen €t (W )nen

définies pour tout n € N par
Up = Ugp €1 Wy = Ugpi1

sont donc des suites extraites de la suite (Un)nen-

Théoréme 1.6.1. Bolzano- Weierstrass
Une partie A de E est dite compacte, si de toute suite d’éléments de A, on peut extraire

une sous-suite convergente dans A.

Soit F/ un evn et A une partie de F, on dit que A est compacte si pour toute

famille (U;);er d’ouverts de FE telle que :

ACUUi7

el

on peut extraire un sous-recouvrement fini, c’est-a-dire :

4J C I fini tel que A C UUJ'

jedJ

Cette propriété est appelée propriété de Borel-Lebesgue [14].

Ensembles relativement compacts

Un ensemble M est dit relativement compact si son adhérence M est com-

pacte.

Opérateurs compacts

Soient E et F' deux espaces de Banach, et soit A : E — F un opérateur linéaire.

On dit que A est compact si I'image de toute partie bornée de E est relativement

compacte dans F' [17].
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Opérateurs complétement continus

Soient E et F' deux espaces de Banach, et soit f : £ — I une application. On

dit que f est complétement continue si elle est continue et transforme toute

partie bornée de E en un ensemble relativement compact dans £ [22].

1.7 Applications continues

Applications continues

Soient (E, | - ||g) et (F,]| - ||r) deux evn. Une application f : E — F est dite

continue en un point x5 € F si :

Ve >0, 30 > 0 tel que Vo € E, ||z — zollg < = ||f(x) — f(xo)||r < €

Remarque 1.7.1. Une application f est continue sur E si et seulement si elle est

continue en tout point x € F.

Applications uniformément continues

On dit que f est uniformément continue sur [ si :

Ve >0, 36 > 0 tel que V(z,y) € I?, ||z —y|| <d = ||f(x) — fy)|| < e

Remarque 1.7.2. Si f est uniformément continue sur E, alors f est continue sur

E, mais la réciproque est fausse.

Théoréme 1.7.1. [9/Théoréme de Heine
Soit A un compact de E. Alors toute application continue f : A — F est uniformément

continue sur A.
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Application Lipschitzien

Un opérateur A : E — F est dit Lipschitzienne s’il existe une constante & > 0

telle que :
|A(z) — A(y)|| < k||lx —y||, pour tout z,y € E.

Exemple 1.7.1. Les applications 0-Lipschitziennes sont les applications constantes.

Proposition :

(f lipschitzienne) = (f uniformément continue) = (f continue)

Proposition :
La norme ||-|| est une application 1 — Lipschitzienne de (E, ||-||;) dans R :
Ve,ye B, llyll = llzlll < lly — |-
Voir [13].

Applications contractantes
Soient E un espace de Banach et A : E — E un opérateur. On dit que A est
une contraction (ou opérateur contractant) s’il existe une constante 0 < k < 1

telle que :
|A(z) = A(y)|l < kllz —yll, pour tout z,y € E.

Voir [§].

1.8 Opérateurs fractionnaires

Fonctions Spéciales

Dans cette section, nous présentons certaines fonctions spéciales. Ces fonctions

jouent un roéle trés important dans la théorie du calcul fractionnaire.
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On appelle la fonction Gamma d’Euler, notée I' est définie pour tout nombre

complexe de partie réel strictement positif Re(z) > 0 par :

['(z) = /OOO t*let. (1.1)

Proposition :

La fonction g : 2 — et - t*7! est une fonction strictement décroissante pour

0<z<1.

Propriétés 1.8.1. [20, [25] La fonction Gamma I'(-) posséde les propriétés fondamen-
tales sutvantes :
ST =1,

T -vE
- I'(0") = +o0,

— Une propriété importante de la fonction Gamma est la relation de récurrence

suivante :
I(z+1)=z0(2). (1.2)

— La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle, car :
I(n+1)=n! pour tout n € N.

— Pour touta >0 etneN, ona:

I'(a+1)
ala+1)(a+2)...(a+n—1)

I(a) =
- o) = [t te t In(t)dt, pour o > 0.

Fonction Béta
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La fonction Béta est définie par I'intégrale suivante, dite d’Euler du premier

type :

1
B(a, p) = /0 t* 11 —t)5~1dt, pour a, > 0. (1.3)

Propriétés 1.8.2. 20/ La fonction Béta vérifie les propriétés suivantes :

— Pour a, 8 >0, on a la relation suivante :

— La fonction Béta est symétrique :
B(a, ) = B(B, ).

1.8.1 Opérateurs fractionnaires de Riemann-Liouville (RL)

Dans cette partie, nous présentons deux opérateurs fractionnaires dans le sens de

Riemann-Liouville, ainsi que certaines de leurs propriétés.

Intégrale de Riemann—Liouville

Soient « un réel positif et f : (a,b) — R une fonction continue. On appelle

intégrale de Riemann-Liouville d’ordre a de f l'intégrale suivante :

I 00 = e | =97 (0) ds (1.5)

Exemple 1.8.1. Soient o >0, 3> —1, et f(t) = (t —a)?. Alors :

T (1) = )

fargrnt 9™

Proposition :
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Soit f € L'([a,b]). Pour « >0, 3 >0,et A,B€R, ona:

ar [Af(t) + Bg(t)] = AZZ f(t) + BIg:g(1).

ot (If+f> (t) = ijﬁf(t), Propriété du semi-groupe

(1.6)

d
(T2 S (@) = T3 (), powra> 1

Théoréme 1.8.1. Soit a > 0. Supposons que (u,)n>1 est une suite de fonctions

continue uniformément convergente sur [a,+oo]. Alors,

Jim T2 (1) = 23 (Jim (1)

En particulier, la suite de fonctions (I;ﬁun)nzl est uniformément convergente.

Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f € L}, ([a,b]), la dérivée fractionnaire d’ordre v > 0 au sens de Riemann-

Liouville de f est définie par :

Dy f(t) = ﬁ (%)n/j (t —s)" "1 f(s)ds, n—1l<a<n,neN

N
(1.7)
d n
=|— oI | f(t).
& om0
Exemple 1.8.2. On considére la fonction f :t v+ (t —a)?, pourt > a.
Alors,
Ir'(g+1) _
a t — B — t f—a
a*( CL) F(ﬁ—a—i—l)< CL)
St on pose a = % et = %, alors
T(2
'Di{?(t—a)S/Q: (2)(75—@)1

donc :
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Et pour o > 0 et B =0, on aura le résultat suivant :

(1)

A ()

(t—a)™ "

C’est-a-dire que la dérivée de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle.

Proposition :

1. composition avec l'intégrale fractionnaire

Soient 5 > o > 0, alors :
o (T08) () = T2 (1), (18)
En particulier, si a = 3, alors :

ar (Zo+f) () = f(1). (1.9)

Proposition :

Soient n € N*et n — 1 < o, 8 < n, f,g € C([a,b]). Alors, 'opérateur de

dérivation de Riemann-Liouville D, possede les propriétés suivantes :

L DS Nf(t) + pg(t)] = ADS[f(1)] + uD2y [g(t)].
2. D [ [7(0)] | # DL Dg (£ # D2 1£(1)].

3. D% f(x) =0= f(x) = Z"fl c %(w — q)iten,

=0 “IT(j+1+a—n)

ou les ¢; sont des constantes quelconques.

Lemme 1.8.1. Soit « > 0 et f € C([a,b]) N L* ([a,b]). Alors :
DY f(t) = f(t) + et et gt 4 et (1.10)

ot c; € R, pourt=1,2,...,n.
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La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre entier) ne com-

mutent que si :

f®(a)=0 pourtout k=0,1,2,...,n— 1.

d" «a _ ynta
% (Da+f(t)) =D * f(t)u

mais o . n—1 FO(a)(t — a)b-a—n
b (%f“)) =D =) T et

k=0

1.8.2 Opérateur de dérivation fractionnaire de Caputo

Soit f € Cy*!([a,b]), n € N*. La dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de

Caputo de la fonction f est définie comme suit :

“Df(t) = T —a) /at(t — s)"m () ds, n—l<a<n

(1.11)

_ [zg;a 0 L f(t)}

3
2

Exemple 1.8.3. On reprend la fonction f:t~ (t —a)z et on calcule “D2, f(t).

Dt~ =@ (- o))
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en tenant compte de la relation (1.11)) on aura :

[N
—

1
“Di(t—a)> =(Z

Remarque 1.8.1. La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Ca-
puto est nulle :
“Dc=0.

Propriétés 1.8.3. Composition avec l'intégrale fractionnaire

Sotent o > 3 > 0, alors :
CDLILL f(1) =T F (). (1.12)

En particulier, st o = 3, alors :

T2 () = (1), (1.13)

Propriétés 1.8.4. Soientn —1 < a <n,n e N, \u € R, et f,g € C([a,b]). La

dérivation fractionnaire de Caputo est un posséde les propriétés suivantes :
1. “Dg (Mf(t) + pg(t)) = XD, f(t) + 1 D g(t).
2. (C‘Da+ ° CD5+> f=CDf = (CD5+ o D;:) f

3. iDL f =0, alors f(x) =]~ — cj(r —a)l.

4. T2 [OD2 ] (2) = flo) + Xy 5 D a) -



1.8. Opérateurs fractionnaires 24

1.8.3 Opérateurs fractionnaires de Hadamard

Intégrale fractionnaire de type Hadamard

Soit f une fonction continue sur [a,b] & valeurs dans R, avec 0 < a < b < oo et

a > 0. L’intégrale fractionnaire d’ordre o au sens de Hadamard de la fonction

f est définie par :

(T (f)(x) = ﬁ /j <10g (%))al %t) dt. (1.14)

Exemple 1.8.4. Sia >0, § > 0, alors :

(H bt <log 2)5_1> (r) = % <10g g)ﬁm_l.

Propriétés 1.8.5. Pour a,3 >0, on a :

1 1T (TTe f) (1) =TT F ()

2. HI2 [Af(t)+ Bg(t)) = A1 f(t) + BHI? g(t)

Dérivée fractionnaire au sens de Hadamard

Soit f € ACY([a,b]) et a > 0,0 = xdd tel que n — 1 < a < n,n = N* la dérivée

T

fractionnaire au sens de Hadamard de la fonction f est définie par :

("D (@) = o" ("I f (@)

— (x%)n Hpnee f(z) (1.15)
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Proposition :

Sia>0et >0,0ona:

HD:+ <log (é) Bl) (x) = % <10g <§>>5a17 8> a.

En particulier, si 8 = 1 et a > 0, alors les dérivées fractionnaires de Hadamard

d’une constante, en général, ne sont pas égaux a zéro :

1 T

Hpe 1(z) = T —a) <l0g5>_a.

Propriétés 1.8.6. Une propriété importante qui lie la dérivée fractionnaire au sens
de Hadamard avec l'intégrale fractionnaire de Hadamard est la suivante :

Si oo >0, alors, pour la fonction f(x), on a :

("Dgy I3 f)(2) = f(a).

Lemme 1.8.2. Sia >0 et f € L'([a,b]), alors I’équation différentielle

"D F(t) = 0
admet unique solution
n—1 7
f(t) = Cj (log _> )
j=0
Lemme 1.8.3. pour a >0, on a :
Hra H - AN
B0z =10+ Y (lost) (116
j=1

oun=aoa+1etc; e R pourj=0,1,...,n—1.

Voir [4, 15, 25].
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1.9 Théorémes du point fixe

Soit T" un opérateur défini sur un espace de Banach E dans lui-méme. Un point

x € E est dit point fize de T'si T'(x) = .

1.9.1 Principe de la contraction de Banach

Théoréme 1.9.1. 23] Soit T une application d’un espace de Banach E dans lui-
meéme. Si T est une contraction, alors T admet un point fize unique dans E, c’est-a-

dire qu’il existe un unique x € E tel que T(x) = x.

1.9.2 Théoréme du point fixe de Schauder

Théoréme 1.9.2. [7]] Soit C' un sous-ensemble convexe, fermé, borné et non vide
d’un espace de Banach E, et soit T : C — C un opérateur complétement continu.

Alors T admet au moins un point fize dans C'.

1.9.3 Alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théoréme 1.9.3. [6/ Soient E un espace de Banach et C' un ensemble convere dans
E tel que U un ensemble ouvert dans C et 0 € U et T : U — E une application com-

pletement continue. Alors, exactement ['une des deux alternative suivantes est vraie :

i) T admet un point fize dans U, c’est-a-dire, il existe x € U tel que
T(z)=ux.

ii) Il existe y € OU et A € (0,1) tels que
y = AT(y).

1.9.4 Théoréme du point fixe de Schaefer

Théoréme 1.9.4. Soit Y un espace de Banach, et'T' : E — E un opérateur comple-

tement continu. Alors, l'une des deux alternatives suivantes est vraie :

1. T admet un point fire dans E, c’est-a-dire, il existe v € E tel que

T(x) = z.
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2. L’ensemble
E={x € E|xz=\T(x) pour un certain A € [0,1]}

est non borné.



Chapitre 2

Résultats d’existence pour un systéeme

couplé d’équations différentielles
fractionnaires avec conditions aux limites

en trois points

Dans ce chapitre , on va étudier I'existence des solutions pour les systémes couplés
d’équations différentielles fractionnaires avec une condition aux limites a trois points

non locales donner par :

Dou(t) = f(t, v(t), DPv(t)), t€[0,1]
DPu(t) = g(t, u(t), Du(t)), (2.1)

u(0) = 0, u(1) = yu(n), v(0) =1, v(1) = yv(n)

RL D) est la dérivée fractionnaires de Riemann Liouville avec 1 < a, 5 < 2, p,q,v7 > 0,
O<n<l,a—q>1,B8-p>1,m* <1,y t<letfg:[0,1]]xRxR— xR
sont des fonctions continue est non linéaires.

Le but de ce travail est de montrer que le systéme admet au moins une solution en

utilisant le théoréme du point fixe de Schauder.

28
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2.1 Reésultats d’existence

Soit C([0, 1], R) I’espace des fonctions continues sur [0, 1]. On définit deux espaces

de Banach X et Y comme suivant :

X ={ueC(0,1,R); Du e C([0,1,R),0 < g < a— 1}

muni de la norme :

= t Diu(t)].
llull ey, tem[%luw +t€m[3>1<]| u(t)]

Y[0,1] = {v e C([0,1],R); D’v € C([0,1],R),0 <p < B — 1}

et doté par :
= t DPu(t)|.
ollcyon = max fo(®)] + max |D"u(?)]
L'espace (X[0,1] x Y[0,1], || - [l 0,11xc,0,17) est un espace produit de deux espaces de

Banach muni de la norme :

ax ([[u(®) g1, 10 () llcyoa1)-

1(w, v)l[cyo,x 0.1y = tIél[O,l]

Lemme 2.1.1. Soit h € C([0,1],R) et 1 < a < 2. On considére le probléme auz

limites swivant :

Du(t) = h(t), te(0,1),
u(0) = 0, (2.2)

u(l) = yu(n).
Alors la solution unique du probléme est
1
u(t) = / K (t,s) h(s)ds,
0
avec Ki(t,s) est la fonction de Green donnée par :

1 Kll(t7s)7 0§t<777

K1<t73) -
D)@ =) | Kot s), n<t<1

(2.3)
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(t=s) A=y ) =t A= 8)" T =y —9)""T] 0<s<t,
Ku(t,s)=q—t*""(1=s) "=~y (n—1s5"], t<s<mn,
—(t(1 = s)*71), n<s<I,

et
(t=s) A=y ) =t A= 9)" —y(n—9)"7"] 0<s<w,
Kio(t,s)=q(t—s)*"1—yn*") = (t(1- s))a_l, n<s<t

—(t(1—s)"" t<s<l,

Démonstration. On peut transformer notre probléme en une équation intégrale en

composant les deux nombres par I'intégrale de Riemann Liouville
I°D%u(t) = I*h(t)
d’aprés le lemme on a
u(t) = I"h(t) + cit® ' + cot® >
en utilisant les condition on trouve :

CQZO

=~ L o [ o

on déduit la solution sous la forme

[T e GO AGs) L= ) AGs) [ (= ) A
= | [“ ) <1—wa—1>1r<a>d | et L e

_ /0 UKyt $)h(s)ds

De la méme maniére, on va déterminer la solution générale du probléeme :
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Df = z(t), telo,1],
v(0) =0, v(1)=yv(n),

(2.4)

sous la forme suivante : )
v(t) :/ Ky (t, s) h(s)ds.
0
O]

Remarque 2.1.1. Ky(t,s) peut étre obtenu a partir de Ki(t,s) en remplagant o par
G.

Lemme 2.1.2. Supposons que f,g:[0,1] x RxR — R soient des fonctions continues.
Alors (u,v) € X XY est une solution de (2.1) si et seulement si (u,v) € X x Y est

une solution du systéme couplé d’équations intégrales :

u(t) —/ Ki(t,s) f(s, v(s), DPv(s)) ds,
0 (2.5)

v(t) = /0 Ks(t,s) (s, u(s), D%u(s)) ds.

Démonstration. La démonstration est une conséquence directe du Lemme (2.1.1). En

construisant 'opérateur

F:XxY — X XY, (2.6)
(u,v) — F(u,v)(t) = (Flv(t), F2u(t)),

Fio(t) = /0 Ki(t,s) f(s, v(s), Dv(s))ds, Fu(t) = /0 Ks(t,s) g(s, u(s), D%u(s)) ds.

Remarque 2.1.2. Les points fixes de l'opérateur F sont exactement les solutions du
probleme intégrales (2.5)), ainsi, l’existence de solutions du probleme (2.2) revient a

l’existence de points fizes de l'opérateur F.

Dans le but de démontrer que le systéme posséde au moins un point fixe, nous

allons supposer que :

= el = ym?)la =g+ 1) + 20 —3gn” + ay(* — 9" )l (o + 1))
! a(l —yneHIN(a+ 1)(a—qg+1)
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v, BA= (B —p+ 1)+ [28 —ypn” + By(n” =0 )T (B + 1)]
’ B(L =P LB+ 105 —p+1) '

Les notations suivantes sont aussi utilisées :

1 ! a-1 1 a=a=14(s)ds
uzrgng{/o [ki(t, s) als)| ds + Ta—q (7 [(2—777 )/0 (1—s) (s)d

+ /On(n —5)* ta(s) ds] }

1 1 NG o
I/—I?EEB:JX{/O |ka(t, s)b(s)|ds + TG—p) (=) [(2—7775 )/0 (1—s)° a(s)ds

+7/0n(77 —5)P 71 b(s) ds} }

Théoréme 2.1.1. Supposons que

(A1) 1l existe une fonction a(t) € L(0,1), non négative, telle que :
[F(tz )] < a(t) +wilel” +walyl”,  wiwy >0

(As) 1l existe une fonction b(t) € L(0,1), non négative, telle que :
lg(t, 2, y)| < b(t) +0i|z|™ +d2ly[™, 61,02 > 0.

St
0<p,pa<l1 et 0<oy,09 <1,

alors il existe au moins une solution du probléeme de valeur limite a trois points
2.

Démonstration. Montrons que F' vérifié les hypothéses de Schauder. Définissons une

boule W dans I’espace de Banach X x Y de la maniére suivante :
W= {(u(t),v(1)/ (u(t),v(t)) € X x Y ¢ [|[(u(t), v(t)lxxy < Rt € [0,1]},

R > max{(S Mwn) T, (3 M ws) T2, (30001) 71, (3 Xa82) T2, 311, 31/}.

Il est évident que I'ensemble W C X X Y est fermé, borné et convexe. Pour prouver



2.1. Résultats d’existence 33

I'existence d’une solution la preuve sera donnée en deux étapes :

Etape 01

: F: W — W pour tout ¢t € [0, 1]

Soit (u,v) € W nous allons montrer que F'(u,v) € W en se basant sur la propriété

(1.6 et (1.9) ainsi que la résultat

|[Fio(t)] =

[(a).toe !

DIt =
I'(a—q)

Fio(t) / Ki(t,s) f(s,v(s), DPv(s)) ds.

/ Kt 5) (s, 0(s), DPu(s)) ds

/ | K1 (t,s)a(s)|ds + (w1 R|"* + wa|R|P?) / |K1(t,s)|ds

(t —s) !

Ki(t, s)a(s)| d 2 ) I R
/| (¢, 9)a(s)] ds + (wr|RI™ +wsl R )[ /0 s

+m{/o (%—v/ %) )]

1 ta 1
:/ |K1(t, s)a(s)|ds + (w1 |R|P* + wa| R|P?) ta—l— ) }
0

§
< [ 1t 510 ds + Gl + ol (i oo fan)

vn“ D)

R/
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1
1—ypot
[12f(1,0(1), DPu(1)) — 5 I f (n,v(n), DPv(n))] Dt
1979 f (¢, 0(t), DPu(t))
B I'(a)
la—q)(1—vyn>1)
1

< Tla—gq [/0 (t —s)* " a(s)ds + (w1 |R|* + w2|R|p2)/0 (t— 5)° 11 ds

D Fyu(t)] = )Dq]“f(t,v(t),Dpv(t)) _

[I“f(l,v(l), Dpv(l)) — 7[“}“(77’7](77)’ Dpv(n))}ta_q_ll

IS S (/0 (1—s)*""a(s)ds + (wi|R|”* + M‘RV}Q)/O (1 s)™ds

L —ynet

o /on“? = 5)*als)ds + (| R + wa| RJ”) /Onm _ gt d>]

ol +alr) (@) [ (L st ds [ d)]

— 1 ) [(2 —yn* ) /o (1—5)*"ta(s)ds +~ /On(n —5)*a(s) ds]

Fla—g)(1 —yn!

20 — yqn®™ + ay(n® —n*71)
ol =y HIl(a —q+1)

+ (Wi RI” + wa| RI7) - [

ainsi

= q
| Fro(®)llx = max|Fro()] + max|D*Fro(t)]

< g (wi |RIP 4 wa |RIP?) A

R R R
< 4+4+= =R
Sgtgtg =R

De méme, il peut étre démontré que
| Fou(t)|ly < v + (51 |R|7! +52|R|"2) A < R,
par conséquent, nous concluons que
1F(u, )] xxy < R.

Puisque les fonctions Fyu(t), Fou(t), D'Fyv(t), DP Fyu(t) sont continues sur [0, 1], il suit

IA
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que

F(W) C W.

Etape 02 : Montrons que F est un opérateur complétement continu. Pour cela,

nous fixons :

M = maX‘F (t,v(t ),Dpv(t))|

te[0,1]

N = max}g (¢, u(t ),un(t))‘

t€[0,1]

Premiérement : F': W — W est continue.

Etant donné que l'intégrale implique des fonctions continues K, Ks, f, g, on en

déduit que F est continue.

Deuxiémement : F(V) est équicontinue.

pour toutes ¢, 7 € [0,1] avec (t < 7) et (u,v) € W d’ou

/0 (k1(t,s) — ki(T,8)) f(s,v(s), DPv(s))ds

|fiv(t) — fiv(T)| =

<M Uot Ky (1, 5) — Koy (r,8)| ds + /t K (1, ) — Ky(r, )] ds

(1_777& 0 U{ — (=)A=
(ot - )(1—8) —q(n—s)*")}ds

A e e AR TR e P A (EE TR I8

+/ (Tt =t (1 =) =y —5)* ) ds + / (rot =t H(1 — s)o‘_lds]

=0 777](\;[_1)“0() l/OT(T — ) (1= ) ds — /Ot(t —8)* N1 — 4 t) ds

+ /On(Ta_l —t (1 =8)* =y —5)*)ds + / (rot — " H(1 - s)o‘_ldsl

M « a—1
= A=+ 70

— )+ (L= (e = 1Y)
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|DFyu(t) — DYFyv(T)| (2.7)

— |1 (4 Py(t)) — I(a) “f(1,v Pv

= |17 0(®), D) - =g = ey /(L e(), DPu()) (28)
=y I°f (n, v(n), DPo(n)|#*~47F = 170 f(7,0(7), DPv(7)) (2.9)

)

S NP TGp——— [ f(L,0(1), DPu(1)) — 1% f(n,v(n), DPv(n))] 7979~
(2.10)
<= (al_ q) /O (t — ) f(s, 0(s), DPu(s)) ds — /0 (7 — 5 f (s, 0(s), DPuls)) ds
(2.11)
M a—q-1 _ ga—q-1 1 —8) 1 ds — ! —8)“ lds
T e —g) 7 : ){/0 (L=s)d 7/o(n ) d}
(2.12)
1 t a=q-1 Pu(s)) ds — TT—sa*qfl s,v(s), D"v(s))ds
Sf(a—q)[/o(t_s) f(s,v(s), DPv(s)) d /O( )T f (s, 0(s), DPu(s)) d
(2.13)
+ /OT(t —8)*7 1 f(s,0(s), DPu(s))ds — /OT(T —5)* 17 (s, 0(s), DPv(s))ds ]
(2.14)
) e e "
M i a—q—1 _ _ 3 a—q—1 s ! — s a—q—1 s
<t | [ s [ 216
b e .17
— L FOG _ poa—q M(l — 777&) Fo—q—1 _ 4oa—q-1
“Ta-grn" P T ta et 0T 1)

de la méme facon, on peut montrer que

N

() =Pl = o= 5 rG 1

(1 =) (7 =771 + (L= (7 = 17)]

(Tﬂ—p_tﬂ—p)+ N(l — 7775) (Tﬁ—p—l_tﬂ—p—1>

D q N
| DPFou(t)=D*Fou(7)| < & (1= (8 - p)B

(B-p+1)

Les fonctions t, =1 ¢# tA=1 to—a ta—a—1 ¢B=p t=p=1 gont toutes uniformément conti-
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nues sur [0, 1]. Alors, quand ¢ — 7, le terme considéré tend vers zéro, ce qui im-
plique que F(W) est équicontinue, de plus, elle est uniformément bornée puis que
F(W) c W. Par le théoréme d’Ascoli-Arzela, F'(W) est relativement compact pour
toutes ensemble borné. Alors, F' est complétement continue. Par conséquent, d’apreés
le théoréme du point fixe de Schauder, il existe au mois une solution au probléme
(1.1).

avec 0 < p;,0; <1 (i =1,2) et p, o sont des constantes non nulles.



Chapitre

Etude d'un systéeme couplé d’équations
différentielles fractionnaires avec conditions

intégrales aux limites de type Hadamard

Ce chapitre est consacré a 1’étude d’un nouveau probléme mathématique portant
sur un systéme couplé d’équations différentielles fractionnaires de type Hadamard,

avec des conditions aux limites intégrales explicitement données :

HEDey(t) = f(tu(t),v(t)), 1<t<e 1<a<?2

"DPu(t) = g(t,u(t),v(t), 1<t<e 1<B<2

u(1) =0, wu(e) =T"u(or) = = ;" (log %)7_1 @ ds,
0

I(y) J1
o o =1 y(s
| v =0, Tw(oz) = 55 7 (log %) X ds,

(3.1)

<
—~
o
N—
I
=

oty > 0,1 <01 <e 1< o0y < e "DV désigne la dérivée fractionnaire de
Hadamard d’ordre fractionnaire, I'” est I'intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre
v, et f,g:[1,e] x R xR — R sont des fonctions continues.

L’objectif principal de ce chapitre est d’établir I'existence et 'unicité des solutions
de ce systéme couplé. Pour atteindre cet objectif, nous nous appuyons sur un outil
puissant de ’analyse classique : le théoréme du point fixe de Schaefer, qui permet
de démontrer I'existence de la solution. L’unicité, quant a elle, sera prouvée en utilisant
le principe de contraction de Banach.

Ce travail s’inscrit dans la continuité du chapitre précédent, ot un autre type de
systémes fractionnaires, basé sur les dérivées de Riemann-Liouville, a été examiné, ce

qui ajoute une nouvelle dimension et une dynamique particuliére au systéme étudié.

38



3.1. Résultats d’existence 39

3.1 Reésultats d’existence

On introduit C([0,1]), 'espace des fonctions contintiment dérivables sur [0, 1]. Les

espaces de Banach X et Y sont définis comme suit :
X = {u(t) [u(t) € C'([0,1])}

doté de la norme :

— t
[l x mnax u(t)]

Y = {u(t) | v(t) € C'([0,1])}

avec la norme :

— t
vy mmax [v(t)]

Alors, le produit des deux espaces X X Y est un espace de Banach, muni de la

norme :

1w, 0)[xxy = [lullx + [vlly

Lemme 3.1.1. Soit h € C([1,¢],R) et 1 < a < 2. On s’intéresse au probléme auzx

limites suivant :
Du(t) = h(t), 1<t<e,

u(l) =0,
u(e) = Nu(oy),

La solution unique du probleme est

logt)*~!
u(t) = I°h(t) + %[wah(al) — I%h(e)]
avec ]
A= 1 o1 a1 \~y—1 (logs)a—1
1-— m 1 (log ?)’Y Tds

Démonstration. A ce stade, nous procédons a I'application de I'intégrale de Hadamard

des deux cotés de I’équation :
I“D%u(t) = I%h(t),

ce qui donne
u(t) = I°h(t) + C1(logt)*~! 4 Cy(log t)* 2.

En utilisant les deux conditions données :



3.1. Résultats d’existence 40

u(l):0:>02:0,

u(e) = Nu(oy) <= I°h(e) + Cy = I" [I*h(o1) + Cy(log o) ] .

o1 1 a—1
< " “h(oy) + _a / (log 2)7’1—( 0g ) ds.
1 5

() s
1
— Yo _Ja
Cy = e [17*h(oy) — I°h(e)]

De la méme maniére, on peut déterminer la solution générale du probléme :

Dfu(t) = 2(t), 1<t<e,
v(l) =0,
v(e) = Nv(0oy),

sous l’expression suivante

avec

1 o o2 \7~1 (logs)f—1t ; °
riy Ji (log 22) 7 =E—ds
O
Lemme 3.1.2. Soient f, g deux fonctions continues. (u,v) € X XY est une solution

du probléme si et seulement si (u,v) € X XY est une solution du systéeme couplé

d’équations intégrales :

P (h)gf)a—l fls,us).o(s))

'« 5
(logt)>~ o \Yta—1 f(su(s)v(s))
+ gA |:F('y+o¢) f (log 1) ds

fle (log )cx 1 f(s,u( Z 0(s)) dS] :

1 /t < t>ﬁ_1 g(s, u(s), v(s))
v(t) = ——— log — ds
©) I'(8) Ji g § $
B-1 o2 o \ Y81 g(s,u(s),v(s
[(1 (lg?)v 9(5:u(5).0() g

C(v+8) s
€ e B-1 s,u(s),v(s
\ — g J§ (10g ) glou()(s) ds]_
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On construisent 'opérateur

T: XxY—->XxY

IN()) s s
(log t)>* 1 o o1\ 1ret f(s,u(s), v(s))
R Lw+@>1 (=) s "
L (ot et
Txuﬂ»@)::féﬁl[t(bgz)ﬂ lmsnw?,v@»(k
(logt)P~1 [ 1 o2 a9\ 701 g(s,u(s), v(s))
T B T+, <log 3> s s
1 ¢ Z;—Rg(s,u(s),v s))
—m/l (log g> . ds}
avec X
4= 1— ﬁ J7 (log %)Vfl—aog?aflds

1
B= .
L iy [ (log %) 2 ds

S

Pour démontrer 'existence et 'unicité d’un point fixe, nous appliquerons d’abord le

lemme du point fixe de Schaefer, puis le théoréme du point fixe de Banach. Ainsi, nous

posons :
B 1 1 [ (logoi)r* 1
Ml_r(a+1)+| \(F(’y+a+1)+F(a+1)>’ (3-1)
B 1 1 [ (log 09)7 TP 1
A@‘rw+n*|m<rw+ﬁ+n*rw+n>’ (32)

MO :mln{l— (M1k1+M2)\1), 1— (M1k2+M2>\2)}, ki, )\z Z 0 (Z: 1,2)

Théoréme 3.1.1. Supposons qu’il existe des constantes réelles k;, \; > 0, et x; € R
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pour (i =1,2),ko, N\g > 0 telles que :
|f(t,z1,22)| < ko + Ey|2y| + Koo,

lg(t, x1, 29)| < Ao + Ai]z1| + A2|2z2],

S
Miki 4+ MaA; < 1, Miky + MyXg < 1.

Alors, le probleme aux limites (3.1) admet au moins une solution.

Démonstration. montrons que F' vérifie les hypothéses du théoréme de schaefer,pour

cela,prenonsdeux constantes positives L; et Lo telles que
Lt ult), o) < Li, gt u(t), o®)] < Lo, Y(u,0) € 0

Controler que 'opérateur T': X XY — X X Y est complétement continus.

Premiérement : T’est continue.
Par la continuité des fonctions f et g, 'opérateur Test continue.

Deuxiémement : @ C X x Y borné, F(Q2) est borné pour touts (u,v) € §2

t) fs,u(s), 06D

r|rere ) (o)
+ ﬁ / (log5)"" |f(s’u(z)’”<s))’ ds]

1 g1 o\ 7te-11
- (log —) —ds
NG s s

ce qui implique que

1 1 (log o )7t 1 B
173w, v)l < I {m * 14| (F(’H— a+1) + NGRS 1))} = LM
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De méme,on obtient

1 1 (log o9)7*# 1 B
e = ey a1 (v e * T ) )~

Ainsi, il découle des inégalités ci-dessus que 'opérateur 1" est uniformément borné.

Troisiémement : soient 7,73 € [1, €] avec 71 < To. L’opérateur T' est équicontinue.

Ty (u(tz), v(t2)) — Ty (u(tr), v(t1))]
Ly (lo %)a 11d8—/ (log ) —ds

<
— I(a)
(log 79)*~ ! — (log 1)~ / og o1 B+a71 1
A I( B + a) s

+ L
1 € eya—11
“T(a) /1 <1Og 5) s ds]

T1

Ll 71 7—1 a—1 7-2 a—1 1
< log ™)~ (log )| ~d
— e |/ {(Ogs 8% }5 °

L1 2 T\ 11
log )" ~d
* () /71 (og s s

De maniére analogue , on peut obtenir

| To(u(ta), v(t2)) — Ta(u(ts), v(t1))]
b ) 7)o

=T
G

Ly

B
eTACHEET

Lorsque 11 — 79, le terme correspondant tend vers zéro, ce qui implique ’équi conti-

nuité de 7'(u,v). Par conséquent, I'opérateur T'(u,v) est complétement continue.
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Enfin, on vérifiera que ’ensemble
E={(u,v) € X xY | (u,v) = \T(u,v), 0 <A< 1}

est borné.
Soit (u,v) € E, alors on a (u,v) = AT (u,v) pour un certain A € [0, 1].
Pour tout ¢ € [0,1] on a

u(t) = AT (u,v)(t), v(t) = NTa(u,v)(t).

Alors,
1 1 (log o )7t 1
<d_ - 4 _—
0 = { i 7 (R + Ty ) § o allel + el
et
1 1 (log o9)7*# 1
<l 4 .
01\ 7 (T g+ ) f o+ bl + el
Ainsi, nous avons
Jull < Mi(ko + Ea[lull + Kellv]]),
et

[o]] < Ma(Xo + Aalull + As|[o])),

ce qui implique que
[ull + [[v]] < (Miko + Mado) + (Miky + MaAy)[[ul] + (Miks + MaAz)||v].

Par conséquent,

Miko + M)
M,

M est défini par (3.3). Pour tout ¢ € [0, 1], I'ensemble E est borné. Etant donné que

I, )] <

les hypothéses du théoréme de Schaefer sont vérifiées, on en déduit que 'opérateur T’
posséde au moins un point fixe.

Par conséquent, le probléme aux limites (3.1)) admet au moins une solution.
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3.2 Reésultats d’existence et d’unicité

Théoréme 3.2.1. Supposons que f,g:[0,1] x R? — R sont des fonctions continues,
et qu’il existe des constantes m;,n;,, 1 = 1,2 > 0, telles que pour tous u;,v; € R,

1=1,2, on ait :
|f(t, ur,ug) — f(t, v1,02)] < mqlug — vi| + molus — va,
et

lg(t,ur,ug) — g(t,v1,v2)| < nylug — v1| + nojug — val.

Si
My(my +ma) + My(ny + ng) < 1,

alors, le probléme de valeur au bord (3.1) admet une solution unique .

Démonstration. Veérifions que 'opérateur T' satisfait les hypotheses du théoréme du

point fixe de Banach.

Définissons
sup |f(,0,0)] = Ny < oo, sup |g(t,0,0)] = Ny < o0,
t€[0,1] t€[0,1]
et
MiN1 4+ My Ny
r > .

- 1- M1<m1 + m2) - Mg(nl + ng)
Montrons que T(B,) C B,, ou B, = {(u,v) € X xY : |(u,v)] < r}. Pour
(u,v) € B,, on a

L T (s, u(s), v(s))]
T3 (u, 0) ()] < mmax {@/1 (log ;) ds

S

1 [F( 1 )/1”1 (k)g%)w‘l |f(s, uls), v(s)I

+_
|A| v+ s

+ﬁ /1 (log g)al |f<3’“(z)’“(s>>’ds} }

En utilisant I'inégalité triangulaire,

|f(s,u(s),v(s))| < |f(s,u(s),v(s)) - f(S,O, O)| + |f(57070)|7
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on obtient

1 1 [ (logoy)* 1

< Ml[(ml + mg)r + Nl]

) onalal-malol+-30),

Donc,
|71 (u,v)|| < Mi[(mq + me)r + Ny.

De méme, on montre que
[T2(u, v)[| < Ma[(n1 + n2)r + NoJ.

Par conséquent,
1T (w, v)[| < 7.

Ainsi, T(B,) C By, et T est une contraction d’aprés la condition imposée. Par le
théoréme du point fixe de Banach, T admet un unique point fixe. D’ot1, le probléme
de valeur au bord (1.1) admet une solution unique.

Pour (ug, vs), (ug,v1) € X XY, et pour tout ¢t € [1,¢], on a

1 £\ [ f (8, ua(s), va(8)) — f(5,ui(s), v ()]
1T (2, v2) (£)— T (un, 01) (8)] < m/1 <1og§> - ds

o1 o \vra=1 | f(s,us(s),va(s)) — f(s,ui(s),vi(s
+ﬁ{r(71+a)/l <1og;> |/ (s, ua(s) ())S( (8), va(s))l

L
IN{))

< _ +L (log oy )7+ N 1 (msllta — | - mallvs — w3
S\ T+ A\T( ra+1)  Tlatp) i almmin=a

[ ()™ (s, 102(5), 02(5)) = S5, 0(9), oa())|

S

< My(ma|lug — u|] + mallvg — 1) < Miy(my +mo)(Jlug — || + [lva — vil]),

et par conséquent, on obtient
173 (u2, v2) () — T (wr, v1) ()] < Mi(ma + me)(|luz — w|| + [Jvz — v ]]). (3.4)
De méme,

|75 (ug, va) (t) — To(ur, v1)(@)]| < Ma(na +n2)([Jug — wr]| + [[vg — va]). (3.5)
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Il résulte de (3.4) et (3.5) que
| T (ug, v2)(t) — T'(uy, v1)(t)]| < [Mi(mq +ma) + Ma(ng + no)](|lug — ut|| + [Jvz — vi]]).

Puisque M;(my +ms) + Ms(ny + ng) < 1, alors T' est un opérateur de contraction.
Ainsi, par le théoréeme du point fixe de Banach, l'opérateur 7" admet un point fixe
unique, qui est la solution unique du probléme (1.1).

]

Exemple 3.2.1. Considérons le systéme suivant de probleme de valeur au bord frac-

tionnaire :
CD3/2£L'( ) = Esm(27‘ru(lf)) + 16(1|2—Ji—<7>v|(t)‘) + %’ t€[0,1], (3.6)
u(l) =0, u(e) = t3u(2),
v(1) =0, w(e) =t3v(5/2)

o o1 \Y—1 (logs)a—1 _ 2 ’
= g 7 g ) B g g
and
1 4
B: e T (log a1~ = 5 %159
L= b5 [ (log )" teeings 4= y/m(log 5)?
Also,
1 |ul 1.,
t = 14+ —
S ) = o T e T Y
and
1 |v| 1
! — — sin(2 S L B
g(t,u,v) 327TSln( mu) + 1601+ [0 +3
Note that

1 1
|f(t,ur, ug) — f(t,v1,02)] < 1—6|U1 — |+ 1—6|U2 — V|,
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1 1
lg(t, uy, uz) — g(t,v1,v2)| < 1—6!u1 — v+ 1—6!u2 — g,

and

Ml(ml + mg) + Mg(ﬂl + nz) ~ (0.43 < 1.



Chapitre I

Etude d’un systéme couplé d’équations

différentielles fractionnaires de type Caputo

avec conditions aux limites non locales

4.1 Existence et unicité de la solution

Dans ce chapitre nous étudion un travail de recherche publié en 2025 dans le journal
of interdisciplinary mathematics , Elle est consacrée a I’étude d’un nouveau systéme
couplé d’équations différentielles fractionnaires, muni de conditions aux limites non

locales de type intégral, et donné sous la forme suivante.

2
D Dty = fi (8, DP O (t), 5 i(t)) | O<a<fi<l,0<t<1, i=12
k=0
2i(0) =0, () =0, x(1)=X\ [y azi(s)ds, 0<u<m <1, NeR,i=12

DV designe la dérivée fractionnaire de caputo , et f; : [0,1] x R x R pour i = 1,2 sont
des fonctions continues

L’objectif principal de ce travail est d’étudier I’éxistence et 1'unicité des solutions de
ce systéme en utilisent les théoréme de point fixe de banach Cette étude permet de
mieux comprendre le comportement de solutions dans des systémes ou les effets de

mémoire et de non-localité jouent un role essentiel.

Lemme 4.1.1.

49
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: On s’intéresse au probléme aux limites suivant :

S DPFRig (1) = uy(t), 0<fB<1,0<t<1,
ot uy(t) = fi(t, D=z (t), 24(t)), et ug(t) = fo(t, z1(t), D2~ ay(t)), ,i=1,2,

La solution générale s’écrit sous la forme

wi(w)dwds + w(t) () E =0 ) duwds
51)
oyt { / / )B wi(w)dwds—

Li s
/ / (co + coe 1 78) cog ety —s) — cre= %) gin co(Li—
0o Jo

2+ 3

(5 —w)hi~!
['(5:)

Nous avons pour i = 1,2 ot ®(j) = e U™ —sincy(j — 5),5 = t,m;, 1,

s) ui(w)dwdsH i=1,2.

Co + coe M cos cot — e sin ot

— t .
vi(t) = , Ua(t) = coe” M sin ot
A+
Co + coe™ M cos cany; — c1e” M sin cam); e s
qi; = 5 5 R qo; = Co€ S11 CoT); .
]+ ¢
1 CQ)\i )
g3 = ﬁ[CQ — e D coscy — cre” tsiney — e\t + ﬁ(cl — e X
]+ ¢ ]+ ¢
C1;

oS Caly — Co€” M sin coly) + 5 (ca — cae” ' cos Cot; — cre” M sin gty
2 +c
11t C
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Ai
—ci1t; —C1li o
5(C2 — coe” M cos cat; — cre” ' sin ety

qu = Cole” ' sinc, — 5——
]+ ¢35

g t) — i t 7 t) — i t
wll(t) _ q3 UQ( )N 44 UQ( )7 le(t) _ qo ’Ul< )N q1 UQ( ),
3 3

ot N3; = q1iqai — G2iq3i 7 0.

Soit C([0,1],R) l'espace des fonctions continues sur [0, 1], et la norme .|| =

SUPe |-

Introduisons les deux espaces de Banach suivants X, X, par :

X1 = {Il € C, Dﬁl_al’l c C},

avec la norme ||z1]|x, = max(||z1||oo, ||D51_°‘x1||oo).

Xy = {132 e C, DBQ_QI'Q S C},

avec la norme ||xs||x, = max(||z2]|s, ||DB2_"‘x2||oo).

Le couple (X7 x Xo,||.]|) est un espace produit de deux espaces de Banach associe &

la norme

1(1; 22) | x0xx, = max(f[z1]|x, , [[22]lx, )-

Nous prenons 'opérateur non linéaire

T: X x X9 — Xy x Xy
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T(x1,22)(t) == (T1 (21, 21)(t), T (21, 21)(t)), Ou

i an)) = = | [ [eotmas 1f (10, DMy (1), o (a0)ods +

511

m
i (t / / (m) ) ~——— fi(w, D2y (w), 3o (w))dwds+
[31 1
w1 (t {/ / X fi(w, DM (w), za(w))dwds—
2 + 2 / / Co + co€ —c1(t1—8) COS 02(1 _ 8)) — e —c1(t1—s) SIHCQ([,l _ 3))
1 2
(5 —_ )51 1

mg) 1w DM nw), x2<w>>dwds” |

o)) =+ | [ [eotmt= o flwaal). D () duwds+

S — 52—1
W12<t)/ / @(nZ)ng(w,xl(w),Dﬁz_axg(w))dwds+

)| / [emtEs ) falwalo). D () s

+ / / Co + o~ (1279) cog ca(te — 8) — cre —e1(2=9) gipy ca(te — 9))

i +c3

(s~ w)!
['(5s)

fo(w, z1(w), Dﬁz_axg(w))dwds} } .

La démonstration de I'existante et de I'unicité de la solution se ramene a celle de
I’existence et de I'unicité du point fixe de 'opérateur T,Cela s’appuie sur la condition
de Lipschitz imposée a la fonction f,ce qui permet d’appliquer le théoréme de point
fixe de Banach.

Nous commencons par établir les notations fondamentales nécessaires a la suit de
I’étude :

cos(cat) —1  exp(—ct) — 1

» = sup — )
teJ Ca C1

g — Ny [%+ w12n2 ) + Wiy rte + w22L2 S ]
cl' (B2 + DI(1 + a0 — o) ’

wy; = sup|wy (H)],i = 1,2,
te]
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cos(cam) =1 exp(—cimi) — 1

)

M =
Co &1
L cos(carp) =1 exp(—cinp) — 1
1 Co 6]
wy; = sup |wi(t)],i = 1,2

teJ

=

Y

o K* (5 + w190 565 + w225 + ot C*]
1

el'(B2 + 1) ’
sy — cos(col) — 1 ¢ = |A1] - sin eoliy
Co ’ A+ c2 expcile |’

b1 = K[»x+ wlmlﬂl%1 + wor9 + w21b§hd
L=

col'(By +

D

Y

b= Ni[5e + @it s + war e + wan (]

cl'(B1 + 1)
¢ [ Azl sin cyto
= Cal :
A+ |77 expas

Y

o _ Kbt @i sn + @0 + whif' (]
=

cl'(B1 + DI'(1 + o — B2)

g Nile+ wiin'sa + whin + @il (]

(B + D1 + o — o)

Y

, Way; = SUP \wz(t)I,i =1,2,
J

te
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No[» + w12n2 ] + waprn + W22L2 S ]

col'(B2 + 1)

b=

9~1 K* [% + w12n2 7] + Wy + w;2L§2C*]
col' (B2 + DI(1 + a — o) ’

wWi; = Sup |wh(t)\,z = 1, 2.
teJ

Théoréme 4.1.1. Supposons les deux hypotheéses

(H,) Les fonctions fi, fo sont continues sur J X R? et il eviste Ky, Ky, K3, K4 € R%
tels que pourt € Jyw,y, 2,y € R

itz y) — f1(t, 2,9)] < K|z — 2]+ Kaly — 9],
|f2(t,l‘,y) - f2<t7‘%7g>| < K3|JZ - ‘%| + K4|y - ﬂ|

(Hy) 11 existe des nombres réels positifs N1, Ny tels que pour tout t € J,
\fl(t,0,0)| < N < o0, ‘fg(t,o, O)’ < Ny < 0.

Si maw(gbl,@l,ggl,él) < 1,7 = 1,2, alors,le probleme aux limites admet une solution

couplée unique définie sur J.

Démonstration. 11 s’agit a présenter de vérifie que la condition de contraction dans le

théoréme de Banach est bien vérifiée.Pour cela,nous choisissons r par

N P 0 ) 0
r > max , ; — =
1—®,'1-6,"1-d, 1—6,

Nous définissons la boule B, = {(z1,22) € X1 X Xy : ||[(z1,22)||x,xx, < 7}, et

nous prouvons que 1B, € B,.

soit (z1,x2) € B, et Pour tout t € J, , nous avons

T4 (20, 22)(8) V/ o B )) | Fu(w, DP = (w), wa(w))| duwds+
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L S S_wﬂl—l
mulol [ [ 10m) % |1 (w0, DA, (1), o)) | duds+

@) [ [ [ 1001 | D), ) s

|\
Cl + 02

/ / |2 + e —a =) cos cy(1g — 5)) — cre” M sin ey (1 — s))|

(s —w)At
L'(B1)

En utilisant (H.1) et (H.2), nous obtenons que

| f1(w, DP 2 (w), xg(w))|dwds” .

|f1(t7 Dﬁl_axl(t)al?(t)” < |f1(tv Dﬁl_axl(t%zQ(t)) - fl(tv 0, O) + fl(tv 0, 0)'
S K1|D51*Qx1| + K2|I2‘ + Nl-

| fot, 21 (1), D22y (1))| < | folt, 21(t), D22y (t)) — fo(t,0,0) + fa(t,0,0)]

S Kglel’ + K4|D’82_a$2| + NQ.
D’ou

(K1|D'Bl_a$1’ + KQ‘.TQ‘ + Nl)
col'(B1+1)

Nous définissons la quantité K = max(K7, K5), nous obtenons

1T1 (21, 72)||oe <

T3 (1, 22)[| < 17+ . (4)

D’autre part

t ps — s a—p1 s —w B1—1
DP T (1, ) (1) = - [ I T ), D%y ).

(14+a—p) I'(51)

C2

[% + wnnflzl + To21 2 + w21Lf1C].

(w))dwds+
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- a gl ,31 1
Fgm—ﬁl / / ) > gyl D (w), 2o (w))dwds+

rglia_ﬁ U / W) 1f (w, D'~z (w), x4(w))dwds—

/ / o + coe 1 (1179) cos co(L] — s)) — cpe~11=s) sin (L — 9))

Cl+02

M w, D'~ (W), 29 (w))dwds
o D) s |

donc

(K1|D61_a([}1‘ + KQ‘ZL‘Q’ + Nl)
col'(B1 + 1)

||DBI_&T1($1, T9) |00 < [%—i—wnnfl%l +w21%2+w21bf1d-

||D51_OCT1(£L'1,ZE2)HOO S 917‘+9. (5)
De méme avec Ty(z1,x2). Nous avons

(K1|Dﬂ17a$1| + Ks|xo| + Ny)
col'(B1 + 1)

1T (21, 22) |loo < [2 + w12771 sy + Wy + w22L11C ]-

Nous définissons K* = max(K3, K4), ainsi nous obtenons
|1 To(1, 22)[[oe < G17 + .| DT (1, 22) |00 < Orr + 6.
Gréce a (4), (5), (6) et (7) nous obtenons
1T (21, 22) |3 5x, <7
De plus, pour tout ¢t € J, (x1, z3), (%1, Z2) € X7 X X5 nous avons

e {/ / W gy (filw, D (w), ma(w))

T3 (21, 22) (6) =T (21, T2) ()] <

— fi(w, DP =G (w), #2(w))) dwds+

m s g — )Pl
wn(t)/o /0 Q(Ul)% (fl(QU,Dﬁl_ah(w),M(w))_
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filw, D=3 (w), #o(w))) dwds+

ot { / | e (= O g, DI (1), ()

A 2 s
— fi(w, D" ~%y (w), Z2(w))) dwds — — ! 5 / / (ca + o179 cos ey(1g — 5))
crteaJo Jo

(s —w)Art

I'(5)

—e1(v1—

—ce %) sin ca(t1 — 8)) (fl(w, Dﬂl_o‘xl(w), xo(w))

—fi(w, D~ (w), jfg(?l)))) dwds“ |

Gréce a (H.1)
51 1
Ty, 20) (8) — Ty, 22)(0)] < V /
(K1|Dﬁl_a$1 - Dﬁl_ai'ﬂ + KQ'ZL‘Q - jQDdUJdS—l—

m s (S _ w)ﬂ1—1 5 -
WH(t)/ / @(nl)T(KﬂDﬁl_aZEl - Dﬁl_al’1| + K2|ZE2 — ZL’QdedS
0 0 1)

51 1
{wm / / ————(Ki|D? %2y — DV | + Ks|my — o)dwds

t1 S
/ / (co + cae™ M= cos ey (ty — 5)) — cre” M= sin ¢y (8, — )
o Jo

T2 2
]+ ¢
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(s —w)At

() (K1 D%y — DM 75| + Kolws — .752|)dwds” .

Donc
T (21, 22) (t) — T1(Z1, 72)(V)]Joo < ¢1(| DM~z — DG | + |29 — o).

Aussi, nous avons

| DTy (21, 2) (t) — T1(F1, E2) (1)) ||oo < O1(| D2y — D" %G| + |22 — Zal).
Ty (21, 22)(t) — T1(Z1, Z2) |00 < $1(|»’U1 — |+ |D’827a$2 - D’BT%N?Q‘),

1D (T (1, 22) (8) = T1(&0, 82) (1)) |oo < 01|21 — 31| + | Dy — D)),

Donc

(T (21, w2) — T (%1, 52)) || 515 xo < max(y, 01, 01, 01) || (21, 02) — (F1, 72)]| x1 % 0

Finalement, 'opérateur T est une contraction.Et d’aprés le théoréeme de Banach T

admet une seule point fixe qui est une solution unique du probléme (3).
O



Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté des résultats d’existence et de I'unicité des solutions
pour des systémes couplés de problémes aux limites d’ordre fractionnaire dans des
espaces de Banach appropriés. Cette étude a été basée sur les théorémes du point fixe
sous des hypotheéses suffisantes. Ce sujet reste trés riche, et plusieurs pistes peuvent
étre explorées dans des futurs travaux, notamment les généralisations aux espaces

vectoriels seminormés et les systémes infinis.
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