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* Résumé *

Le but de ce travail est la présentation des méthodes plus utilisées pour résoudre
un probléme d’optimisation comme la méthode de direction conjugué, méthode de
gradient conjugué, méthode de Newton et méthode de quasi-Newton.

Comme ces méthodes basées sur les recherches linéaires nous également pré-
senter recherche linéaire inexacte d’Armijo, de Goldestein et de Wolfe.



* Abstract *

The aim of this work is the presentation of the most used methods to solve an
optimization problem such as the conjugate direction method, conjugate gradient
method, Newton method and quasi-Newton method.

Like these methods based on linear searches we also present inexact linear
search of Armijo, Goldestein and Wolfe.
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Symbole

NOTATIONS

Signification
Ensemble des nombres réels.
n]igis
RxRx...xR.
L’ensemble des nombres réels positifs.
L’ensemble des nombres complexes.
Jacobienne.
Hessienne.
Fonction objective.
Vecteur.
Norme d’un vecteur.
Produit scalaire.
Gradient de f.
Matrice de m lignes et n colonnes.
Transposée d’'une matrice A.

L’espace des fonctions continues de R™ dans R.

Solution optimale.
Matrice inverse.
Dérivée partielle de f par apport de x.

Dérivée partielle seconde de f par apport de x.

Probléme quadratique sans contrainte.

Probléme non quadratique sans contrainte.

Fletcher Reeves.
Polak-Ribiére-Polyak.
Dai-Yuan.
Hestenes-Stiefel.



Introduction

L’optimisation est un processus visant & maximiser ou minimiser une fonc-
tion donnée, souvent appelée fonction cotit ou fonction objectif. Cela implique la
recherche des valeurs des variables qui rendent cette fonction la plus élevée (opti-
misation maximale) ou la plus basse (optimisation minimale) possible.

L’optimisation est largement utilisée dans divers domaines, tels que les sciences
économiques pour la prise de décision rationnelle, I'ingénierie pour améliorer les
performances des systémes, la finance pour maximiser les profits, et bien d’autres
encore. L’optimisation permet d’améliorer 'efficacité des processus, de réduire les
cotits et d’améliorer les résultats dans de nombreux domaines de la vie quotidienne
et industrielle. Il est un concept fondamental en mathématiques appliquées qui vise
a trouver les meilleures solutions possibles pour atteindre un objectif spécifique
dans divers domaines.

L’optimisation est I’étude des problémes (P) qui écrire sur la forme suivant :

min f(z) (P).

zeX

On dit que le probléme (P) admet une solution s'il existe le choix zo € X tel que
Vo € X7 f(l'o) S f(fL')7

alors f(zp) est un minimum de f sur X.

Pour résoudre un probléme d’optimisation il y a plusieurs méthodes. Dans ce
mémoire, on traite les méthodes plus utilisés. Ce travail est reparti en trois cha-
pitre. Dans le premier, on présente des généralités sur la différentiabilité, dérivée
directionnel, matrice hessienne, matrice définie positive, formules de Taylor, la
convexité, les conditions d’optimalité et classification des problémes d’optimisa-
tion.

Dans le deuxiéme chapitre, on introduit les recherches linéaires exactes et in-
exactes, en particulier les recherches d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe.

10
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Dans le dernier chapitre, on étudie la méthode de la direction conjuguée, et
la méthode du gradient conjuguée dans le cas quadratique et dans le cas non
quadratique puis on traite la méthode de Newton et la méthode de Quasi-Newton.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Différentiabilité

Définition 1.1.1. Soit U un ouvert de R™ et soit la fonction
f:UCR" =R

On dit que [ est différentiable en a € U s’il existe une application linéaire L
continue de R™ dans R telle que

L flath) — f() = L(B)

=0
h—0 |2l

ot h = (hy,...,hy).
Lorsque 'application L existe, elle s’appelle la différentielle de f en a, on la note
Df(a) donc

i £ (@) = fla) = Df(a)(h)

w5 ] =0

Remarque 1.1.1. Si f est différentiable en tout point de U on dit que f est
différentiable sur U.
1.2 Fonction de classe C?

Définition 1.2.1. Une fonction f d’une variable réelle définie sur un intervalle I
est dite de classe O si elle est dérivable sur cet intervalle et si ses dérivées f' est
continue sur cet intervalle.

12
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Propriétés 1.2.1.

a) Si f et g sont deux fonctions de classe C* sur un intervalle I alors les fonctions
f4g et fxgsontde classe C* sur I. Si de plus g ne s’annule pas sur I, alors
% est de classe C* sur 1.

b) Si f est une fonction de classe C* sur un intervalle I et si g est une fonction
de classe C' sur un intervalle J contenant lintervalle f(I), alors la fonction
go f est de classeC' sur lintervalle I.

Remarque 1.2.1.

La fonction f étant de classe C' sur lintervalle I, elle est dérivable donc conti-
nue sur cet intervalle. Limage d’un intervalle par une fonction continue est un
intervalle, on peut donc affirmer que f(I) est un intervalle.

1.3 Dérivées partielles

Définition 1.3.1. Soit f : U C R" — R une fonction et U un ouvert avec

a = (ay,---,a,) € U. La dérivée partielle premiére de f par rapport a sa i
variable en a notée %(a) est définie par :
0 a1, 00, ,Qi_1,0; + h,a;41, -+ ,a,) — f(ar,as, -+ ,a,
f(a):limf(l’ 2,7, A1, 0 + +1 ) — f (a1, as )’
a{Ei h—0 h

et en la note 0;f(a) ou D;f(a).

1.4 Gradient
Définition 1.4.1. On note par
of of
\V/ L .
r@= (gt 3w
Le gradient de f an point a = (ay,...,a,).
Le gradient est essentiel dans l’analyse des algorithmes d’optimisation.

Proposition 1.1. [10](Gradient de la composée)

Supposons qu’on a deux ouverts 0 C R™ et U C R et deux fonctions f : 2 — R et
g:U — R avec en plus f(2) C U (on peut alors définir go f: Q — R).
Supposons que f et g sont de classe C*. Alors g o f est aussi de classe C* avec

Vigo f)(z) =g (f(2))Vf(x), Vze
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1.5 Dérivée directionnelle

Définition 1.5.1.

Soient U un ouvert et f : U C R" — R une fonction, a = (a1, ,a,) € U
et v = (vy,-+-,v,) un vecteur de R™. La dérivée directionnelle de f suivant la
direction de v au point a, on la note D, f(a) est définie par

hoy. -« - ho) —
va(a):}lg%f(amL vy, ,an+h vn) — f(aq, 7%).

Proposition 1.2. Soient U un ouvert et f : U C R" — R une fonction. Si f
différentiable sur U. Alors

D,f(a) =V f(a)v.

1.6 Matrice hessienne

Définition 1.6.1. Soient U un ouvert de R™ et f : U C R" — R une fonction
dont toutes les dérivées partielles d’ordre deux sont définies en a. Alors la matrice

o2 f 82 02 f
@< ) 61228:101 (CL) T 890,12611 ((l)
o°f o°f o O f
Hf(a) _ 83?189.02 (a) 813‘(60 890”8%2 <a)
82 ! 82 ! . 62 !
axla];n (a) a:cga];n (@) - ﬁ(a)

est appelée matrice hessienne de [ en a.

Théoréme 1.6.1. (Schwartz) Soit U un ouvert de R* et (zo,y0) € U et f : U — R.

On suppose que %, g—i et % sont définies sur U et que aa:_a]; est continue en
(x0,Y0). Alors aa;gy (x0,Y0) existe et également l'on a
0*f 0 f

M (xo,?/o) = m (wo,yo) .

Exemple 1.1. Soit f (x1,z2,x3) = "' — x12273.

On a
el — Tox3
Vf(ll?) = —X1T3 ,
—X1T2
alors
el —xs3 —I9
H(l‘) = —X3 0 —X1

—T2 —XI1 0
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1.7 Formules de Taylor

1.7.1 Formule de Taylor avec reste intégrale

Théoréme 1.7.1. Soit U un ouvert de R™ et a,h € R"™ tel que [a,a+h] C U. Soit
f :R™ = R une fonction deux fois différentiable sur U. Alors on a

B n (9f n 1 an
fla+n) = fla)+ Zl hia—mi(a) + ]Zl hih; /0 (1—1) ST, (a 4 th)dt.

1.7.2 Formule de Taylor-Lagrange

Théoréme 1.7.2. Soit U un ouvert de R™ et a,h € R" tels que [a,a + h] C U.
Soit f : R"™ — R une fonction deux fois différentiable sur U.
La formule de Taylor -Lagrange d’ordre 2 est

fla+h) = —I—Zh 8f Z(h h; )anéfx] (a + 60h) avec 6 €]0,1].

i,7=1

1.7.3 Formule de Taylor-Young

Théoréme 1.7.3. Soit U un ouvert de R™ eta € U. Soit f : R™ — R une fonction
de classe C*(U), la formule de Taylor-Young d’ordre 2 est

fla+h)= +Zh o Zhh]a s + e(h)||R|%.

=

1.8 Convexité

1.8.1 Ensemble convexe

Définition 1.8.1. Un ensemble U C R"™ est dit conveze si
Ve,ye U, Vtel0,1] onatrx+ (1—1t)yeU.

Autrement dit U est convexe si pour tous points x,y de U, le signant [x,y] est
inclus dans U (c’est a dire, Vx,y € U on a [z,y] C U ).
Soient x1,Ta,..., 2, € R" et \; € R tels que

k
ANi>0et > N=1

Jj=1
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Alors toute expression de la forme Zj=1 Ajz; s’appelle combinaison conveze des
points x; ou barycentre.

FIGURE 1.1 — Ensemble convexe et n’est pas convexe

Définition 1.8.2. Soit S C R*, on appelle enveloppe convexe de S et on le note
H(s), l’'ensemble de toutes les combinaisons convexe de S, en d’autre termes

r € H(S) & Jry,m9, .2, €S I, Agy oo, A € R,

tels que

FIGURE 1.2 — Enveloppe convexe
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1.8.2 Fonction convexe

Définition 1.8.3.
Soient S est un ensemble convexe non vide de R" et f: S — R une fonction.
a) f est dite conveze si et seulement si

fOx+ (1= Naz) <A (21) + (1= A) f (22)

pour tout x1,x9 € S et X € [0, 1].
b) f est dite strictement convexe si et seulement si

fAzr+ (1= Naz) <Af(21) + (1= A)f (22)
pour tout x1,x9 € S avec x1 # Ty et pour X €]0,1].

c) f est dite fortement convexe ou uniformément convexe dans S si et seulement
existe une constante C' > 0 tel que

fOx+ (1= Naz) <A (21) + (1= A) f (22) — %C/\(l =\ [lz1 — x|

pour tout x1,x9 € S et pour tout X € [0, 1].

ﬂ, Xz]

A=) lesccsmmuisssissass:

A +{1=A)x,)  |cccmmmmmmmmmas

fixsg) |-----

X ;Ll'l+[1—-‘i.}-f_- X3

FIGURE 1.3 — Une fonction convexe

Proposition 1.3.

1) L’intersection d’une famille quelconque de convexes est conveze.

2) Le produit cartésien de deux ensembles convexes est conveze.

3) L’image directe d’un conveze par une application linéaire est conveze.
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1.9 Matrice définie positive

Définition 1.9.1.
Une matrice A € M, (R) est semi-définie positive si Vo € R, xT Az > 0.
Une matrice A € M, (R) est définie positive si Vo € R"\{0}, =" Az > 0.

Exemple 1.2. On appelle matrice de Hilbert la matrice (symétrique d’ordre n)
H = (h;;) telle que h; ; = iﬂ%l, H est définie positive.

1.10 Conditions d’optimalité

1.10.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Théoréme 1.10.1. [11] Soit f : R™ — R différentiable au point T € R". Si T est
un minimum local de (P) alors V f(Z) = 0.

Théoréme 1.10.2. [11] Soit f : R™ — R deuz fois différentiable au point © € R".
Si T est un minimum local de (P) alors V(Z) = 0 et la matrice hessienne de f au
point T, on note H(T), est semi définie positive.

1.10.2 Conditions suffisantes d’optimalité

Théoréme 1.10.3. [11] Soit f : R™ — R deuz fois différentiable au point © € R".
Si Vf(z) =0 et H(ZT) est définie positive alors T est un minimum local strict de
(P).

1.11 Classification des problémes d’optimisation

1.11.1 Forme générale d’un probléme d’optimisation

Etant donné un ensemble X C R"™ et une fonction f : X — R, la forme générale
d’un probléme d’optimisation est la suivante

min{f(z);x € X} (1.1)

o X C R" est appelé ensemble des solutions admissibles ou réalisables, x € R"”
appelle variable de décision, f(z) s’appelle fonction objectif.

1.11.2 Probléme d’optimisation sans contraintes

Si X = R", le probléme d’optimisation (1.1) s’appelle probléme d’optimisation
sans contraintes et aura donc la forme suivante

min{ f(z);z € R"}. (1.2)



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES 19

Probléme d’optimisation sans contraintes non linéaire

Le probléme (1.2) est un probléme d’optimisation sans contraintes non linéaire
si f n’est pas affine.

Probléme d’optimisation sans contraintes quadratique

Le probléme (1.2) est un probléme d’optimisation sans contraintes non linéaire

quadratique si
f(z) = 2T Az — bz

ol A est une matrice symétrique d’ordre n, a7 est la transposé du vecteur x.

1.11.3 Probléme d’optimisation avec contraintes

Soit U un ouvert non vide de R™ (le plus souvent & = R" ). Soit f: U — R
une application différentiable sur U, et @1, 2, ..., ¢, : U — R des applications
de classe C' sur U (i.e ¢; est différentiable et Vo, : © — V() est continue;
c’est le cas en particulier lorsque ; est 2 fois différentiable). Soit le domaine D

D={xel|yp(x)=0,Vi=1,2,...,p}.

Le probleme

min f(x)

s’appelle probléme de minimisation sous contraintes.



Chapitre 2

Recherche linéaire

2.1 Direction de descente

Définition 2.1.1. [14] Soit f : R" — R, un vecteur d non nul de R"™ est dit une
direction de descente, s’il existe un réel & > 0 tel que pour tout N\ dans l’intervalle
10,6] on a

flz+ M) < f(x).

Théoréme 2.1.1. [14] Si f est différentiable en un point © € R™ et d € R" telle
que
VIif(z)-d<0.

Alors d est une direction de descente en z.

Exemple de choix de direction de descente

Sion choisit d, = —V f(xy) et si V f(xy) # 0 on obtient la méthode du gradient.
La méthode de Newton correspond a

Bien sur —V f(z) est une direction de descente

(Vf(xr) de = =V f ()" V f () = =V f () ]|* < 0).

Pour la deuxiéme direction, si la matrice hessienne H (z}) est définie positive alors
dp = —(H(x)) 'V f(x1)

20
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est aussi une direction de descente.
Algorithme a direction de descente

Etape 0 :(initialisation)

On suppose qu’au début de l'itération k, on dispose d'un itéré x;, € R™.
Etape 1:

Test d’arrét : si ||V f(zg)]| =~ 0, arrét de I’algorithme;

Etape 2 :

Choix d’une direction de descente d;, € R™;

Etape 3 :

Recherche linéaire : déterminer un pas Ay > 0 le long de d; de maniéere a "faire
décroitre f suffisamment" ;

Etape 4 :

Si la recherche linéaire réussie xy, 1 = o) + A\pds

remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1.

2.2 Schémas générale des algorithmes d’optimisa-
tion sans contraintes

On suppose que di, soit une direction de descente au point z;. Ceci nous permet
de considérer le point zj,1 successeur de xi, de la maniére suivante

Tp+1 = Tg + Medr, Mg E]O, +5[
Vu la définition de direction de descente, on est assuré que
f(@pp1) = fop + Aedi) < f(zn).

Un bon choix de dj, et de A\ permet ainsi de construire une multitude d’algorithmes
d’optimisation.

2.3 Choix optimal du pas \;

Nous choisissons A\, de facon optimale, c’est a dire qu’en partant du point xy
et la direction d; pour f décroit le mieux possible au point

Thy1 = Tk + )\kdk
Ceci est possible si on impose & A de vérifier la condition suivante
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Notons ¢k () la fonction d’une variable réelle suivante
or(N) = flzp + Ady), A €]0, +oo]. (2.2)
(2.1) et (2.2) donnent
er(Ae) < r(A), A €]0,+oo (2.3)
ou encore )\, est solution optimale c’est & dire
or(Ar) = min{gr(A) : X €]0, +00[}. (2.4)
Trouvez Ay vérifiant (2.4) s’appelle recherche linéaire exacte. Ce travail a effectue

a chaque itération k. Donc a chaque itération k, on doit résoudre probléme d’op-
timisation dans R.

Exemple de choix du pas \;

On choisit en générale )\, de fagon optimale, c’est a dire que A\, doit vérifier

En d’autre termes on est ramené a étudier & chaque itération un probléme de
minimisation d’une variable réelle. C’est ce qu’on appelle recherche linéaire.

2.4 Recherche linéaire

L’algorithme de recherche linéaire vise & résoudre le probléme d’optimisation
sans contraintes ( P), ou 'objectif est de minimiser la fonction f(x) avec x appar-
tenant a R". L’algorithme suit le schéma

Thy1 = Tp + Apdy.
Ou A\, est la solution optimale du probléme d’optimisation suivant :
i Ady) .
g S (e Ad)
Cela revient a trouver )\ satisfaisant 'inégalité

[ (xp + Xedi) < f (2p + Adi)
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pour tout A > 0.
En d’autres termes, l'objectif est de minimiser la fonction

Il faut noter que dans les probléme d’optimisation sans contraintes on a besoin de
résoudre & chaque itération x;, un probléme d’optimisation dans R.

Dans ce chapitre nous allons décrire les différentes maniéres de déterminer un
pas A\r > 0 le long d’une direction de descente di. C’est ce que 'on appelle faire
de la recherche linéaire.

Il existe deux grandes classes de méthodes qui s’intéressent a’ ’optimisation uni-
dimensionnelle :

- Les recherches linéaires exactes.

- Les recherches linéaires inexactes.

2.4.1 Objectifs de la recherche linéaire

il s’agit de réaliser deux objectifs :

Premier objectif

Le premier objectif de la recherche linéaire est de réduire suffisamment la valeur
de la fonction f. Cela se traduit généralement par la réalisation d’une inégalité de
la forme :

[z + Mdy) < f(x) + "un terme negati f”

Le terme négatif, note 14, joue un role crucial dans la convergence de I'algorithme
utilisant cette recherche linéaire.

Si f (zx) est minorée (c’est-a-dire qu'il existe une constante C' telle que f (x) > C
pour tout k ), alors ce terme négatif tend nécessairement vers zéro : v, — 0.
C’est souvent a partir de la convergence vers zéro de cette suite que ’on parvient
a montrer que le gradient lui-méme doit tendre vers zéro.

Le terme négatif devra prendre une forme bien particuliére si on veut pouvoir en
tirer de I'information. En particulier, il ne suffit pas d’imposer

J @k + Mdi) < f (1) -
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Second objectif

Consiste d’empécher le pas A\, > 0 d’étre trop petit, trop proche de zéro.
Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car I'inégalité (xx) est en général
satisfaite par du pas Ay > 0 arbitrairement petit. Or ceci peut entrainer une "fausse
convergence", c’est-a-dire la convergence des itérés vers un point non stationnaire.
Si on prend :

la suite {x} est de Cauchy, puisque pour 1 <[ < k on a :

i=k—1

Z \id;

=1

i=k—1

|z — x| = < Z % — 0, lorsque [ — oo.
i=1

Donc {x;} converge, disons vers un point z*. En prenant [ = 1 et £k — o0
dans l'estimation ci-dessus, on voit que z* € B (z1,¢) et donc a* ne saurait étre
solution s’il n’y a pas de solution dans B (z1, ). On a donc arbitrairement forcer la
convergence de {z}} en prenant des pas trés petits. Pour simplifier les notations,
on définit : hy : Ry — R comme suit :

2.4.2 Intervalle de sécurité

Dans la plupart des algorithmes d’optimisation modernes, on ne fait jamais de
recherche linéaire exacte, car trouver \; signifie qu’il va falloir calculer un grand
nombre de fois la fonction Ay et cela peut étre dissuasif du point de vue du temps
de calcul.

En pratique, on recherche plutét une valeur A\* qui assure une décroissance
suffisante de f.

Cela conduit a la notion d’intervalle de sécurité.

Définition 2.4.1. On dit que [\;, \g] est un intervalle de sécurité s’il permet de
classer les valeurs de \ de la facon suivante :

- Si A < Ay alors X est considéré trop petit,

- Si Ag > X > Ay alors X est satisfaisant,

- St A > Ay alors est considéré trop grand.

Le probléme est de traduire de facon numérique sur hy les trois conditions précé-
dentes, ainsi que de trouver un algorithme permettant de déterminer A\, et Aq.
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Algorithme de base

Etape O : (initialisation)

Ag = Ag = 0, choisir Ay > 0, poser k =1 et aller a I’étape 1.

Etape 1 :

Si A\x convient, poser A* = Ay et on s’arréte.

Si A est trop petit on prend A\g 11 = A\, Ay = Mg et on va a I'étape 2.
Si A est trop on prend Agii1 = Ap, Ag = Ay et on va a I'étape 2.
Etape 2 :

Si )\d,k+1 = (0 déterminer /\k+1 E] )\g,k+17 —|—OO[

Si >\d,k+1 7& 0 déterminer /\k+1 E] )\9719_;,_1, /\d,k—&-l[-

Remplacer k par k£ + 1 et aller a ’étape 1 .

2.5 Recherches linéaires exactes

Les régles de recherche linéaire exactes, telles que la régle de Cauchy et la regle
de Curry, sont utilisées pour déterminer la meilleure étape dans la minimisation
d’une fonction objectif f.

La régle de Cauchy consiste & minimiser le critére le long de dj en résolvant le
probléme de minimisation

min hi(N), A >0.

Le pas optimal résultant est appelé pas de Cauchy.

D’autre part, la régle de Curry cherche le plus petit point stationnaire de hy qui
fait décroitre la fonction, déterminant le pas de Curry comme solution du probléme

Ap = inf {A > 0, h,(N) < hi(0)}.

Cette approche est parfois qualifiée de recherche linéaire exacte.

En d’autres termes, la recherche linéaire exacte vise a trouver le pas optimal
dans la direction dj en utilisant des regles spécifiques telles que la régle de Cauchy
ou la régle de Curry, ce qui conduit & la minimisation de la fonction objectif.

Remarque 2.5.1. Ces deux régles ne sont utilisées que dans des cas particuliers,
par exemple lorsque hy, est quadratique.

Le mot exact prend sa signification dans le fait que si f est quadratique la so-
lution de la recherche linéaire s’obtient de facon exacte et dans un nombre fini
d’itérations.
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Pas de Pas de B (2)
Curry Couchy / ess

-~
i
\
(=]

FIGURE 2.1

2.5.1 Les inconvénients des recherches linéaires exactes

Pour une fonction non linéaire arbitraire,

- I peut ne pas exister de pas de Cauchy ou de Curry.

- La détermination de ces pas demande en général beaucoup d’observations et ne
peut de toutes facons pas étre faite avec précision.

- L’efficacité supplémentaire éventuellement apportée & un algorithme par une re-
cherche linéaire exacte ne permet pas, en général, de compenser le temps perdu a
déterminer un tel pas.

- Les résultats de convergence autorisent d’autres types de régles (recherches li-
néaires inexactes), moins gourmandes en temps de calcul.

Au lieu de demander a Ay de minimiser la fonction hy, on préfére imposer des
conditions moins restrictives, plus faciles a vérifier, qui permettent toute fois de
contribuer a la convergence des algorithmes. En particulier, il n’y aura plus un
unique pas (ou quelques pas) vérifiant ces conditions mais tout un intervalle de
pas (ou plusieurs intervalles), ce qui rendra d’ailleurs leur recherche plus aisée.
C’est ce que l'on fait avec les régles d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe décrites
dans la prochaine section.

2.6 Recherches linéaires inexactes

IT existe plusieurs raisons pour lesquelles la méthode de recherche linéaire in-
exacte est souvent préférée dans les méthodes principales multidimensionnelles.

Sur une itération k£ de la derniére méthode nous avons l'itération courante
rr € R™ et la direction de recherche d;, € R™ qui est une direction de descente



CHAPITRE 2. RECHERCHE LINEAIRE 27

pour la fonction objectif f : R — R, on a :

VTf (.Clﬁk) -d, < 0.

Le but est de réduire "de fagon importante" la valeur de ’objectif par un pas
T — Tpi1 = T + A\pdy de xp dans la direction di. Pour cela de nombreux
mathématiciens (Armijo, Goldstein, Wolfe, Albaali, Lemaréchal, Fletcher...) ont
élaboré plusieurs régles (tests).

L’objectif de cette section consiste a présenter les principaux tests.
D’abord présentons le schéma d’une recherche linéaire inexacte. Elles reviennent a
déterminer, par tatonnement un intervalle [Ag, Ag], ot A* € [Ay, A4], dans lequel :

Algorithme :(schéma général des recherches linéaires inexactes)

Etape O : (initialisation)

Ag1 = Agq = 0, choisir A; > 0, poser k£ = 1 et aller a 'étape 1.
Etape 1 :

Si Ay est satisfaisant (suivant un certain critére) : STOP (A* = Ag).

Si g est trop petit (suivant un certain critére) : nouvel intervalle :
[Agkt1 = Aks Adkt1 = Ag) et aller & I'étape 2.

Si A est trop grand (suivant un certain critére) : nouvel intervalle :
[ Aght1 = Ags Addpr1 = Axlet aller a I'étape 2.

Etape 2 :
Si Ag g1 = 0 déterminer Ajyq €] Ay pt1, +00].

Si Agg+1 # 0 déterminer A\ji1 €] Ay g1, Aaj+1[ remplacer k par k + 1 et aller &
I’étape 1.
Il nous reste donc a décider selon quel(s) critére(s) A est trop petit ou trop grand
ou satisfaisant.
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2.7 Recherche linéaire d’Armijo

2.7.1 Principe de la méthode

Il ne suffit pas de choisir & chaque itération k, \; tel que

Pour que la suite {z;} converge vers la solution optimale ou vers un point
stationnaire. En effet si la fonction décroit trés peu en passant du pointzy vers le
point

Thy1 = Tk + )\kdk

La suite {zx} diverge ou peut converger vers un point qui n’a rien a voir avec la
solution optimale.

Pour éviter cet inconvénient, il faut imposer une condition caractérisant la notion
de descente suffisante de la fonction. Il faut choisir A\; de sorte que la fonction f
décroit de suffisante en passant du point x; au point passant du point

Thy1 = Tp + Apdy.

L’idée est que la diminution jugée suffisante soit proportionnelle si la taille du
pas \. Ainsi plus le pas sera grand, plus la diminution de la fonction f sera grande.
Donc si v > 0, on désire que

flar) = flog + Medi) > Ay
Oou encore

Le facteur v ne peut pas étre choisi de fagon arbitraire. Surtout il doit varier d’une
itération a l’autre.

Il est plus approprié de définir v en fonction de la pente de la fonction au point
x) dans la direction dj. En 'occurence, nous choisirons

Y= —5Vf(1’k)Tdk
0<p<l1.

Définition 2.7.1. Diminution suffisante(Condition d’Armijo)

Soient f : R" — R une fonction différentiable, un point x,, € R"™ et une direc-
tion (de descente) dy, € R™ telle que
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Vf(xk)Tdk < 0.

On dit que le pas N\, > 0 vérifie la condition d’Armijo, si on a

f(l’k + )\kdk) < f(:L‘k) + )\k51Vf<Ik)Tdk, 0< ﬁl < 1. (26)
Test d’Armijo, Si
Pr(A) < pr(0) + pgi, (0)A (2.7)

autrement dit,

flap + Adp) < fag) + pAVT f(ar)dy,

alors \ convient. St

er(A) > 1(0) + phy(0)A (2.8)

autrement dit
fzp + Adi) > flap) + pAVT f(ay)dy,

alors \ est trop grand.

2.7.2 Algorithme d’Armijo

Etape 0 : (initialisation)

Ag1 = Ag1 = 0 choisir Ay >0, p €]0,1] poser k =1 et aller a I’étape 1.
Etape 1 :

Si (M) < @r(0) + ph(0) A : STOP (X" = \,).

Si ‘Pk()\k) > gok( ) + ngk( )>\k alors \g K+l = = A\, )\g7k+1 = M\

et aller a I’étape 2.

Etape 2 :

Si Agg+1 = 0 déterminer ay1 €A ft1, +00[.

Si Agg+1 # 0 déterminer Aji1 €Ay k41, Adp+1] remplacer k par k + 1 et aller a
I’étape 1.

2.8 Recherche linéaire de Goldstein

2.8.1 Principe de la méthode

Supposons que l'itération k, on ait le point x; € R", le vecteur de descente
dy € Rn(Vf(ﬁk)Tdk < 0)
On cherche le pas A\ > 0 de Goldstein vérifiant les deux conditions suivantes
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f(e + Medi) < f(xg) + oMV () di,  p €]0, %[ (Goldstein 1)

et fxp+ Medi) > flan) + (1= p) eV f(xn) dp, p €0, %[ (Goldstein 2).

Si on note
pe(A) = flz + Ady)
alors (Goldstein 1) et (Goldstein 2) deviennent

©r(Ar) < @i(0) + pArpy(0)

et
k(Ar) = 9r(0) + (1 — p) A (0)

(Goldstein 1) assure une décroissance suffisante de f, les pas Ay trop petits sont
nocifs pour la convergence.

La suite {z}} pourrait converger prématurément vers un point x qui n’a rien
a voir avec le probléme d’optimisation.

2.8.2 Algorithme de Goldstein

Etape 1 : (Initialisation)
Choisir Ay € [0,10'%] et p €]0, 1[. Poser ag = 0,by = 10'%°. Poser k = 0
et aller & Etape2.

Etape 2 : (T est Goldstein 1)

Iteration k on a [ag, bx] et A, calculez v (M) Si pr(Ae) < wr(0) + pAre)(0)
allez a Etape3. Sinon

Poser by 1 = Mg, ar1 = ag, et allez & Etape 4.

Etape 3 : (T est Goldstein 2)
Si pr(ar) > ©x(0) + (1 — p)agy)(0) stop. \* = A. Sinon poser
Qg1 = g, b1 = by et allez & Etape 4.

Etape 4 :
Poser A\ 1 = % Poser k = k + 1 et allez a Etape 2.
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2.9 Recherche linéaire de Wolfe

2.9.1 Algorithme de Wolfe

Etape O : (initialisation)

Ag1 = Agq = 0 choisir \; > 0,p € [0,1],0 €]p, 1| pose k = 1 et aller & Etape 1.
Etape 1 :

St (M) < @r(0) + ppi(0) Ak et i (A) > ¢ (0) 1 STOP(A" = Ay).

St pr(Ak) > ¢r(0) + ppl(0) Ak, alors Agrir1 = Ak, Agrt1 = Ag aller a Etape 2.
Si ) (A) < op(0) alors Agri1 = AdxAgrr1 = A et aller a Etape 2.

Etape 2 :

Si )\d,k+1 = (0 déterminer /\k+1 E])\g,k+1, —|—OO[. S )\d’k+1 75 0

déterminer /\k+1 S ])\9719_;,_1, /\d,k—&-l[-

2.9.2 Recherche linéaire de Wolfe forte

Dans certains algorithmes d’ optimisation, comme la méthode du gradient
conjugué non linéaire, il peut étre nécessaire d’utiliser une condition plus restrictive
que la deuxiéme condition (2.8) est remplacée par

IV f (@ + Medi)| < 0| VT f(an)di| = =V f () d,

on aura donc les conditions de Wolfe forte

]Vf(xk + )\kdk)Tdk| < —O'va(.Z'k)dk (2.10)
autrement dit
1
V(M) < 0r(0) + pAepl(0), 0<p< 5 (Wolfe forte 1) (2.11)
l0e(Me)| < —0¢i(0), 0<o<1,0>p (Wolfe forte 2) (2.12)

2.9.3 Recherche linéaire de Wolfe faible

Etant donnée deux nombres réels p et o tel que 0 < p < o < 1, \;, est acceptable
par la recherche linéaire inexacte de Wolfe, si \; vérifie les conditions suivantes

f(@r + Medy) < f(xr) + pAe VT f(2n)dy, telque 0 < p < % (Wolfe 1) (2.13)
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VT f(zp + Medp)dy, > oV f(x1)dy, telque 0 < 0 < 1, 0 > p (Wolfe 2) (2.14)

autrement dit

1
Pr(M) < @r(0) + pArp(0), 0 < p < 3 (2.15)

(M) > 0p(0), 0<o <1, 0>p (2.16)



Chapitre

Certaines méthodes d’optimisation

3.1 Meéthode a directions conjuguées

Définition 3.1.1. Soit @) une matrice symétrique n X n, définie positive. On dit
que deux vecteurs x ety de R™ sont (Qconjugués s’ils vérifient

2" Qy =0

Théoréme 3.1.1. [11] Soit QQ une matrice (n,n) symétrique et définie positive. Si
les directions yo, y1, ..., yr avec k < n — 1, sont non nulles et () conjuguées, alors
elles sont linéairement indépendantes.

Remarque 3.1.1. [l n’existe pas de caractere unique pour les vecteurs yo, Y1, Yo
CONJUGUES.

Algorithme des directions conjuguées
Soit () est une matrice (n,n) symétrique et définie positive et b € R"™. Considérons
le probléme de minimisation quadratique sans contraintes (PQSC) suivant :

min {%mTQx - bTx} (PQSC).

rER™
Algorithme
a)Initialisation
On se donne g € R"™ quelconque et [dg, dy, . .. .d,_1]@ conjuguées. Poser k = 0

et allez etape principale.
b) Etape principale
Pour k£ > 0. Calculer
g = Vf (1) = Qup — .

33
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Si gr = 0. Stop. Sinon calculer

_ gi dy,
di Qdy

. —

et
Tht1 = Tk + akdk.
Poser k = k + 1 et allez a b) Etape principale.

Théoréme 3.1.2. [11] Partant d’un point initial xo € R™ quelconque, l'algorithme
des directions conjuguées précédent converge vers la solution optimale unique T du
probléeme (PQSC) dans n itérations, c’est a dire qu’on a

T, =7 et Qu, = QT =D. (3.1)
Preuve 3.1. Considérons le vecteur T —xo € R™ D’autre part {dy, ... ... d,_1} est
un systéeme libre et contient n vecteurs. Donc {do, ... ... dn,—1} est une base de R™

Par conséquent il existe By, Bn—1 scalaires réels tels que :
T—xo=Podo+...... + Bn_1dp_1. (3.2)
Multiplions les 2 membres de(3.2) par dFQ, 0 <k <n —1, on obtient
i Q(T — x0) = Brdy Qd. (3.3)

Donc R
de(fL’ — )
Pr=——p77""
dy Qd
Montrons maintenant que le numérateur de (5.4) est égal o —dLgy. En effet,
d’apres l'algorithme des directions conjuguées

(3.4)

Tp = Tp—1 + Qp_1dp_1
= Tp_o+ ap_odp_o + op_1dk_q

par conséquent
T — Xo IOéodo—i-...—i-Oék,ldk,l, k= 1,2 ..... n—1 (35)
écrivons maintenant : T — xg sous la forme

T—1x9= (T — ) + (xx — x0). (3.6)



CHAPITRE 3. CERTAINES METHODES D’OPTIMISATION 35

Multiplions (3.6) par d-Q, on obtient

4y Q(T — w0) = d, QT — xy,) (3.7)
car
QT — 19) = apdf Qdo + ... + ag_1d} Qi = 0. (3.8)

Calculons maintenant dF Q(Z — ). On a
4y Q (T — x1) = di [QT — Quy] = di [0 — Quy) = —dj, (Quy, — b) = —dy g (3.9)
(3.9) et (3.4 )impliquent donc

dygr

= _ = . 3.10
Q™ (310
En conclusion on a
/LL’\ — Ty = ﬁodo + o + 6n—1dn—1
et
Ty — o = Oé()d() + o + an—ldn—l
Or
ap = ﬁk k= 0, ......... 1
Donc
T —Xog=Tp — X
Ce qui implique
T =z,
O

Remarque 3.1.2. St on démarre du point x1, alors la solution optimale est at-
teinte au point x,.1, c’est a dire qu’on aura

= Tp+1-

Théoréme 3.1.3. [11] Soit Q une matrice (n,n)symétrique et définie positive et
beR" et f(z) = 127Qx — bTz. Considérons la suite {Zr}yor o, de la maniére

sutwante. On démarre par x1 € R". A litération k, le successeur xpyq de xy est
donné par la relation suivante :

Tpt1 = Tp + Qpdy
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ot dy, € R™ est une direction de recherche et oy, € Rt est le pas de recherche obtenu
par une recherche linéaire exacte, oy vérifie

f(zg + apdy) = ro{1>il(f)1f (xp + ady) . (3.11)
Notons
k1 = Vf (k1) = Qrgyq — b. (3.12)
Alors
Gr+1 = G + Qdy, (3.13)
et
goadn =0, k=01, n—1. (3.14)

Preuve 3.2. en effet. On a

Q (Tpy1 — 1) = (QTpy1 — b) — (Qxp — b) = Gry1 — Gi- (3.15)

D’un autre coté, on a

L+1 = Tk + Oékdk. (316)
Donc

(Trp1 — k) = ady, (3.17)
(3.17) et (3.15) impliquent

Gr+1 — Gk = i Qdy,. (3.18)

D’autre part et comme on l'a vu dans la preuve du théoréeme 2, considérons la
fonction suivante

00,40 [ R:a— p(a) = f(zp + ady) (3.19)
et le probleme d’optimisation suivant
¢ (ag) = min{p(a) : a €]0, +o0[}. (3.20)

Q) est définie positive.

Alors f(z) = 227Qx — bTx est strictement convere sur R™.

Par conséqueth pa = f(xp + ady) est strictement conveze sur )0, +00 [ qui est un
ouvert convexe. Donc ay, solution optimale de(3.20) si et seulement si ay vérifie
¢ (ag) = 0.
Or

¢'(a) = Vf (2 + adi)" dy. (3.21)

Donc
QOI (Oék) = Vf (xk + Oékdk)T dk = Vf (karl)T dk = ng+1dk- (322)
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Par conséquent
¢ () = 0 <= giy1di = 0. (3.23)

O

Une des propriétés fondamentales de la méthode des direction conjuguées est
théoréeme suivant :

Théoréme 3.1.4. [11] Dans la méthode des direction conjuguées, on a
Giadi =0, k=0,1....... n—1, i=0,...... k. (3.24)

Preuve 3.3. Remarquons d’abord que pour k fizé, la relation (3.24) contient les
k + 1 égalités suivantes

91?+1d0 =0
Gty =0 (3.25)
gl{+1dk =0
(k=0 (1 relation ) : gidy = 0
k=1 (2 relations ) : godyg =0, ¢gody =0
k = 2(3 relations ) : gsdo =0, gsdy =0, g3dy =0 (3.26)

k =mn— 1(n relations ) : godo =0, ¢godi =0,..., gpdpn1=0

\

La preuve se fait par récurrence. Pour k = 0, la relation (3.24) est vraie. En effet,
d’apres le théoréme 3 et en prenant k = 0 dans la relation(3.14), on obtient

G1do = 0. (3.27)

Supposons que la relation (3.24) soit vraie o Uordre k — 1, c’est 4 dire que nous
avons

gidi=0 i=0,1,...... k—1. (3.28)

Montrons que la relation (3.24) reste vraie a lordre k, c’est a dire, montrons que ;
Giadi =0, i=0,1,... .k (3.29)
En effet. On a en utilisant la relation (3.13)

gidi = (gr + axQdy)" d; = g d; + a4 dfQd;, i =0,... k. (3.30)
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a) 0<i<k-1

La relation (3.28) implique que

gid; = 0. (3.31)
D’autre part, et d’aprés la () conjugaison des vecteurs do,dy,...,d,_1, on a
diQd; =0 (3.32)

(8.31) et (3.32) impliquent (3.830) pour 0 < i < k -1.
b) i=k
Reste a prouver la relation (3.24) pour i =k, c¢’est a dire montrons que
Gl dy = 0. (3.33)

Cette relation a été prouvée dans le théoréme 3 (voir relation (3.14)). En conclusion
la relation (3.24) a été démontrée pour tout k < n—1. O

3.2 Meéthode du gradient conjugué

Les méthodes du gradient conjugué sont utilisées pour résoudre les problémes
d’optimisation non linéaires sans contraintes spécialement les problémes de grandes
tailles. On 'utilise aussi pour résoudre les grands systémes linéaires.

Elles reposent sur le concept des directions conjuguées parce que les gradients
successifs sont orthogonaux entre eux et aux directions précédentes.

L’idée initiale était de trouver une suite de directions de descente permettant
de résoudre le probléme suivant :

(P) min{f(z):x € R"},

ou f est réguliére (contintiment différentiable).

3.2.1 Algorithme du gradient conjugué

Supposons () est une matrice symétrique définie positive de taille n et b € R".
Considérons le probléme de minimisation quadratique sans contraintes (PQSC)
suivant :

min {%xTQx — bTx} ,  (PQSC).

rER?
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Algorithme

Initialisation
On choisit xg € R™ arbitraire et dy, dy, - - - d,_1Q conjugués. On pose k = 0 et
on passe a Etape principale.

Etape principale
Pour k£ > 0. Calculez

gr = Vf (1) = Qup —b.
Si g, = 0, stop. Sinon calcule

_ g;{dk
di Qdy’

ap —

et
Thy1 = Tk + akdk.
Poser k = k + 1 et allez a Etape principale.

Théoréme 3.2.1. [11] I est énoncé que en partant d’un point initial xo dans
R™ quelconque, l'algorithme des directions conjuguées converge vers la solution
optimale unique T du probléme (PQSC) en n itérations, ou

T, =2 et Qr,=QT =bh.
Théoréme 3.2.2. [11] Supposons que Q) est une matrice symétrique et définie
positive de taille (n,n), et b est un vecteur dans R™, avec f(x) = %:pTQm — bz,
Considérons la suite {x},_, ,  définie comme suit : a Uitération k, le successeur
Try1 de xy est donné par la relation suivante :
Tri1 = Tp + Qpdy,

ot dy, € R™ est une direction de recherche et o, € Rt est le pas de recherche obtenu
par une recherche linéaire exacte, oy vérifie

f (xk + Oékdk) = Ian>1{)1f (l’k + Oédk) .

Notons
Git1 = V[ (@p1) = Qrpsr — b.
Alors
Gk+1 = gk + axQdy,
et

gk+1dk:0; kZ:O,l,...,TL—l.
Théoréme 3.2.3. [11] Dans la méthode des direction conjuguées, on a

Gdi =0, k=0,1......... n—1, i=0,...... k.
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3.2.2 Meéthode du gradient conjugué dans le cas quadra-
tique

La méthode du gradient conjugué est obtenue en appliquant la procédure de
Gram-Schmidt aux gradients Vq (zg), ..., Vg (z,_1), c’est-a-dire en posant
§o=—Vq(xo), ..., &1 =—Vq(Tn1).

En outre, nous avons que
Vq(z) = Az +b
et Viq(z) = A.

Notons que la méthode se termine si V¢ (z) = 0. La particularité intéressante
de la méthode du gradient conjugué est que le membre de droite de I’équation don-
nant la valeur de dj; dans la procédure de Gram-Schmidt peut étre grandement
simplifié.

Notons que la méthode du gradient conjugué est inspirée de celle du gradient
(plus forte pente)

Algorithme de la méthode du gradient conjugué dans le cas quadratique

On suppose ici que la fonction & minimiser est quadratique sous la forme
1
q(x) = ixTAx + bz +c
Si l'on note g = V f (z1), 'algorithme prend la forme suivante, Cet algorithme
consiste a générer une suite d’itérés {xy} sous la forme

Thy1 = Tp + Apdy

Algorithme
Etape 0 : (initialisation)
Soit xg le point de départ, go = Vq (z9) = Axo+b, poser dy = —go. Poser k =0
et aller a I'étape 1 .
Etape 1 :
si gp = 0:STOP (2" = x;)."T est d’arrét" si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :
Définir xp 1 = xp + A\pdy avec

)\ — *d}fgk
k= T Ady

A1 = —Gkt1 + Brr1di.

6 _ gg+1Adk
k+1 — d{Adk .

Poser k = k + 1 et aller a I'étape 1.
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Propriétés du gradient conjugué quadratique

Une autre formulation de la propriété fondamentale des gradients conjugués
. . . n—1 : 2z
dans le cas quadratique est que les directions {dj},_, sont Q-conjuguées.
Ces directions obéissent a la relation suivante, comme illustré dans I’algorithme :

dit1 = —Gr1 + Brdy

avec T
/8 — gk-l—l Qdk
YT dIQdy

I’algorithme du gradient conjugué, version quadratique converge vers la solu-
tion optimale en n itérations.

Théoréme 3.2.4. [11]

g =V f(zr) = Qup — b

ou xrp, k=0,...,n—1 sont obtenus par l’algorithme du gradient conjugue quadra-
tiqgue. Alors on a

919;,=0, k=0,1,...n—1, j=0,1,...... k.
Preuve 3.4. D’apres les théorémes présidents on a

Giad; =0, k=0,1...... n—1,7=0,...... k,
et
Gk+1 =gk + axQdy, k=0,...,n—1
Fizons k : 0 < k < n—1 et considérons 0 < j < k. D’apres [’algorithme du
gradient conjugué, on a
dj = —g; + Bj—1d;j—1,0 < 5 <k

mmplique

0= gis1 (=5 + Bj1dj1) = —Giy195 + Bi19p1dj-1.
Or

ngﬂdj—l =0.

Par conséquent
gg+1gjzoa 0<k<n—-1, 0<j<k.
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3.2.3 Meéthode du gradient conjugué dans le cas non qua-
dratique

Soit f : R™ — R une fonction non quadratique et (PNQSC) le probléme de
minimisation non quadratique sans contraintes suivant :

min{f(z) : z € R"}.

Pour élaborer 'algorithme du gradient conjugué dans le cas non quadratique,
nous pouvons nous inspirer de ’algorithme du gradient conjugué quadratique établi
précédemment. Cependant, contrairement au cas quadratique, nous n’avons pas de
matrice (), ce qui signifie que nous n’avons pas de directions conjuguées Q.

Malgré cela, 'algorithme du gradient conjugué dans le cas non quadratique
génére une suite {zy}, .y de la manicre suivante :

Tpt1 = Tk + apdy,

ou x, est la k-éme itération, «y, est la taille du pas et dj, est la direction de recherche.
L’algorithme démarre a partir d'un point zy arbitraire.

3.2.4 Différentes formes du gradient conjugué

Une autre formulation de la méthode du gradient conjugué est la suivante :
Soit f : R®™ — R une fonction non quadratique. Nous cherchons a résoudre le
probléme d’optimisation non quadratique sans contraintes (PNQSC) suivant :

min {f(z):z € R"}.

La méthode du gradient conjugué génére une suite {zj},.y de la manicre
suivante :
Tp1 = T + Qpd,

ol oy, € R est déterminé par une recherche linéaire unidimensionnelle (comme la
méthode d’Armijo, Goldstein ou Wolfe), et les directions dj, sont calculées récur-
sivement selon les formules suivantes :

g — —go sik=0
T —gkt Beadiy sk > 1,

ou gy = Vf(xg) est le gradient de f au point zy, et S, € R est un coefficient
déterminé par la méthode spécifique utilisée.
En utilisant les notations suivantes :

Yk—1 = 9k — Gk—1, Sk = Tk+1 — Tk,
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nous pouvons obtenir différentes variantes de la méthode du gradient conjugué
en choisissant différentes valeurs pour ;. Les différentes valeurs attribuées a [
définissent les différentes formes du gradient conjugué. Si on note

Yk—1 = Gk — Gk—1, Sk = Tkt1 — Tk

on obtient les variantes suivantes
- Gradient conjugué variante Fletcher Reeves(FR)

2

FR _ “ng

k - P
| gr—1]]

- Gradient conjugué variante Polak-Ribiére(PR)

PRP __ gz? (96 — gr—1)
kT T 2
1gx—1ll

- Gradient conjugué variante Hestenes-Stiefel(HS)

s _ 9k (96 — gr-1)
; dgfl (9k — Gr—1)

- Gradient conjugué variante Conjugate Descent Method(CD)

2
A
g di;lgk—l'
ot ||.|| est la norme Euclidienne. Récemment Dai et Yuan ont aussi introduit la
forme suivante
DY _ ||9k||2

b dffl (gk - gk—l).

Algorithme
Etape 1 :
Choisir xy € R". Quelconque et € > 0.
Etape 2
Poser k = 0. Calculez gy = V f (). Posez dy = —gp.
Etape 3 :
Calculez o en utilisant une recherche linéaire exacte ou inexacte d’Armijo
ou de Goldstein ou de Wolfe ou de Wolfe Forte. Calculez xy 1 = z + ayd.
Etape 4 :
Si [|[Vf (zrs1)]] < e1. Stop, * = x441. Sinon allez & Etape 5.
Etape 5 :



CHAPITRE 3. CERTAINES METHODES D’OPTIMISATION 44

Calculez gyy1 = Vf (2x11). Calculez 5y par 'une des maniéres suivantes

HS R PRP cD DY
B = B ou By, = B ou By = B ou B, = B ou B = LY.

Calculez di1 = —gr11 + Brds.
Posez k =k + 1 et allez a Etape 3.

3.2.5 Les avantages de la méthode du gradient conjugué.

1- La consommation mémoire de 1’algorithme est minime : on doit stocker les
quatre vecteurs Ty, gg, dx, Ady ( bien sur zy,1 prend la place de xp au niveau de
son calcul avec des remarques analogues pour gii1,dgy1, Adgy1 ) et les scalaires
s By

2 - L’algorithme du gradient conjugué linéaire est surtout utile pour résoudre
des grands systémes creux, en effet il suffit de savoir appliquer la matrice A a un
vecteur.

3 - La convergence peut étre assez rapide : si A admet seulement r(r < n)
valeurs propres distincts la convergence a lieu en au plus r itération.

3.2.6 Convergence de méthode du gradient conjugué

les méthodes FR, DY et CD et plusieurs des méthodes ont en commun le terme
lges1]]” comme numérateur. Une différence fondamentale qui les caractérise par
rapport aux autres méthodes du gradient conjugué, ou 3, est calculé différemment,
est que les théorémes de convergence globale nécessitent seulement la condition de
Lipschitz pour la convergence générale et n’ont pas besoin de la condition de bor-
nétude.

Synthése des résultats de convergence des méthodes du gradient
conjugué

Avant tout rappelons que les différentes variantes du gradient conjugué algo-
rithme générent me suite {xy }reny dans R™ définie par 2y € R™ quel. Conque et les
itérations

L1 :$k+>\kdk, ]{320,1,2,(GC1)

avec Ay est le résultat d’une recherche linéaire exacte ou inexacte du type Armijo
ou Goldstein ou Wolfe ou Wolfe forte. Les directions d, sont calculées itérativement

par la formule
=9 st k=20
i = { —gk + Br—1dp—1, k=1 } (GC2)
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avec
gk = Vf(xk),

et Br = BHEY ou By, = BFE ou B, = BEEP on B, = BEP (GC3)

On ufBy, = BE° ou By, = BPY ou By, = BHZ ou By, = EML

Supposition 3.2.1. Soit f: R* - R

(i) L’ensemble L = {x € R™; f(z) < f(x1)} est borné; ot xy € R™ est le point
mnitial.

(ii) Sur un voisinage N de L. La fonction objectif f est continument différentiable
et son gradient est lipschitzien (i.e) AL > 0 tel que

lg(z) — g(z)|| < L||z — z||,Vx,Z € N.

Théoréme de Zoutendijk :[11] Considérons une méthode itérative quel conque
générant une suite {z;} de la forme xp 1 = xp + agdy,

d; étant une direction de descente et «; est une recherche linéaire inexacte de
Wolfe. Supposons aussi que f vérifie la supposition. Alors on a

= (gLdy)?
< 00
Z | ||?

k=0

3.2.7 Résultats de convergence du gradient conjugué, ver-
sion Fletcher- Reves

L’algorithme de la méthode de Fletcher Reeves :

Etape 0 : (initialisation)

Soit zg le point de départ, go = V f(xg), poser dy = —go.

Poser k = 0 et aller a Etape 1.

Etape 1 :

Sigr=0:STOP (z* = x;)."T est d’arrét". Sinon aller & Etape 2.
Etape 2 :

Définir a1 = zp + A\pdy avec :

dpy1 = —Gr1 + 55ﬁdk

ou )
FR _ ”9k+1H
M g2
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Convergence de la méthode de Fletcher- Reves

Le premier résultat de convergence de la méthode du gradient conjugué non
linéaire (version Flecher Reeves) avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte
suivante :

f(@nr + Apdy) < f(xn) + wididygrg (3.34)
For| < —wadf g ‘
ol (wy < 1) a été démontré par Al-Baali[8]
-Touati Ahmed et Story [4] ont généralisé ce résultat pour

0< B < B (3.35)
- Gilbert et Nocedal[7] ont généralisé ce résultat pour

1Bk| < B (3.36)

- Récemment, Dai et Yuan[16] a montré que la méthode (FR)es globalement
convergente avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe relaxée.

On donne les principaux résultats de convergence de la méthode du gradient
conjugué non linéaire avec la recherche linéaire inexacte Wolfe forte| Gilbertet et
Nocedal|, aussi avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe [Dai et Yuan].

3.2.8 Reésultats de convergence du gradient conjugué, ver-
sion Polyak Ribiére et Polyak

La variante dite de Polak-Ribiére et Polyac (PRP) consiste a définir . Cette
méthode fat découverte par Polak, Ribiére[5] et Polyak[2] L’algorithme de la mé-
thode de (PRP) est le suivant :

Algorithme de la méthode de Polak-Ribiére-Polyak

Etape O : (initialisation)

Soit zg le point de depart, go = V f(zq) poser dy = —go.

Poser k = 0 et aller a Etape 1.

Etape 1 :

Sigr =0:STOP (z* = xy) ."Test d’arrét". Sinon aller & Etape 2.
Etape 2 :

Définir 1 = z + A > Ordy avec :

dpy1 = —Grp1 + ﬁfﬁpdk
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BPRP _ gg+1[9k+1 — 9k ~ Gk+1Yk
= =
! AR AR

Poser k = k + 1 et aller & Etape 1.

Convergence de la méthode de PRP

Pour étudier la convergence de cette méthode on a deux cas : Cas ou f est
fortement convexe Polak et Ribiére ([5,1969]) ont démontré la convergence de la
méthode (PRP) a travers le proposition suivant :

Proposition 3.1. [13] Si f est fortement convexe de classe C' avec un gradient
lipschitzien, alors la méthode de Polak Ribiére et Polyac avec la recherche linéaire
exacte géneére une suite {xy} convengeant vers l'unique point z, réalisant le mini-
mum de f.

3.2.9 Reésultats de convergence du gradient conjugué ver-
sion Dai- Yuan

Récemment Dai et yuan ([15,1998]) ont introduit une formule pour S sous la
forme suivante : L
DY Ik
=0 3.37
k dg_lykf]_ ( )
ou
Ye—1 = Gk — Gk—1-

Cette méthode posséde plusieurs propriétés, par exemple elle posséde la propriété
de descente a chaque itération et elle converge si le pas est déterminé par la régle
de (Wolfe faible, Armijo et Goldstein) lorsque f est strictement convexe.

Algorithme de la Méthode de Dai-Yuan

EtapeO : (initialisation)

Soit xq le point de départ, go = V f (), poser dy = —go.

Poser k = 0 et aller a I’étape 1.

Etape 1 :

Si gr =0: STOP (2* = xy). "Test d’arrét". Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :

Définir xy 1 = z + Apdi avec A, vérifie les conditions

det1 = — i1 + B di
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ou ) )
DY _ Hgk+1H o H9k+1H

U gk —ge) e

Poser k = k + 1 et aller & Etape 1.

Convergence de la méthode de Dai-Yuan

Les résultats assurent la convergence de cette méthode pour une fonction stric-
tement convexe avec une recherche linéaire inexacte d’” Armijo et Goldstein.

3.3 Méthode de Newton

Soit f : R™ — R. On supposera que f € C*(R").
Soit maintenant (P) le probléme d’optimisation sans contraintes
Minimiser{f(z) : x € R"}.

La méthode de Newton[3] est attribuée au mathématicien, physicien et astro-
nome anglais Isaac Newton (1642 — 1727).
Le principe de la méthode de Newton consiste a minimiser successivement les ap-
proximations du second-ordre d’une fonction f, plus précisément si

Fla) = o) + V) — o) + 3 (& — 2 H) (e — ) = a(e), Vo € Vi)

H(xy) étant la matrice hessienne de f au point xy, alors une condition nécessaire
de minimum pour q est que Vg(z) = 0, ou

Supposons que H est inversible, alors le successeur x;1 de x; est donné par
LTet1 = T — H_I(Ik)Vf(l’k) (339)

Cette équation donne la forme générale des points générés par l'algorithme de New-
ton. Supposons que V f(Z) = 0 et que H(z) est définie positive (Z un minimum
local), alors H(xy) reste définie positive en tout point voisin de z. Ceci assure que
le seccesseur x;, de xj, est bien défini.
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3.3.1 Algorithme de Newton

Etape initiale

Soit € un paramétre qui détermine le critére d’arrét. Choisir un point initial.
Poser k =1 et aller a I’étape principale.

Etape principale

Si ||V f(x1)]| < &, stop; sinon, poser zpy1 = xp — H ' (x,)V f(21), remplacer k
par k + 1 et répéter I'étape principale.

3.3.2 Etude de la convergence

En général la méthode de Newton ne converge pas a cause de la possibilité que
H(xy,) soit singuliére et donc que le point x4 ne soit pas bien défini. Et méme si
H~Y(zy) existe, la décroissance de f(x) n’est pas toujours assurée. Cependent ces
problémes peuvent étre évites si le point initial est assez voisin du point z, tel que
Vf(z) =0 et H!(z) existe. Dans ce cas la méthode de Newton est bien définie
et elle converge vers le point Z. C’est ce que nous prouverons dans ce théoréme.

Théoréme 3.3.1. [3] Soit f : R" — R trois fois continument différentiable. Consi-
dérons ’algorithme de Newton défini par l’application

Alx) =2 — H ' (2)Vf(x)

Soit T tel que V f(T) = 0 et supposons que H(Z)™' existe. Soit xy un point initial

assez proche de T de sorte que cette prorimité implique 'existence de ki, ko > 0,
avec kikallxy — Z|| < 1 et vérifiant les deuz propriétés suivantes

L H @) < k.

2.|Vf(x) = Vf(x)— H(z)(x — 7)|| < kol|lx1 — x2||?. Pour touz z satisfaisant

[ — 7| < lJzy — 2|

Alors, algorithme converge de fagon super linéaire vers T avec une vitesse de
convergence quadratique.

3.3.3 Avantages et inconvénients de la méthode de Newton

Avantages

Comme nous 'avons vu au théoréme précédent, la méthode de Newton bénéfice
d’une convergence quadratique, et c¢’est son principal avantage.

Inconvénients

1. Cette méthode fonctionne trés bien pour les probléme de petite dimension, lors-
qu’on peut calculer facilement la matrice hessienne et son inverse. Cette procédure
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nécessite des itérations plus nombreuses et couteuse dans les problémes de grand
taille.

2. Comme
T = xp — H )V f (),

on voit que le successeur z;,1 de ) n’est pas toujours bien défini.

3. Méme si H'(z) est inversible, la direction dy = —H () V f(x;) n'est pas
toujours une directions de descente.(Si h(xy) est définie positive, alors dj, est une
direction de descente ).

Exemple 3.1.

f(x) =100(xe —2%) + (1 —21)* +90(xy — 23) + (1 —23) + 101 [(z2 — 1)* + (24 — 1)?]
+198(zy — 1) (x4 — 1)

cette fonction est la fonction de Wood, elle admet le point (1,1,1,1) comme un
minimum el le point (—1,1,—1,1) comme un point selle.

Nous allons appliquer la méthode de Newton pour minimiser cette fonction en pre-
nant xg = (—3,—1,-3,—1) et e = 107* que la méthode de Newton & converge vers
le point (—1,1,—1,1) qui est le point selle de cette fonction.

Le nombre d’itérations est s = 15

la solution est

x = (—9.67974IFE — 019.471393F — 01, —9.695163F — 01,9.512478F — 0)
la valeur de f(x) est 7.876967.
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tableau
itération f(x) IV f(x)]
1 1291.438 | 16597.13
2 295.9513 | 1679.952
3 67.68565 | 1005.095
4 17.33662 | 285.0620
5 8.689081 | 106.9116
]
7
8
9

7.892798 | 26.45835
7.876516 | 3.768905
7.877190 | 0.150358
7.876882 | 0.650068
10 7.876977 | 0.198463
11 7.876966 | 0.186190
12 7.876967 | 0.015349
13 7.876967 | 0.007221
14 7.876967 | 0.000112

3.4 Meéthode de Quasi-Newton

Ce section est consacré aux méthodes dites Quasi-Newton pour la résolution des
problémes d’optimisation non linéaires sans contraintes. Parmi ces méthodes, on
s’étalera particulierement sur les trois plus importantes, la méthode de correction
de rang un, la méthode DFP (Davidon. Fletcher, Powell) et la méthode BFGS
(Broyden Fletcher, Goldfarb, Shano).

3.4.1 Principe de la méthode

Ces méthodes s’inspirent de I'algorithme de Newton, mais sans calculer la ma-
trice hessienne de f, ni son inverse. L’itération de la méthode de Newton étant
définie par

Ty = xp — H ™ (2)V f (),

I'idée est de remplacer cette itération par
Tpr1 = Tp — NSV f(zr),
ou A\, est un paramétre fourni par une recherche linéaire le long de la direction
dr, = =SV f(xg),

S}, est une approximation symétrique, définie positive, de H~'(x},). Bien sur, plus
Sy, sera proche de H~!(x}) plus lalgorithme convergera rapidement. L’objectif est
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donc de trouver une bonne suite de matrices Sy faciles a construire, c¢’est a dire
utilisant des informations seulement sur le gradient et qui converge vite vers des
approximations de plus en plus précises, de I'inverse du hessien de f.

Pour réaliser cela, prenons f € C?(R") et faisons un développement de V f(z) au
voisinage de x

V() =V fxp) + H(ze) (@ — z) + o (|2 — 2 ),

Vf(x) = Vf(xg)+ H(xp)(x —xg), x€V(rg),

H (@) [V () = V()] = (x — ap).

Les approximations sont exactes si f est quadratique. En particulier, avec x = x4
et si Sy était une bonne approximation de H!(z}), on devrait avoir

SelVf(zri1) = V()] = (251 — 7) (3.40)

mais comme x;q est calculé aprés Sg, il est peu probable que cette équation soit
satisfaite, méme approximativement. En revanche on peut toujours imposer que
Sky1 satisfasse cette équation exactement, d’oul

Sk [Vf(wr1) = V(2r)] = (Tp41 — 7) (3.41)

cette équation est dite " équation de la sécante "ou "condition Quasi Newton". A
I’étape k, la remise & jour de la matrice Sy se fait avec une formule simple,

Sk41 = Sk + Ci,

C} étant une matrice de correction qui intégre au mieux la nouvelle information
fournie par zx1 et Vf(xgr1) de telle maniére que Sy, satisfasse la condition
(3.41) Baseées sur ce principe, les méthodes quasi -Newton différent 'une par rap-
port & 'autre, d’aprés la définition de la matrice Cj.

Commengons par la méthode de correction de rang un qui est considérée comme
une introduction élémentaire aux deux autres méthodes (DFP et BFGS) décrites
par la suite.

Méthode de correction de rang un
Etant donné que H!(x;,) est symétrique, il est naturel de construire des approxi-
mations successives S symétriques. Par exemple, on peut exprimer Sj;,; en fonc-
tion de Sy de facon trés simple, en rajoutant a cette derniére une matrice de rang
un de la forme suivante aguul, ol uy est un vecteur de R™ et ay est une constante.
On obtiendra alors

Ski1 = Sk + akukuz.
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Montrons qu’il est facile de calculer ay et uy de telle sorte que la condition (3.41)
soit satisfaite. Posons

Pk = Tp4+1 — T
@ = Vf(xp1) — V(zy)
la condition (3.41) s’écrit donc
Sk+1qk = D

Soit en remplagant par ’expression de Si,1 ou encore
(Sk + aruruy,)qe = Pr;

art(upqr) = Pe — Sk

d’ou I'on déduit que uy, est proportionnel a p, — Siq, avec un facteur qui peut étre
pris en compte dans a; En particulier en prenant up = pr — Skqr et ax tel que
a;;(ubgr) = 1 on obtient

(Px — Skar)(Px — Skar)*
(P — Skar) qx '

Sk1 = Sk +

3.4.2 Algorithme de Quasi-Newton

Etape initiale

Soit € > 0 déterminant le critére d’arret. Choisir un point initial x; et une
matrice symétrique définie positive S7. Poser y; = x1, k = 1 et aller aux étape
principales.

Etapes principales

Etape 1 :

Si [[Vf(yg)|| < e. Stop; sinon, poser dy = —S,V f(z) et soit A la solution
optimale du probléme min f(yx + Adg), A > 0.

Etape 2 :

Construire Sj1; comme suit

(Pk — Skar) (Pe — ki)'
(Pk — Skar)tqx

Sk+1 = Sk +

avec
Pr = Nedi = Y1 — Yk

ar = Vf (k1) — V f(yr)
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remplacer k par k + 1, et répéter ’étape 1.

Il est utile de citer le théoréme suivant qui montre que lorsque H est constante, la
condition (3.41) est non seulement vérifiée pour ¢ = k mais aussi pour tout ¢ < k
et que dans ce cas la convergence est obtenue dans au plus n étapes.

Théoréme 3.4.1. [11] Si f est quadratique de matrice hessienne H définie positive
et st p1,...,pn sont des vecteurs indépendants alors la méthode de correction de
rang un converge au plus dans (n + 1) itérations et (S,41)~' = H.

Exemple 3.2. Considérons le probléeme suivant

(P1) {mex Qe (3.42)
r e R"
ol
101 2
0 3 1 1
Q=177 20
2 1 0 1

Appliquons la méthode de correction de rang un sur cet exemple, en prenant
e=10"° et yo = (0,1,2,3).

Les résultats obtenues sont illustrés ou tableau, et la recherche linéaire considérée
est exacte.

tableau

itération T flag) [ IVl | M
1 (0.000, 1.000, 2.000, 3.000) 15.000 15.000 0.250
(—2.005,—1.005,0.746,1.997) | 6.187 4.357 0.842
(0.665, —0.548,0.004, 0.113) 0.766 0.196 0.444
(0.000, —0.001,0.004, —0.002) | 0.002 0.087 0.003

(0.000, 0.000, 0.000 , 0.000) | 0.000 0.000 -

G|~ Lol 2o

D’aprés le tableau, on voit bien que le minimum de f est atteint en 4 itérations.



Conclusion

A travers ce travail nous avons présenté certains méthodes pour résoudre un
probléme d’optimisation.
Il est préférable de recherche des méthodes plus précises.
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