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Introductionet préliminaire

0.1 Introduction

Les inégalités en mathématiques ont une histoire riche et ont été développées pour
répondre a divers besoins mathématiques, tout en ayant des applications importantes en
science et en technologie.

Dans notre mémoire nous nous intéressons aux inégalités de Holder et de Minkowski
directes et inverses, pour les opérateurs d’intégrations classique (de Riemann) et fraction-
naires (de Riemann-Liouville).

L’inégalité de Holder, attribuée au mathématicien allemand Otto Hélder au début du
XXe siécle, établit une relation entre les normes de deux fonctions dans le contexte de
I’analyse fonctionnelle et de I'intégration : sous des conditions adequates on a

1 fg <l f llzell g llze -

Cette inégalité trouve des applications étendues en mathématiques appliquées, no-
tamment en analyse numérique, en traitement du signal, en traitement d’images et en
statistiques.

L’inégalité de Minkowski, nommeée d’aprées le mathématicien allemand Hermann Min-
kowski au début du XXe siécle, établit une relation entre les normes de la somme de deux
vecteurs dans un espace vectoriel normé. Formellement elle s’écrit

If+ gllee < [ fllze + Nlgllze -

Cette inégalité est utilisée dans de nombreux domaines, y compris la géométrie, I’ana-
lyse fonctionnelle, la théorie de I'information et la théorie des probabilités. Elle permet de
prouver des résultats importants sur la convergence des séries, la stabilité des solutions
d’équations différentielles et d’autres applications mathématiques et physiques.

Ces inégalités, parmi d’autres, ont été développées au fil du temps pour répondre a
divers besoins mathématiques et ont trouvé des applications contemporaines étendues en
science et en technologie.

Notre mémoire est organisé comme suit :
— Une section de préliminaires va suivre ol nous présentons quelques notions utiles
dans les chapitres suivants.



— Dans un premier chapitre nous présenterons les inégalités classiques de Holder et de
Minkowski, dans les cas discret et continue.

— Le deuxiéme chapitre est consacré au calculs fractionnaires utiles pour le chapitre
suivant.

— Le dernier chapitre présentera les inégalités de Holder et de Minkowski, via les
intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville.

0.2 Préliminaire

0.2.1 Espaces de Lebesgue

Définition 0.1. Soit p € IR avec 1 < p < oo . On note par L*([a,b]) lespace des classes
d’équivalence des fonctions de puissance p intégrables sur [a,b] :

b
LP([a,b]) = {f . a,b] — IR, fest mesurable et / |f(z)]P dx < oo} , 1<p<oo,
et
L*>([a,b]) ={f : [a,b] — IR, f est mesurable et : AM > 0: |f(x)]| < M p.p surla,bl} ,

on dit que f est mesurable et essentiellement bornée sur [a,b].

Remarque 1.
1. Pour p>1 et q son conjugué (% + 1= 1), LP([a,b]) et L([a,b]) sont duauz

q
(réflexif) .
2. Sip=2, L*([a,b]) est dual de lui méme : c’est un espace de Hilbert .

Théoréme 0.1. Soit (a,b) un intervalle fini ou infni de IR .

1. pour 1 < p < oo, lespace LP(a,b) est un espace de Banach muni de la norme :

1 fllee = ( / @) dx); .

2. L’espace L™(a,b) est un espace de Banach muni de la norme :

[flloe = inf{M = 0:[f(x)] <M pp sur(a,b)}

0.2.2 L’inégalité Young

Théoréme 0.2. Soient a,b >0 et 1 < p < 00, q son conjugué ( +

= 1), alors

=

1
p

1 1
ab< = al+= 9. (1)
p q



0.2.3 Théoréme de Fubini

Théoréme 0.3. Soit f(x,y) une fonction intégrable sur Q = (a,b) x (¢,d) C IRx IR, alors
pour p.p. © € (a,b) f(x,y) est intégrable sur (c,d) et p.p. y € (¢,d) f(x,y) est intégrable
sur (a,b) et on a

l;ﬂLyMMdy=1Lb(Zaﬂxwﬁw)dx=:ld(15ﬂayNM)dy

La Formule de Dirichlet est un cas particulier de théoréme de Fubini, on a I'égalité
suivante avec comme hypothése la convergence absolue au moins de 1'une des deux inté-

fl?mw@wzféﬁmww@.

grales :



Chapitre 1

Inégalités classiques

1.1 Inégalité de Holder

Théoréme 1.1. Soient 1 < p < oo, q son conjugué et f,g: [a,b] = R. Si f € LP(a,b) et

g € L(a,b) alors :

/ab\f(:c)g(:c)ldx < (/ab|f(36)|1’dx>; (/ab]g(a:)\qda:); . (1.1)

Preuve 1.1. Pour 1 <p < o0

G T0)

on prend a =
I f e, 19 [z

, d’apres linégalité de Young :

(a,b) (a,b)

fWe®l P SO

17 eg, To T, = pIT TG " allgl,

(a,b)

en intégrant par rapport a t € [a,b] , on obtient

b AP b e
/\f ydt</Mdt+/%dt
| f 1z HQHL aPHf||Lz(>ab) o QHQHL?“)

(a,b) (a,b)
1 b
FOPdey —— / 9] d
p||f|| / allgls
a,b) (a,b)

d’ou

/ @)@z < (/ b |f(:v)|’”daf>; (/ b |g(x)|qu);

Exemple 1. Soit f(x) =z et g(x) = x* sur lintervalle [0,1] avec p = 2

Sy



calcule de || fl|2 :

calcule de ||gl|2 -

o= ([ 1 dx); ([« dx)% - (%) L

calcule de ||f + gl|2 :
1
15 +all= ([ 1o+ 22 o)
0

En utilisant ["inégalité de Minkowski :

ol

1f + gll2 < Ifll2 + llgllz = 7 + %

Donc, || f + g|l2 est bornée par la somme des normes L? de f et g

Ce simple exemple illustre comment linégalité de Minkowski est utilisée pour comparer
les normes de la somme de fonctions dans l'espace LY. Elle garantit que la norme LP
d’une somme est au plus égale & la somme des normes individuelles, ce qui est essentiel
pour démontrer des propriétés de convergence et d’approximation dans divers contextes
mathématiques et scientifiques.

1.2 Inégalité de Minkowski

Théoréme 1.2. Soient 1 <p < oo et f,g:[a,b] > R. Si f,g € LP(a,b) alors :

(/|f tola ) (/!f )’1’+(/ab|g<x>rp)’l’. (12)

b
I+l = / (@) + @) de

Preuve 1.2.

b
_ / (@) + g(@)]|f (@) + g() P da

IN

b
/ (1 @)+ lg@)DIf (@) + g(@)l"~ du

donc

If +9lf, é/ f(2)] [f(z) +g(z)[P~ dx+/ l9(2)| |f(z) + g(z)|P~" dz .

On applique 'inégalité de Holder aux deux intégrales a droite

i+tt, < ([ e dx); ([ 1760+ gyove dw);
v o@)p dx); (/ V(@) + () - dx); ,



d’ot

17+l < [( [ 1w do:)’l’ + ([ o dx);] ([ 1@+t dx)‘lz,

1 1
puisque—+—:1:>q:L:>p:q(p—1), on déduit
P oq p—1

17+ g, < ((/ablf(x)lp dx); + ([t dx)i> ([ o oar dx>;’
donc
([ < ([ wor ) « ([ war )’

ce qui aboutit au résultat désiré

([ o)} = ([ o )+ (o )

Exemple 2. Considérons deuzx fonctions f(x) = \/x et g(x) = \/11?0 définies sur linter-

valle [0,1] avec p = 5 .

Pour f(x) =z :

i1 = ([ W ) =
Pour g(z) =

Vi1txz g

ol = (/(&) dx>é(/olli$)%<m<2>>

Linégalité de Hélder nous dit que pour p et q tels que % + é =1 (c’est-a-dire p = 2 et
q =2), nous avons :

I
N\
c\

i

S
N——
|
I
VR
N | —
N——
rol
Il
Sl
[\

N

gl < IF12Ml9ll2 -

Calculons || fglx -
1

V1+x

1
1 £glls = / N da

En utilisant ["inégalité de Hélder :

1
V2
Donc, linégalité de Holder permet de démontrer que la norme L' du produit f g est bornée
par le produit des normes L? de f et g .

Cet exemple illustre comment ["inégalité de Hélder est utilisée pour controler les intégrales

de produits de fonctions dans le cadre des espaces L, offrant ainsi des résultats importants
en analyse et en intégration.

D=

1glls < S ll2llglla = —5- (In(2))



1.3 Inégalité inverse de Holder

Théoréme 1.3. Voir [2] Soient p > 1,% + % =1 et deux fonctions f,g > 0 intégrables

sur la,b] . Si

S~

O<m§ﬂ§M pour tout = € [a,b],

()

K

alors

</abf(:v)d:c);(/abg(x)dx); < (%)’}q/abf;@)g;(x)dx,

Preuve 1.3. On inverse (|1.3))

1 g9(x)

m — f(x)
1

on €leve a le puissance — ot q € R
q
1
1 _ gi(x)
mi  fi(x)

>

>

<l

—_

1
Ma

multipliant par f(x) linégalité précédente,on obtient

(@) 2 @) 00 = = 1),
d’ot . .
T (@) > fr(e)gi() > — 1 f(x).

ma
On consédere la deuxieme inégalité de (|1.5))

1
q

flx) < M7 f3(z) ge(x),

en intégrant sur [a,b] , il résulte

(/abf(x) dx>; < M </abfé(x)gé(x) dm)

Maintenant, suite a l’hypothése (1.3)), on a

mv < fr(x)g 7 (x) < M,

on multiplie par g(x) l'inégalité précédente, il en résulte que

m# g(z) < fr(x) g 7 (x) < M7 g(x),

on consédere la premiére inégalité de (|1.8))

1
P

(1.3)

(1.4)

(1.8)



d’ou par intégration

b 1 1 b 1
q 1\ ra 1 1 q
([owmw) < ()" ([ Fegwa) (19)
En multipliant les inégalités (1.7) et (1.9)), on obtient

</abf($> dm)l (/abgwf) dw); < (%) (/ gt o) e

d’ou le résultat (1.4]) requis.

]

Corollaire 1.1. voir [2] Soient p > 1, % + % = 1 et deux fonctions f,g > 0 intégrables
sur a,b]. Si
p—1
0<m<i @ oy (1.10)
9(x)

alors

( / ) dx>;< / ) dx); < (%) / e de.  (L11)

1 1
Preuve 1.4. Puisque —+ — =1, alorsp—1 = P , donc (1.10) devient
p q q
P
m< B (1.12)
9(x)
d’ot ,
g(x)?

on applique alors le théoréme (1.3|) avec m9 =m' et M9 = M’

(/abf”(x) dx);(/abgq(x) dx)}] < (%’);q/abf(x)g(x) dz,

1

1 1
;)\ Pa P
en remarquant que (%) = (%) , on obtient le résultat désiré (|1.11)).

Corollaire 1.2. voir [Z] Soientp > 1, %—i—é =1 et deux fonctions f,g > 0 intégrables sur
[a,b]. Si

<M, (1.13)

( / () dm);( / ) d:v>; < (%) / @@ de. ()

alors



1 1
Preuve 1.5. Puisque —+ — =1, alorsq—1= 4 , donc (1.13)) devient
P q p

<M, (1.15)

d’ou

on applique alors le théoréeme (1.3|) avec mP =m’ et MP = M’

([ @) ( [swi) < () [ oo

Bl 1
en remarquant que (%) "= (%) " on obtient le résultat désiré (1.14)).

1.4 Inégalité inverse de Minkowski

Théoréme 1.4. voir [Jl] Soient p > 1 et deuz fonctions f,g > 0 intégrables sur [a,b],
satisfaisants
f(z)

Vo €lal o 0<m< <M, (1.16)
alors
(/abfp(x) dx); + (/abg”(x) dm); <c (/ab(f(x) + g(z))” dx); 7 (1.17)
Avec o= MM D+ M+ 1

(m+1)(M +1)

Preuve 1.6. De on déduit f(z) < M g(z) d’ou
f(@) + M f(x) < Mg(x) + M f(z)
en €levant a la puissance p
(M + 1P fP(x) < M”(f +9)"(z) ,
en intégrant sur [a,b], on obtient

b » b
| r@< g [ earaa

d’ou
1

</ab ) d$>; = MA{F 1 (/ab(f+9)p(i€) dw)p . (1.18)

10




D’autre part, de (1.16) on a g(xz) < — f(x) d’ou

1
m
1

Eg(:p) <

fla)+—glo)

g(w) + %

donc

r@ (142) < (5) Gore,

en intégrant sur [a,b], on obtient

(mTH>p /abgp(x)da: < (%)p /ab(erg)p(x) dr |
(/:QP@ dm); = mi 1 (/ab(erg)”(m) dw); : (1.19)

En additionnant (1.18)) et (1.19)), on obtient (1.17) avec
M I Mm+M+M+1 Mm+1)+(M+1)

TMAl mal . (M+Dm+D) (M +1)(m+1)

d’ou

C

Corollaire 1.3. voir [6/ Soient p > 1 et deux fonctions f,g > 0 intégrables sur [a,],
satisfaisants

O0<a< flz)<A, (1.20)
et
0<b<g(zr)<B, (1.21)
alors
b 3 b 3 b 5
(/ (@) dx) T (/ # () dx) <e (/ (f —i—g)p(:c)da:) L (2
wver ¢ — A(a+ B)+ B(A+))
(A+b)(a+ B)
Preuve 1.7. On inverse (|1.21))
1 1 1
— < —< - .
B9 <5 2
on multiplie (1.23)) avec (|1.20))
a _ fl@) A
— <=L < = 1.24
B~ glz) ~ b (124
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Chapitre 2

Calcul Fractionnaire

2.1 les fonctions spéciales

2.1.1 Fonction Gamma

Définition 2.1. [j] Soit x > 0, la fonction Gamma d’Euler est définie par l'intégrale
sutvante :

I(z) = /0 et (2.1)

Exemple 3. Voici les images de la fonction Gamma pour quelques valeurs réelles parti-
culieres

+o0 1
(1) = / ez de =1, T <§> = /7.
0

13



Proposition 2.1. [5] Pour tout x > 0 , et pour tout n € IN* on a :

Fz+1) = z (). (2.2)

Preuve 2.1. 1. Par une intégration par partie , on obtient

+oo
[(x+1) —/ the " dt
0

t=-+o00 +oo
= [— t* e*t} +x / ettt dt
t=0 0

= zI'(z).

Proposition 2.2. [}/
I'(n)=(n—-1)! (2.3)

Preuve 2.2. L’identité (2.2) appliquée a T'(1) =1, on déduit

r(2)=1T1)=1=1!,
r(3)=2r@2)=2x1 = 2,

I'(4) =3 T(3) =32 =31,

Par récurrence on obtient visiblement

2.1.2 Fonction Béta

Définition 2.2. voir [5] Soient x,y > 0, la fonction Béta est définie par :

1
B(z,y) = / "1 —t)vtat.
0

Les fonctions Gamma et Béta sont reliées par la relation suivante.

Proposition 2.3. [5] Pour tout z,y >0 on a
B(r,y) = (2.4)

Preuve : Soient x,y > 0, alors
00 00 +oo +00
[(x)l(y) = / / tgf_le_tltg_le_”dhdtz = / (/ tg_le_(t1+t2)dt2) talc—l dt,
o Jo 0 0

avec le changement de variable
S = tl —+ tQ,

14



on aura

I'(z)[(y) = /0 - ( /:oo (s —t)Y"" e_sds) 2=l

+o00 t1
= / esds/ (s — )Y 27ty .
0 0

ty
Posons z = — alors

+00 1
- / e *ds <s$_1+y_1+1/ ()1 —z)! dz)
0 0

+o00
= / e *ds (s B(z,y))
0

+oo
= B(z,y) / s@ty=le=s g
0

= B(z,y) I'(z +y),

ce qui donne le résultat désiré

Proposition 2.4. [3/
B(z,y) = B(y,x) symétrie

Preuve 2.3. )
B(:z:,y):/ "1 =) tat
0

On utilise le changement de variableY =1 —t d’out=1-Y et dy = —dY

Blx,y) = /1 (1-Y)*lyv! (—qdY)

1
:/ YV 1 -Y)*'dY = B(y,x)
0

15
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2.2 Intégrales d’ordre entier

Premier opérateur J,+ : Soit f € L'([a,b]), on considére l'intégrale

Jor f () / ft)

On peut integrer successivement n—fois, en appliquant le théoréme de Fubini on a
JZ f(s) :/ Jh f(s) ds—/ (/ f(t dt) ds
:/ / ft)dtds = / / f(t)dsdt
a a a t

- [so ([ as)a= [@-omwa

¢&ﬂm=/7w4vwﬁ.

donc

On integre encore une fois :

/G$Jf+f(s)ds_/ </(s—t dt)ds_//s—t ) dt ds
// (s — 1) f(t) ds dt /(/j(s—t)f(t)ds)dt

donc | ge
n%ﬂm:§/u~wv®w.

Encore une intégration, on obtient

[ rswas= [7(5 [e-vrsoa) a5 [ [a—n pwaras
5 [ [ e-rroasa—g [ ([0 as) a



c’est-a-dire

1 1 /7 1 [*
S f@) =5 x5 [ @-tPr@a =5 [ @i,
Cela suggére plus généralement la n-éme intégral :
n _ 1 ‘ n—1 *
B @) = oy [ =00 (e 2.6)

Preuve par récurrence : Supposons ([2.6) vraie, montrons que

it fa) = o[- orsar

En intégrant dans (2.6) on aura

/j m f(s) ds:/; (ﬁ/j(s—t)”_lf(t) dt) ds — (n_ll)!/:/:(s—t)”_lf(t) dt ds
:ﬁ/j/j(s—t)n—lf(t) ds dt:ﬁ/j (/tx(s—t)”_lf(t) ds) dt
([ a) o o (]

— T f(a)

Deuxiéme opérateur J,- : Soit f € L'([a,b]), en considérant I'intégrale

Tt = [ s,

on peut faire un travail analogue. On applique le théoréme de Fubini

[ 5= [ ( [ dt> is= [ [ swyavas
:/:/;f(t)dsdt:/: (/:f(t)ds) dt
:/:f(t) (/;d;) dt:/xb(t—x)f(t)dt

17



alors

b
R f@) = [ (¢ = appie)ar

Une deuxiéme intégration donne :

/:J,f_f(s)ds:/:(/ (t—s)f dt) ds-// (t —s)f(t)dtds
//t—s t)dsdt = /b(/xt(t—s)f(t)ds)dt
=LU@(L%—@w)ﬁ=LV@<Eu—#£)ﬁ

=5 [ t=aprar,

donc

cﬁﬂ@—%/@—wﬁwﬁ-

Une autre intégration pour confirmer :

/:J?’f(s)ds:/:(;/sb(t—s ) // (t—s)? f(t)dtds
// (t—s)* f(t)dsdt = ;/:(/;(t—s)Qf(t)ds) dt
:;[ﬂ@([@—W@ﬁﬁzééﬂw(ga—wf)ﬁ,

Jéﬂ@z%X%/@—mWﬁWh>£ (t — o) F (1) di

Plus généralement on espére avoir :

on obtient

1

1@ = g [ ¢=ar Tt na e

Preuve par récurrence : Supposons ([2.7]) vraie, montrons que

T fa) = o [ —arsear

18



On intégré J;- f sur [z,0] :

/ T (s) ds = / b (ﬁ / (- s ) dt) ti= ot | b / (1= () dt ds
ot [ oo asa= ot [ [amorn o) a
oo s) et [ (o))

= J f(x) .

2.3 Intégrales d’ordre fractionnaire

Les formules (2.6) et (2.7) suggérent les définitions suivantes pour des intégrations
d’ordre réels positifs.

Définition 2.3. [3/[1] Soit f € Li[a,b], les opérateurs fractionnaires gauche (respectivement
droite ) de Riemann-Liouville d’ordre oo > 0, notées J&. (respectivement J{-), sont définies
par

(Jo f)(z) = ﬁ/m(x — ) ftdt, a<z<b

et
I B
D)@ = g [ =21 @ a<a <,
ot I'(a) est la fonction gamma d’Euler.

Remarque 2.
Pour o =0 on pose J2, f(x) = f(x) et J) f(x) = f(x).

Pour a =1 on obtient 'intégrale de Riemann (classique).

2.4 Propriétés des opérateurs de Riemann-Liouville

2.4.1 Propriété de semi-Groupe

Théoréme 2.1. [3/[1] Soient f une fonction intégrable sur [a,b], o et B deuxr nombres
réels strictement positifs, alors on a pour tout x € [a, b]

o @) = I ) = g [ @)
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Preuve 2.4.

RN = s [ o= L) s

= ﬁ/j(w —s)! (ﬁ /az(s — )71 f(2) dt) ds
// (x —5)* (s A=1 f(t) dt ds
1

. / ") [ /t “(@ = )07 (s — 1) ds} i (28)

En effectuant le changement de variable
s=t+(x—t)7 alors ds=(x—t)dr,

on a
s=t=t+(x—-t)r=t=7=0

s=r=>t+@@—t)r=r=>17=1

alors
/t C(r = )71 (s — 1)1 ds = /0 o= (t+ (@ =N [t + (= )7 — P (2 — t)dr
- / (@ =1 =7 [ = 7P (o — t)dr

1
— _ p\a+B8-1 1— a—1_p-1 d

(x —1) /0 ( YT T
= (z — )" B(a, B) .

En remplacant dans ( @ on obtient

JE (TP, (2 / F@) [(x =) B(a, B)] dt
o B(a7ﬁ) ¢ T — a+p—1
= Ta) w)/a =T i) de
— ; ’ T — a+p—-1
- | oo
= J5 f(x) .

La deuziéme égalité est une conséquence de la commutativité de ['addition : o+ =
b+a.
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2.5 Propriété de la bornitude

Théoréme 2.2. Si f € L'([a,b]), alors pour tout a > 0

J:zx"'f € Ll([a7b])7 Jl?é—f € Ll([av b]),

de plus les opérateurs d’intégrations J% et J*. sont bornés, plus précisément on a
| o o< C L f llrqery et [T F e < C I S e -

(b—a)®
INa+1)

Preuve 2.5. soit f € L*([a,b]), alors

avec C' =

e f lrqaeny = | |Jas f) | d

i) dt‘d:c

]' al
r—// — | f(t)| dt dz,

| o 1l L1((ab)) s%// — )Y f(t)] dx dt
FL/ / — ald:cdt
g%/ < x—t)D d

1

on utilise la propriété (2.2) de la fonction Gamma et la décroissance de la fonction t —
(b—1)*, on aura

1 b
« 1 < - _ «
172 oo < 7y | O @0 ar

(b—a)* b
<t | o
_ (b=a)*

NG I f Nzt an) -
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De la méme fagon,

~—

b
1555 oy = / 12 @) ds

ol
al ]

=L f(t)dt|dx

IN
ﬁ\ “\
—_ —

)" f (1) dtd

\@s\

en utilisant le Théoréme de Fubini, on obtient

1

b t
R / ( / (t — o) f (1)) dt
|
/ £

" I(a) /,
1

b t
Lo / (t — 2)* )t
< | 10

—(t — z)?]})dx

1 (67
- / Ot — )t

1 b N
- L o= ara

on utilise la propriété (2.2) de la fonction Gamma et la décroissance de la fonction t —
(b—1)*, on aura

I Jo= f 2t (ap) < F( / |f()](b—a)*dt
I(a+1)

_ (b=a)*
-2 / £(6)dt
b—

_ (b—a)*
F( ) ” f HL ([a,b])

on déduit que les opérateur J% f et J f sont bornés de ’espace L*'([a,b]) vers lui méme .

Remarque 3. Pour f € LP([a,b]) on a

| T f ltqaan< C | fllzrqasp< oo et || T f llorqaen< C || f |21 (ap)< o0

on déduit que pour tout o >0 on a J% f, J* f € L'([a,b]) ; c’est a dire que les opérateurs
J& et Jt sont bien définie pour tous o > 0
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Chapitre 3

Inégalités au sens fractionnaire

3.1 inégalité de Holder

Théoréme 3.1. Soient p,q > 1, % + % =1 et f,g deux fonctions positives intégrables,
a >0 alors

T - 9) (@) < (J& ()7 (T2 go(x)) 7 . (3.1)
Preuve 3.1. on a
J% 1 gla) = ﬁ / " 00 ) gl dt (3.2)

puisque % + %1 =1, alors

J2fola) = /<<;(2)> 7t gt

on applique l'inégalité de Hélder classique

J% flz) < </m (WE(—g”)fp(t) dt)p</z <(x;(2>‘”>gq(t) dt)q,

T fg() < (J2 (@) (8 g% (x))T .

donc

Q=

3.2 Inégalité de Minkowski

Théoréme 3.2. Soient p,q > 1 tels que %%—% =1,a>0etf, g deux fonctions intégrables
sur [a,b], alors

=

B =
hSEE

(Jee(f + 9y @) < (@) + (Jerg'@) "
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Preuve 3.2.

(x —t)o !
I'(a)

B T (I _ t)afl o1

- [ ERE el o 0

r—t)!

“
< /aw(lf|+lg!)|f+g| () dt

S +op@) = [ x f + gP(0)dt

donc

S +or) < [ (%) VI + gl ()t

" /“” ((x ;(2;_1) o lg] | f + g|P~"(t)dt .

On applique 'inégalité de Holder aux deux intégrales

st +are) < ([T ) (IS )

1 1

(o) ([ o)

d’ot
Jef 4+ 9P(a) < ((Jéifp(w)); v (Js+gp<x>)’l’> (J3+(f v g>P<x>> B

on déduit

[
|

1-1

(Jeu(f + 9y @) " < (Jnf @) + (Jng @)

c’est a dire )

(J2(F +97@)” < (2 P@)" + (U a(a)”
3.3 inégalité inverse de Holder

Théoréme 3.3. Soient p,q > 1 tels que %+% =1,a>0cetf, g deur fonctions intégrables
sur |a,b]. Si
(z)

~

0<m§M§M pour tout x € [a,b] , (3.3)
alors
(2 0)" (o))" < ()™ e (75 -98) () (3.4
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Preuve 3.3. On inverse (3.3))

1

en €élevant a le puissance 2 0uqE R

1 Z 19
ma  fa(x) Ma

multipliant par f(x) linégalité précédente,on obtient

L) 2 @) ghe) = 5 A

ma M«

d’ot 1 ]
Cf@) 2 @) gh @) > s S

ma q

ce qui donne

_ f\a—1
On multiplie (3.5)) par (FT puis on integre par rapport a x ,on obtient
Q@
el UL k(L [@-iip o)
€xr — Pq T — p a
r(a) J, =T e ! |

et donc

Maintenant, suite a [’hypothése (3.3),0n a

mp < fr(x)g P (x) < Mr

on multiplie par g(x) l'inégalité précédente, on résulte que
mr g(x) < () g7 < M7 g(a)

donc
g@) < () fr@) git)

(x —t)~ !
['(«)

(i o ana)’ < ()" (s [ -osiann)’

puis on integre par rapport a x, on obtient

On multiplie (3.7) par
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finalement, on en déduit que

o 1 (AN e 1 1
o] < ()" [ s 0] (3.9
En multipliant les inégalités (3.6) et (3.8]), on obtient
(200)" (7290)" < (X)) (g2 s 6t 0) (39)
a a —_ m a )

d’ou le résultat (1.4]) requis.

Corollaire 3.1. Soient p > 1, % - % =1 et deuz fonctions f,g > 0 intégrables sur [a, ],
a>0.95

0<m<fpg(1x()$><M, (3.10)
alors
(57 ) (o) < (52) (57 0)(0)) - (3.1)

1 1
Preuve 3.4. Puisque — + — =1, alorsp—1 = b , donc (3.10)) devient
P q q

<M, (3.12)

d’ou

mi <

on applique alors le théoreme (3.3) avec m?=m' et M4 = M’

1 /

(1) (2e0) " < (A2)7 (ger-0))

a1 1
en remarquant que (M) "= (%) " on obtient le résultat désiré (3.11]).

m

Corollaire 3.2. Soient p > 1, %—i—é =1 et deuz fonctions f,g > 0 intégrables sur [a,b] ,
a>0. 5

0<m< gf<f(l) <M (3.13)
alors
(250" (o) < ()" (7 0)(0)) (314)
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1 1
Preuve 3.5. Puisque — + — =1, alorsq—1= 4 , donc (3.13)) devient
P q p
m < fg(x) <M,
g»(x)
d’ot )
9%(x)

on applique alors le théoréme avec mP =m' et MP = M’
(e 1)" (d00)" < () (2 0)0)

1 1
en remarquant que (%) "= (%) * on obtient le résultat désiré ([3.14)).

3.4 Inégalité inverse de Minkowski

Théoréme 3.4. Voir [ Soit « > 0, p > 1 et soit f,g deux fonctions strictement positives

sur . Si

alors

1

1+ M(m+2) [ 3+(f+g)p(t)]p

(m+1)(M+1)
Preuve 3.6. De (3.15) on déduit f(x) < M g(x) d’ou

0] + [12.070)] <

fl)+M f(z) <M g(x)+ M f(z),

en €levant a le puissance p

(M +1)P fP(z) < MP (f +9)"(x) ,

(x —t) !

on multiplie (3.17) par o)
a

(M + 1)

puis en intégrant sur [a,b], on obtient

’ a—1 rp ﬂ xx_ a—1 P
S [a-ompwa< oo [@o0 (¢ raraa,

c’est a dire

T @) S G T 0P )
donc A v .
e @) < g [T+ 9 @)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)



D’autre part, de (3.15) on a g(x) < % f(z) d’ou
o)+ = gla) < — f@) + - g(e)

donc L\P N

r@ (142) < (1) vsorw. (3.19)
on multiplie (3.19) par (x;(—a))a—l puis en intégrant sur [a,b], on obtient

LN (m4 )" 7 L v
(a) el I O v (a) [a—ot g rap

d’ot . »

@) < (o) A 0.
donc . . i

e @)]” < P e+ gy (3.20)

On additionnent (3.18)) et (3.20) on obtient (j3.16]) .

Corollaire 3.3. Soient p > 1 et deuzx fonctions f,g > 0 intégrables sur [a,b],ac > 0
satisfaisants

0<a< flx) <A, (3.21)
et
0<b<g(x)<B, (3:22)
alors ) ) )
e @) + g @)]” < e[ +or@)]” (3.23)
avec ¢ = Ala+ B) + B(A+))
(A+b)(a+ B)
Preuve 3.7. On inverse (3.22))
1 1 1
— < —< = .24
By <5 -
on multiplie (3.24) avec (|1.20))
a _ f(z) A
— <L <D 3.25
B~ glz) ~ b (32
. . a A
On applique maintenant le théoréme (3.4) avec m = B et M = 5
e @)+ g @) <e [ +or@)]” (3.20)
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avec

Mm+1)+M+1

(m+ 1)(M + 1)
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Conclusion

Les inégalités de Holder et de Minkowski sont deux outils fondamentaux en analyse
fonctionnelle et en théorie de 'intégration, largement utilisés dans divers domaines des
mathématiques et de leurs applications.

L’application des inégalités de Holder et de Minkowski dans le contexte du calcul fraction-
naire offre des perspectives intéressantes. Le calcul fractionnaire généralise les opérations
dérivées et intégrales pour des ordres non entiers, offrant ainsi une approche plus flexible
pour modéliser des phénomeénes complexes.

Ces inégalités constituent des outils puissants pour analyser les propriétés des fonctions,
des espaces vectoriels normés et des espaces de mesure. Leur compréhension et leur appli-
cation sont cruciales pour de nombreux résultats et théorémes fondamentaux dans divers
domaines des mathématiques .
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Annexe

Otto Holder : était un mathématicien allemand né le 22 décembre 1859 & Stuttgart
et décédé le 29 aotit 1937 a Leipzig. Il a contribué a plusieurs domaines des mathéma-
tiques, notamment 1’analyse réelle et fonctionnelle, la théorie des nombres, la théorie des
groupes, la géométrie et la théorie des fonctions. Sa contribution la plus célébre est peut-
étre 'inégalité de Holder, qui établit une relation entre les normes de deux fonctions dans
un espace de mesure.L’inégalité inverse de Holder a été explorée par un certain nombre
de scientifiques & travers des articles récents.

Guido Fubini : était un mathématicien italien né le 19 janvier 1879 & Venise et dé-
cédé le 6 juin 1943 a New York. Il est surtout connu pour ses contributions importantes
en analyse mathématique, notamment dans le domaine de l'intégration. Sa contribution
la plus célébre est le théoréme de Fubini. a également travaillé sur d’autres sujets en ma-
thématiques, tels que la théorie des fonctions de variable réelle et complexe, la théorie de
la mesure et ’analyse harmonique.

Hermann Minkowski : était un mathématicien allemand né le 22 juin 1864 a Alek-
sotas, et décédé le 12 janvier 1909 a Gottingen, en Allemagne. Il a apporté d’importantes
contributions a divers domaines des mathématiques, notamment la géométrie, la physique
mathématique et la théorie de la relativité. En plus de ses contributions a la relativité
restreinte, Minkowski a également travaillé sur la théorie des nombres, la géométrie diffé-
rentielle, la théorie des fonctions et d’autres domaines des mathématiques.
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