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Notations utilisées
IK : un corps commutatif (IR ou C) .
H : Espace de Hilbert .
Q : un ouvert borné de IR" |, (n € IN*).
00 :la frontiére de 2 .
|| : mesure de € .

|]l2 : la norme de P'espace L*(£2) définie par [|z|s = ([, |z|2)2.

ou Ou E)u)
Oxy 0xy’ 7 Ox,’
9%u
A . AU = Z W .
olely

D* : D% = Er T est la dérivé partielle de u d’ordre «; avec
T1....07"Tp

x = (21,29, ....,2p)(n € IN'); a = (aq,09,...,a,) € IN"(n € IN*) multi-indice
et la longeur de av est |a| = a1 + as + ... +

V: Vu::(

D(Q) : Pespace des fonctions tests.



INTRODUCTION

Les équations aux dérivées partielles en abréviation (EDP) sont utilisées pour
exprimer et expliquer diverses lois essentielles de la nature, ce qui a favorisé 1’évo-
lution de la recherche mathématique dans ce cadre.

L’équation des ondes est une équation aux dérivé partielle fondamentale qui dé-
crit la propagation des ondes dans divers milieux. Elle joue un role crucial dans de
nombreux domaines de la physique, de 'ingénierie et des mathématiques. Cepen-
dant, dans la plupart des situations réalistes, les ondes subissent une dissipation
d’énergie due a divers mécanismes physiques, tels que la friction, la diffusion et
la conductivité. L’étude de I'équation des ondes avec dissipation est donc d'une
grande importance pour comprendre et modéliser des phénoménes ondulatoires
réalistes

Dans, ce mémoire nous somme intéressées a I’étude de 'existence globale des
solutions et la stabilisation de certaines équations d’évolution.

On s’intéresse a I’étude de 'existence globale de la solution ainsi que la stabilité
de la solution de I’équation des ondes non-linéaire.

Ce mémoire se décompose en quatre chapitres partagés de la fagon suivante :

v' Dans le premier chapitre nous rappelons les principaux notions qui nous
aurons besoins, commencons par Quelque espace fonctionnelle , Finalement
nous présentons les inégalités intégrales nécessaires qui sont utilisées dans ce
mémoire et aussi nous citons quelques théorémes utiles .

v' Dans le deuxiéme chapitre, on a étudié I'existence globale et stabilité de la
solution pour I’équation de chaleur.
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v' Dans le troisieme chapitre, ott on étudier 'existence globale et stabilité de
la solution pour I’équation des ondes .

v" On termine ce travail par le quatriéme chapitre, ott on étudier I'existence
globale et stabilité de la solution pour 1’équation de Petrovsky .



Chapitre 1

Préliminaires et notions de base

Dans ce chapitre, nous exposerons quelques définitions essentielles, des théories
essentielles et des inégalités qui nous seront utiles et les utiliserons dans ce mémoire.

1.1 Quelque espace fonctionnelle

Espace de Lebesgue : ( voir[l, 6, 10]) soit 1 < p < +00 on appelle espace
de Lebesgue noté par LP(Q2) et définie par :

LPQ)={f: Q=R mesurable// |f(z)Pdx < oo}, sil<p< oo,
Q
L>®(Q):={ f:Q —= IR mesurable/3c > 0: Sup,eqlf(z)| <c}, St p = o0.
muni de la norme :
lull, = ([ 17@Pazy  1<p<,
[ulloc = sup esseal f(7)| p = 0.

Corollaire 1.1.1. Pour p=2, l’espace L*(Q) est un espace de Hilbert.

Espace de Sobolev : ( voir[l, 6, 10]) soit £k € IN et 1 < p < +00.0n définit
I'espace de Sobolev , noté par W*?(Q), par :

WHhP(Q) == {u € LP(Q) : D*u € LP(Q),Ya = (a1, ay, ....an,) € IN",0 < |a| < k}.

Dans le cas p=2 , on note W*2(Q) par H*(Q) est un espace de Hilbert .
cas particulier :
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1) k=1 et p=2, H'(Q) définie par :
H' () ={ue L*(Q)/Vue L*(Q);Vie{1,2,...,n}} ,
muni du produit scalaire :

<uv>= /Q u(@)o(z)dz + / Vu(z)Vo(z)da

Q
et la norme :
[ull @y =l wllz + 1l V|2
2) k=2 et p=2 H?(Q2)définie par :
H*(Q)={uecL*Q) : Vuec L*Q) et Auc L*(Q)}
Remarque 1.1.1. H}(Q) est sous-espace de H'(Q) et qui nous sera trés utile
pour les problémes avec conditions aux limites de Dirichlet.
Hy () ={ueH Ju=0 sur 0Q}

et H}(Q) est ladhérence de D(Q) dans H'()
ligalité w = 0 sur 0S) est au sens des traces pour plus de détaille consulté
[1, 6, 10]

On donne quelques injection des espaces de Sobolev connue

Théoréme 1.1.1. (voir[1, 6, 10])(Rellich-Kondrachov) soit Q@ un ouvert borné de
IR"(n € IN*) de classe C* on a

1si p<n, alors W'(Q)C LI(Q), Vg€ [1,p"[ou; =

3=

L
p*
2. st p=n alors W (Q) C LYQ) Vq € [1,+00].

3. si p>n  alors WW(Q) CC(Q).
avec injection compactes.

Théoréme 1.1.2. (Rellich) soit Q2 un ouvert borné de IR" (n > 1) et 1 < p < +o0
, tout partie bornée de W§ () est relativement compacte dans LF() . Ceci revient a
dire que de tout suit bornée de Wi (§) on peut extraire une sous-suite qui converge
dans LP(2).

Avant de conclure cette section on rappel un résultat de régularité qui sera
constamment utilisé dans les chapitre qui suivent

Théoréme 1.1.3. Soient Q C IR" un ouvert borné de classe C™ 2, soitu € Hj ()
telque —Au+u = f. Alors si f € H™(Q) donc u € H™(Q) et on a

|ull gmizi) < Ol fllzme)

En particulier sim > %, alors u € C*(Q)
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1.2 Quelques inégalités algébriques et fonctionnelle

Inégalité de Young :(voir|9, 11]) Soient p,q des nombres réels strictement
positifs liés par la relation 110 + % =1 alors

X
V(a,b) € Ry x R, abﬁ%%—;.

Qu’on |'utilise aussi parfois sous sa forme modifier donnée par. pour tout € > 0 et
tout (a,b) € Ry x R4 on a

ab < ea” 4+ C(e)b?. (1.1)

Preuve 1.1. Soit(a,b) € IRy x IR,

P ba
on ab< % 2,
= p+q

(aN)P 1,b
+ —(— q

P q(A)

APaP bl

_p+ﬁ.

ab <

1
q(pe)a—1

Donc Uinégalité (1.1) s’obtient on posons A\ = (pe)% et C(e) =

Inégalité de Holder :(voir|l]) Soient p,q € Ry et f € LP(Q2), g € LY(Q) avec

1,1 _
1—7+a_1.Alorsona

/Q £ <l @l 9 1o () (1.2)

Dans le cas p = ¢ = 2, l'inégalité suscité s’appel I'inégalité de Cauchy-Schwarz
Inégalité de Poincaré :( voir[l, 6, 10]) Soit 2 un ouvert borné de R™, il existe
une constante C' (dépendant de ) telle que :

| w o< C | Vu |2, Yu € Hy (). (1.3)

1.3 Rappels sur les opérateurs :

Opérateur linéaire continu : Soient E et F' deux IK-espaces normés.

Définition 1.3.1. L’opérateur linéaire A est continu en xqg € E si :

Ve > 0,30 > 0,Vz € E, ||z — xo||lp < 0 = || Az — Axo||r < €.
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Opérateur linéaire borné :

Définition 1.3.2. on consideére deux espaces de Hilbert Hy et Hy dont les normes
et produits scalaires sont notés || - || my, (-, Ve, || - oy - ) Egs -

Soit D(A) un sous-espace vectoriel de Hy et A une application (un opérateur)
linéaire de D(A) dans Hy. On dit que A est un opérateur borné de H' dans H? si
D(A) = H* et s’il existe C tel que :

|Aull < Cllull, ¥ H.

On pose alors :

Aul| g2
= sup Idulie
w€H! u£0 ]| g1

Si D(A) # H, et s’il existe une constante C' telle que :

|Aul| g2 < Cllul|g,, Yu € D(A).

Alors lopérateur A se prolonge en un opérateur borné de D(A) dans H?, ot H!
désigne l'adhérence de D(A) dans H'.

Remarque 1.1. Tout opérateur borné est fermé.

Définition 1.3.3. L’opérateur linéaire A € L(E, F) est borné s’il existe M > 0,
tel que :
||Az||r < M||z||g, pour tout z € E.

Théoréme 1.3.1. Soient E/, F' deux espaces Banach, A un opérateur linéaire. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) L’opérateur A est continu sur E.

(2) L’opérateur A est continu en 0.

(3) Il eziste une constante C' > 0 telle que ||Az||p < C||z||g pour tout z € E.
(4) A est Lipschitzienne.

(5) A est borné sur la boule unité B(0,1) de E.

Opérateur linéaire non borné :( voir|9, 4, 8]) Soient E, F' deux espaces
Banach.
On dit que A est un opérateur non borné de E dans F toute application linéaireA :
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D(A) C E — F définie sur un sous espace vectoriel D(A) C E a valeur dans
F.D(A) est le domaine de A .
On dit que A est borné s’il existe une constant C' > 0 telle que

[Aul| < Cllull

Opérateur monotone :(voir [14, 7, 8])
A un opérateur dit monotone si

\V/.Tl,flfg € D(A) < AZEl — AZ'Q,ZL'I —xq9 >> 0.

Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire non borné; A est dit monotone si
(-A) est dissipatif c’est-a-dire :

Vv € D(A) < Av,v ><0

de plus si (-A) est m-dissipatif donc A est maximal monotone.

Opérateur fermé : Un opérateur (A, D(A)) linéaire non borné dons X, est fermé
si son graphe G(A) = { (z, Az)/x € D(A)} est fermé dans X x X.

Opérateur compact : Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un
espace normé F on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble
borné G dans E a un ensemble relativement compact A(G) dans F.Autrement

dit,la fermetureA(G) est compacte.

1.4 Les méthodes de ’éxistence globale

Représentation de Riesz :Soit H’ dual topologique de H et a € H on
note ¢, :x € H »<a,x>€clIK alors¢ :a€ H— ¢, € H' est bien définie
et ¢’ est un isomorphisme deH sur H .

Théoréme de Lax-Milgram :

Définition 1.4.1. On dite qu’ une forme sesquilinéaire a(u,v) : H x H — €
est :

1. Continue s’il existe une constante C' telle que
a(u,v)| < C |l ullull vy Yu,veHxH.
2. Coercive s’il existe une constante o > 0 telle que

a(v,v) > a | vl3, Yve H.
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Théoréme 1.4.1. (voir[9]) Soit a(u,v) une forme sesquilinéaire, continue et coer-
ciwe. Alors, pour tout ¢ € H' il existe unique u € H telle que

a(u,v) = p(v), Vv e H.

Exemple 1.1. L’équation de Laplace

(1.4)

—Au=f sur £,
u=>0 sur  Of).

Avec Q C IR" un ouvert borné de classe C?, f € L*(Q).

P : De chercher une solution au systéme (1.4) toute en respectons la regularité de
u. On procéde comme suit, multiplions Eq.(1.4); par v € H}(Q) et intégrant sur Q)
et de la formule de Green

/Vqu:/fv, Vv € Hy(Q) (1.5)
Q Q

Posons

a(u, v) = /Q VuVo et 1(v) = /Q fode

application de Théoréme : Soit a(u,v) = / Vu-Voudr et 1(v) = [, fode
Q

fe L)

on

la(u,v)| = |/Vu - Vodz|
0

< / |Vu - Voldz
Q

< [IVulla[[Voll2
< [VullzlI Vol M=1

donc a(u,v)est continue
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on a
a(u,u) = / VuVudz :/ |Vul*dz
Q Q
o 1 9, 1 2
= || Vullz = §|| Vull; + §|| Vully
L ull 1 2
> -0 72, =
on pose que C = min ; 1 donc
p q - (CQ)2’ 2
a(u,u) > O ull3 + C| Vull3
> C(|] ull3 + || Vull3) = C| ull},
donc

au,u) = C| ully,

alors a est coercive
sotent v, €V aq,an € IR

l(alvl + 042"02) = /Qf(alvl + 0421)2)

=a; | Qfvy+as [ Qfvg
Jorse for

= Of1l(’01) + (]12[(7]2)

donc | est antilinéaire

3¢ >0 |1(v)] / fudz|

< [ \flolas

<suplf|- [ foids

<C- [, 1|U\Szix

< (C1Q)2 [, vidz

<] vll3
donc | est continue
alors on a a(u,v) forme sesquilinéaire continu et coercitive ,et l(v) forme antili-
néaire et continue par 1.4.1 il existe une unique solution de probléme

a(u,v) = 1(v)
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1.5 Théorie des semi-groupes

Co-semi-groupe :(voir[14, 7, 10]) On appelle Cy-semi-groupe toute famille
d’opérateurs linéaires bornés (T'(t));>o vérifiant les axiomes suivants :

1. T(0) = Idy
2. T(t+s) = T(t)T(s)

Remarque 1.5.1. (T(t) > 0) est un Cy-semi-groupe est appelé aussi un semi-
groupe fortement continu si tlimOT(t)x =z, Ve e X.
—

Théoréme 1.5.1. (voir[14, 7, 10]) Soit (T'(t))i>0 un Co-semi groupe. Il existe des
constantes w > 0 et M > 1 telle que

| T(t) ||< Mexp(wt)  pour tout 0<t<oo.

Corollaire 1.5.1. (voir[14, 7, 10]) Si (T(t))i>0 est un Cy-semi-groupe sur X alors,
pour tout x € X, 'application
t— T(t)x

est continue de [0,400) dans X .
Preuve 1.2. (i) Soientt >0 et h >0, nous avons
| Tt +h)z—=TE)z <[ TE) | T(h)z — =z ||< Mexp(wt) | T(h)x —x || .

Donc
lim || T(h)z —z ||=0.
h—0

(i) Soientt >0 et t > h >0, nous avons
| Tt —h)z = T(t)z |< Mexp(w(t —h)) ||z —T(h)z | .
On conclut avec ce qu’on a montré (i).

Générateur infinitésimal(voir|[14, 7, 10]) On appelle générateur infinitésimal du
Co-semi-groupe (7'(t)):>0, l'opérateur A défini sur 'ensemble

D(A) = {x e X\ 1tlimow existe }
—

par :
Az = tnmow, Yz € D(A).
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Théoréme 1.5.2. (voir[14, 7, 10]) Soit (T(t))i>0 un Cy-semi-groupe sur X et
(A, D(A)) son générateur infinitésimal. Les propriélés suivantes sont vérifiées.

(i) Pourx € X, on a

I 1
hinoh

/tHh T(s)xds =T(t)x.

(ii) Pour tout x € X et tout t > 0, fot T(s)xds € D(A) et

A ( /0 t T(s)xds) — Tt — .

(iii) Six € D(A) alors, T(t)x € D(A) et

d
%T(tn = AT (t)x = T(t)Ax.

Preuve 1.3. (i) Soit v € X. Le résultat (i) découle de la continuité de RT
dans X de l'application
t— T(t)z.
(ii) En utilisant les propretés des semi-groupes, et le fait que T'(h) € L(X)

pour h > 0, nous pouvons écrire

%/{) T(s)xds = %/0 (T'(s+ h)x —T(s)x)ds

1 t+h 1 t 1 t+h 1 h
= E/h T(s)xds — E/o T(s)xds = E/t T(s)xds — E/o T(s)xds.

En passant a la limite quand h tend vers zéro, nous obtenons
t
A/ T(s)xds =T(t)x — x.
0

(iit) Soit x € D(A) et h >0, on a :

— T (t)x = T(t)%x.

En passant a la limite quand h — 0, nous obtenons :

d+
AT (t)x =T (t)Azx = ET(t)x.
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Calculons (jl—;T(t)x —T(t)Az. Nous avons

lim <%(T(t)x _T(t = b)) — T(t)Ax) — lim (T(t _ h)% _ T(t)Ax)

h—0 h—0

— lim (T(t —h) (M - Ax) +(T(t — h) — T(t)) Ax) .

h—0 h

et || T(t — h) || est uniformément borné pour h € [0,t]. Par passage a la
limite dans [’égalité précédente, nous obtenons

t
hllnoﬁ (T(t)x —T(t—h)x)—T(t)Ax =0,

d-
¢, a, d: ET(t)a: —T(t)Az = 0.

Semi-groupe de contractions (7'(t));>¢ est un semi-groupe de contraction
st :
| T(t) I< 1, pour toutt > 0.
Théoréme 1.5.3. (Lumer-Phillips )
soit (A,D(A)) un opérateur linéaire non borné de domaine dense dans X.si A est

fermé et si A m-dissipatif alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
de contraction sur X.

Théoréme 1.5.4. (voir[14, 7, 10]) (Hille-Yosida) Un opérateur linéaire non
borné (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction
dans X, si et seulement, si :

1. A est fermé;

2. D(A) est dense dans X ;

1
3. VA >0, (AN — A)~! existe et borné dans X, avec : || (M — A)7! [|< X

En particulier, (A, D(A)) est un générateur infinitésimal d’un semi groupe de
contraction, si et seulement, si A est m-dissipatif et de domaine dense dans X,

(voir[14, 7, 10]).

Probléme de Cauchy et Semi-groupe(voir[14, 7, 10])
On considére le probléme de Cauchy suivant :

(1.6)

avec
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Théoréme 1.5.5. (voir(14, 7, 10]) Soit (A, D(A)) un opérateur m-dissipatif de
domaine dense dans X et soit (S(t))i>0 le semi-groupe sur X engendré par A. Si
xg € D(A) alors la solution x(t) = S(t)xo du probléeme 1.5

Théoréme 1.5.6. Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
(T'(t))e>0 sur X. Alors, pour tout ug € D(A), u(t) = T(t)ug est l'unique solution
du probléme 1.5.

1.6 Théorie spectrale :

Spectre d’un opérateur : Soit E un espace vectoriel normé sur le corps IK
= (IR ou C).

Définition 1.6.1. Le spectre d’un opérateur A défini sur E est :
o(A) ={\ € K| Uopérateur A — NI n’est pas inversible}. (1.7)

Définition 1.6.2. Soient A : E — E et A € K. St A — A\l n’est pas injectif, alors
on dit que A est une valeur propre de A.

Spectre des opérateurs linéaires bornés : Soit H un espace de Hilbert et
Ae L(H).

Définition 1.6.3. ( Ensemble résolvant).

Soit A € L(H), On dit que \ € C appartient a l’ensemble résolvant de A si A— NI
est une bijection de H dans H, et que (A—NI)~' € L(H) L’ensemble résolvant de
A est noté p(A), c’est-a-dire :

p(A) ={\ e C, A — X inversible}

Définition 1.6.4. (spectre d’un opérateur) :
Soient A € L(H) et A € C, on appelle spectre de l'opérateur A le sous-ensemble
défini par :

g(A) :={A e C: (A— \) nest pas inversible}
= C\p(4)

Un élément o(A) est une valeur spectrale de A.
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Définition 1.6.5. (Valeurs propres et vecteurs propres d’un opérateur) :
Soit A € L(H), le nombre compleze \ est dit valeur propre de A s’il existe un
vecteur x dans H — {0y} (appelé vecteur propre associé a X ), tel que :

(A=X)z =0
Ar = Mz

Définition 1.6.6. (La résolvante) :
Soit A € L(H), pour tout A\ € p(A), on définit la résolvante de A au point A
par :

Ry(A) = (M — A)7!
La résolvante Ry(A) est simplement notée Ry s’il n’y a pas d’ambiguité sur A.

Remarque 1.6.1.
1.0(A)uUp(A) =C.
2. c(A)Np(A) =0.

Définition 1.6.7. (Ponctuel spectre) On appelle spectre ponctuel de A L’en-
semble des valeurs propres de A, noté o,(A) tel que :

op(A) ={X € €/ | A— X non injectif}. (1.8)

Définition 1.6.8. (Spectre continu) On appelle spectre continu de A et on note
par o.(A), Uensemble

o.(A) ={\ e C/ | A— A injective et Im(A — \I) & Im(A — \I) = H}

Définition 1.6.9. (Spectre résiduel) On appelle spectre résiduel de A et on note
par o.(A), Uensemble

0.(A) ={N € a(A) | A— A injective et Im(A — \I) # H}
Définition 1.6.10. Le spectre o.(A) est le réunion disjointe de trois ensembles :

o0(A) =0,(A)Uoc.(A)Uo.(A)



Chapitre 2

Existence et stabilisation de
I’équation de chaleur :

Dans ce chapitre on va considérer I’équation de la chaleur dont 'existence et
le comportement asymptotic sont bien connu dans la littérature et elle est donnée
par

ur — Au=0 Sur  (0,400) x €,
u=0 Sur (0, 400) x 09, (2.1)
u(z,0) = up(x) Sur Q.

Ot 2 C IR" est ouvert borné au moins de classe C2. On commence & prime abord
par un lemme qui révéle I’énergie associe au systéme (2.1)

Lemme 1. Supposons que u atteint la régularité requise pour le systéme (2.1),
alors la formule de son énergie est donnée par

£)=3 llulf. (22

De plus
E't)=—Vuls. (2.3)

Démonstration. On prend le produit scalaire dans L?(Q) Péquation (2.1); par @

on aura
/utﬂ— / Aut = 0. (2.4)
Q Q

Par une application des formules de Green dans le terme de droite est la différen-
tiation du produit scalaire sur le terme de gauche on obtient

1d [, ,
= u=0. 2.
Zdt/g\u] +/QVuVu 0 (2.5)

20



CHAPITRE 2. EXISTENCE ET STABILISATION DE L’EQUATION DE CHALEUR :21

De léquation (2.5) on obtient
1
EW) =3 llul et &) =—1]Vuls.

Ceci achéve la démonstration de notre lemme. ]

2.1 L’existence globale

Dans cette partie on a pour objective d’étudier 'existence des solutions du
systéme (2.1), est ceci sera une conséquence de la théorie des semi groupe, est
pour y-arrivez on va préciser I’espace de Hilbert dans lequel on travaille.

On prend H = L*(Q2) muni de son produit scalaire < u,v >y= [ wvdz, 'éspace

Q
‘H s’appelle I'éspace de I’énergie.

Posons Au = Au, et on prend comme domaine
D(A) ={ueHlue H*(Q)NH;(Q)}. (2.6)

Avec les notations précédentes on peut récrire le systéme (2.1) en un probléme de
Cauchy abstrait comme suit
{ Uy = AU, (2 7)

On va énoncer le théoréme d’existence suivant

Théoréme 2.1.1. (Ezistence et unicite)

1. Supposons que ug € H, alors systéme (2.1) admet une unique solution
u € CO(RT; H).
2. Supposons que ug € D(A), alors systeme (2.1) admet une unique solution
Uec CORY; D(A)) N CHRT; H).
Remarque 2.1.1. On pourrai procéder a un effet de régularisation de notre solu-
tions par prendre des données initial mieux réguliere.

Démonstration. Pour prouver le théoréme précédent on va utiliser un équivalent
du théoréme de (Hille-Yosida) qui est (Lummer-Philips) est qui consiste a prouvé
que A est maximal et monotone, la preuve se divise en trois partie

Partie 1 :Monotonicité Cette partie montre que Re (Au,u),, <0, et don on a

(Au,u)y, :/QAuﬂdx. (2.8)
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On applique la formule de Green dans le membre de droit et on prend la partie
réel de I’équation (2.8) pour aboutir a

Re (Au,u),, = E'(t) = — || Vu [2< 0.

Ce qui achéve la premiére partie.
Partie 2 : Maximalité Cette partie a pour objectif d’étudie I’équation suivant

(M — A= f. (2.9)

Avec A € R, u € D(A) et f € H, pour le faire on prend w € H} () et multiplions
I'équation (2.9) par w, intégrer sur ) et obtenir

3 o= [ sww= | ro (2.10)

Par la formule de Green on obtient

/uw—l—/Vqu—/fw (2.11)

On peut récrire I’équation (2.11) de la maniére suivante
B(u,w) = L(w), (2.12)

avec B : H} () x Hj(2) — C est une forme sesquilinéaire donnée par

B(u,w):)\/uw—/AuE,
Q 0

et L£: Hy(Q) — € est une forme antilinéaire donnée par

- [ ra.

Pour pouvoir appliquer le lemme de Lax-Milgram il reste a montrer que B(u, w)
est coercive.
Coercivité de B Soit u € Hj ()

B(u,u) =X [ uwu+ [ VuVau

“ ¥ 2.1
=M w2 T Vu Pz O g+ u ) B
>l

Avec C' = min{1, \}.

Maintenant on fait appelle au lemme (Lax-Milgram) pour affirmer Iexistence de
u € H}(Q) et par la régularité des équation elliptique Théoréme 1.1.3 on obtient
u € D(A), et ceci achéve la maximalité de A.

Partie 3 : Existence Globale Le Théoréme 2.1.1 est la conséquence de la com-
binaison des deux précédentes parties et 'application du théoréme de (Lummer-
Philips), la preuve est achevée. O
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2.2 Stabilité :

Apreés avoir traiter la question de l'existence il devin naturel de se poser la
question suivant :
La solution est-elle stable ? (au sens préciser dans le chapitre 1) est si c’est le cas
de quelle maniére tendra-t-elle vers son point d’équilibre.

2.2.1 Stabilité forte :

On commence par une réponse positive de la question précédente et on établie
le théoréme suivant

Théoréme 2.2.1. Le Cy-semigroup e est fortement stable dans H ; i.e, pour
tout up € H, la solution du systeme (2.1) satisfait

lim ||e™ug|l% = 0.
t—r00

Pour prouver que le semi-groupe (et“‘l)tzg est fortement asymptotiquement
stable, on va faire apple au théoréme de Arendt-Batty|2] and Lyubich-Vu[12] pour

les espaces de Hilbert . Le théoréme 2.2.1 se déduit du lemme suivant

Lemme 2. Soit A lopérateur définie précédemment, alors
1. A n’a pas de valeurs propres dans iIR
2. iIR C p(A)
3. A est compact

Démonstration. La partie (3) du lemme se déduit des injection compact de Sobolev
donc il reste a montrer les deux premiére partie.

Montrons que A n’a pas de valeurs propres dans IR, on va argumenter par absurde.
Supposons que ce dernier admet un élément dans IR et soit A € R, par définition
d’une valeurs propre on a

iAu —Au =0 (2.14)

Avec 0 # u € D(A). On prend la partie réel du produit scalaire dans H de
I'équation (2.14) par u on aura

0 = Re (idu— Au,u),, = Re(iM||ul)3 — (Au,u),) = || Vul3 (2.15)

On fait appel a l'inégalité de Poincaré(1.3) pour aboutir a v = 0 dans H}(Q) ce
qui est absurde a I’hypothése de départ.
Montrer que iR C p(.A) revient a étudier I’équation suivant

(i — A)u = f. (2.16)
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Avec A € R, u € D(A) et f € H, pour le faire on prend w € Hj () et multiplions
I'équation (2.9) par w, intégrer sur €2 et obtenir

i [~ [ sww = [ ro (2.17)

Par la formule de Green on obtient

i)\/Qu@—l—/QVqu:/wa (2.18)

On peut réécrire I'équation (2.18) de la maniére suivante
B(u,w) = L(w), (2.19)

avec B : H}(Q) x H}(Q) — C est une forme sesquilinéaire donnée par

B(u,w):i/\/u@—/Au@,
Q Q

et L£: H}(Q) — € est une forme antilinéaire donnée par

Liw) = / /.

Pour pouvoir appliquer le lemme de Lax-Milgram il reste a montrer que B(u, w)
est coercive.
Coercivité de B Soit u € Hy(Q)

ReB(u,u) — R 'A/ —+/vv-)
eB(u,u) el Quu i uVa (2.20)

= Vu P

Pour les mémes argument, dans la partis de I'existence, on peut garantir 1’existence
de u € Hj(Q) et par la régularité des équation elliptique Théoréme 1.1.3 on obtient
u € D(A), et ceci achéve la preuve de lemme.

[]

Démonstration. La partie (1) du lemme 2 garantie la premiére condition du théo-
réme 2.2.1 donc reste a déduire le deuxiéme, mais on a iR C p(A) ce 1a veut dire
que iR N o(A) = () et donc ce dernier est dénombrable. Tout les condition du
théoréme précité son vérifier, ce qui fait fin a la démonstration. m
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2.2.2 Stabilité exponentielle

Cette partie porte réponse a la deuxiéme question posée a l'introduction de ce
chapitre et donne le théoréme suivant

Théoréme 2.2.2. Le Cy-semi-groupe de contractions générer par A est exponen-
tiellement stable.

Démonstration. Pour démontrer le théoréeme 2.2.2 il faut remplir les deux condi-
tions du théoréme ?? mais (?77) elle est remplie par le lemme 2 donc il reste a
prouvé (??) qui n’est autre que I’étude de I’équation de la résolvante. Soit f € H,
il existe u € D(A) tel que

(AN — A)yu=f. (2.21)

On prend la partie réel du produit scalaire dans H de 1’équation (2.21) par u et
par l'intermédiaire de I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

[Vul|3 = Re (idu — Au,u),, = Re (f, u)y,

2.22
< 1 lllhulle (222)
Par l'intermédiaire de I'inégalité de Poincaré on obtient
[ullse < C|[ 2. (2.23)
Avec C une constant générique. I’équation (2.21) est équivalente a
(A — A7 f = (2.24)
est par suite ’équation prend la forme
1GAT = A) 7 flle < Cllfllee (2.25)

Cette derniére inégalité remplie la condition (?77?) est le théoréme s’achéve. O



Chapitre 3

Existence et stabilisation de
I’équation des ondes :

Dans ce chapitre on va considérer I’équation des Ondes dont l'existence et le
comportement asymptotic sont bien connu dans la littérature et elle est donnée
par

Uy — Au+u =0 Sur (0, +00) X Q,
u=0 Sur (0, +00) x 01, (3.1)
u(z,0) = ug(x),us(x,0) = uy(z) Sur Q,

Ot  C IR” est ouvert borné au moins de classe C2. On commencé & prime abord
par un lemme qui révéle I’énergie associée au systéme (3.1)

Lemme 3. Supposons que u atteint la régularité requise pour le systéme (3.1),
alors la formule de son énergie est donnée par

1 1
£t =5 w3 +5 | Vu 3 (32)
De plus
Et)=—luls. (3.3)

Démonstration. On prend le produit scalaire dans L*(Q) x H} (Q) I'équation (3.1);

par u; on aura
Q Q Q

Par une application des formules de Green dans le terme de droite est la différen-
tiation du produit scalaire sur le terme de gauche on obtient

1d
Q Q Q

26
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De léquation (3.5) on obtient
1
EM) = 5(lucllz + 1 Vul) et () =—llu -

Ceci achéve la démonstration de notre lemme. OJ

3.1 L’existence globale

Dans cette partie on a pour objective d’étudier 'existence des solutions du
systéme (3.1), et ceci sera une conséquence de la théorie des semi groupes, est
pour y-arrivez on va préciser I’espace de Hilbert dans lequel on travaille.

On prend H = H}(Q) x L?(Q2), muni de son produit scalaire pour U = (u,v)? € H
et U= (w0 eH

< U, U >y= / VuVudr + / voda.
Q Q
I’éspace H s’appelle I'éspace de I'énergie.

On procéde a un processus de réduction d’ordre on choisissons v = u;, X = (u,v)?
pour réécrire le systéme (3.1) en un probléme de Cauchy abstrait comme suit

{ f((ﬁ ;4))(50. (36)
Avee Xo = (ttg, ) et A est Topérateur

A:D(A) CH - H. (3.7)

Définie par :
AX = ( Au“_v ) . (3.8)

De domaine

) .

D(A) = {(u,v)T €M U“;;é (gs) M Ho (2); } | (3.9)

On va énoncer le théoréme d’existence suivant

Théoréme 3.1.1. (Ezistence et unicité)

1. Supposons que ug € H, alors systéme (3.1) admet une unique solution

uc CORT;H)
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2. Supposons que ug € H, alors systéme (3.1) admet une unique solution
Ue CORY; D(A) N CHRT: H).

Remarque 3.1.1. On pourrai procéder a un effet de régularisation de notre solu-
tions par prendre des données initial mieux réguliere.

Démonstration. Pour prouver le théoréme précédent on va utiliser un équivalent
du théoréme de (Hille-Yosida) qui est (Lummer-Philips) est qui consiste a prouvé
que A est maximal et monotone, la preuve se divise en trois partie

Partie 1 :Monotonicité Cette partie montre que fe (AU,U),, <0, et don on a

(AU, U)y, /VUVudI+/(Au—v)de. (3.10)
Q

On applique la formule de Green dans le membre de droit et on prend la partie
réel de I’équation (2.8) pour aboutir a

Re (AU,U),, = E'(t) = — || v [|’<0.

Ce qui achéve la premiére partie.
Partie 2 : Maximalité Cette partie a pour objectif d’étudie ’équation suivant

Au—v=f;
(M -AU=F < avec U = (u,v)" etF = (fy, f2)"
M—Au+v=fy
(3.11)
Avec A € R, U € D(A) et F € H, pour le faire on prend w € H}(Q) et multiplions
I'équation (3 11), par w, intégrer sur €, la considération de (3.11); et obtenir

(A + ) /uw /Auw—/f2w+ (A+1) /flw (3.12)

Par la formule de Green on obtient

()\2+)\)/Qum—/QVqu:/Qfngr()\Jrl)/Qflw. (3.13)

On peut réécrire I’équation (3.13) de la maniére suivante
B(u,w) = L(w), (3.14)

avec B : H} () x H}(2) — C est une forme sesquilinéaire donnée par

B(u,w) = ()\2+)\)/Quw—/QVuV@,
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et £: Hy(Q) — € est une forme antilinéaire donnée par

£(w):(>\+1)/ﬂf@+/§2f2w.

Pour pouvoir appliquer le lemme de Lax-Milgram il reste a montrer que B(u,w)
est coercive.
Coercivité de B Soit u € Hy ()

B(u,u) :(A2+>\)/uu+/gvuvu
_ (24 ) yu|2+/|w2

Q Q
= (N + Nullz + [Vul3
> C(||ull3 + [Vul)3)
> Cllull g

(3.15)

Avec C' = min {1, \* + A}.

Maintenant on fait appelle au lemme (Lax-Milgram) pour affirmer I'existence de
u € H}(Q) et par la régularité des équation elliptique Théoréme 1.1.3 on obtient
u € D(A), et ceci achéve la maximalité de A.

Partie 3 : Existence Globale Le théoréme 3.1.1 est la conséquence de la com-
binaison des deux précédente parties et I'application du théoréme de (Lummer-
Philips), la preuve est achevé. O

3.2 Stabilité :

Aprés avoir traité la question de D'existence il devin naturel de se poser la
question suivante :
La solution est-elle stable ? (au sens préciser dans le chapitre 1) est si c’est le cas
de quelle maniére tendra-t-elle vers son point d’équilibre.

3.2.1 Stabilité forte :

On commence par une réponse positive de la question précédente et on établie
le théoréme suivant

Théoréme 3.2.1. Le Cy-semigroup e est fortement stable dans H ; i.e, pour
tout ug € H, la solution du systéme (3.1) satisfait

lim ||e™
t—o0

ugll = 0.
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Pour prouver que le semi-groupe (etA)tZO est fortement asymptotiquement

stable, on va faire apple au théoréme de Arendt-Batty[2] et Lyubich-Vu[12]| pour
les espaces de Hilbert . Le théoréme 2.2.1 se déduit du lemme suivant

Lemme 4. Soit A l'opérateur définie précédemment, alors
1. A n’a pas de valeurs propres dans iIR
2. iIR C p(A)
3. A est compact

Démonstration. La partie 3 du lemme se déduit des injections compacts de Sobolev
donc il reste & montrer les deux premiéres parties.

Montrons que A n’a pas de valeurs propres dans IR, on va argumenter par absurde.
Supposons que ce dernier admet un élément dans IR et soit A € R, par définition
d’une valeurs propre on a

AU — AU =0 (3.16)
Ceci est équivalent a
iAu —ov =0,
{ iAv— Au+v =0, (3.17)

avec 0 # U € D(A). On prend la partie réel du produit scalaire dans H de
'équation (3.16) par u on aura

0= Re (iIAU — AU, U}, = Re(A|U |l — (AU, U)y,) = |lv]]3 (3.18)

donc v = 0.

De Eq.(3.17)y et l'inégalité de Poincaré pour aboutir & v = 0 dans H}(Q) d’ou
U = 0 ce qui est absurde a I'hypothése de départ.

Montrer que iR C p(.A) revient a étudier I’équation suivant

(iN — A)U = F. (3.19)
Ceci est équivalent a
Au—v=f;
{ AW —Au+v=f (3.20)

avec A € R, U = (u,v)T € D(A) et F = (f1, fo)7 € HE, pour le faire on prend
w € H(Q) et multiplions I'équation (3.20) par w, intégrer sur Q et de I'équation
(3.20) on obtenir

—)\Q/Quw—/QAuw+i/\/Quw:/Qfgw+(i>\+1)/gf1w. (3.21)
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Par la formule de Green on obtient

—Az/gzuw—l—/QVuV@—i-i/\/Quw:/Qfgw—i-(i/\—i—l)/gflw. (3.22)

Le signe - nous prive d’utiliser (Lax-Milgram), mais on peu utiliser un autre outils
qui est le Lemme On peut récrire I’équation (3.22) de la maniére suivante

By (u, w) + By(u, w) = L(w), (3.23)

avec By : L*(Q) x L*(Q)) — C et By : H}(Q) x H}(Q) — C deux une forme

sesquilinéaire coercive donnée par

By (u,w) = —)\2/MD,

Q

Bg(u,w):/Vqu+i>\/uw.
Q Q

et L: Hy(Q) — € est une forme antilinéaire donnée par

E(w):/Qfngr(i)\%—l)/Qflw.

On a linjection H}(Q2) — L*(Q) est compact et dense par le théoréme 1.1.1 donc
par le Lemme ?? .Supposons que I’équation(3.23) n’admet pas de solution, ceci
veut dire qu’elle admet une solution non-triviale pour £ = 0, mais pour w = u on
obtient

=N w2+ Va |P= —id [ u )? (3.24)

On déduit que u = 0 dans H}(Q) ce qui implique que A admet une valeur propre
purement imaginaire et contredit la partie 1, d’ou le résultat. Pour les mémes
argument, dans la partis de l'existence, on peut garantir l'existence de u € Hj ()
et par la régularité des équation elliptique Théoréme 1.1.3 on obtient v € D(.A),

et ceci achéve la preuve de lemme.
]

Démonstration. La partie (1) du lemme 4 garantie la premiére condition du théo-
réme 77 donc reste a déduire le deuxiéme, mais on a iR C p(A) ce la veut dire que
iRNo(A) = 0 et donc ce dernier est dénombrable. Tout les condition du théoréme
précité son vérifier, ce qui fait fin a la démonstration. n
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3.2.2 Stabilité exponentielle

Cette partie porte réponse a la deuxiéme question posé a l'introduction de ce
chapitre es donne le théoréme suivant

Théoréme 3.2.2. Le Cy-semi-groupe de contractions générer par A est exponen-
tiellement stable.

Démonstration. Pour démontrer le théoréme 3.2.2 il faut remplir les deux condi-
tions du théoréeme mais elle est remplie par le lemme 4 donc il reste a prouvé
qui n’est autre que l'étude de I’équation de la résolvante. Soit F' € H, il existe
U e D(A) tel que

(iNT — A)U = F. (3.25)
Ceci est équivalent a
AU —v = f
{ A —Au+v=f (3.26)

On prend la partie réel du produit scalaire dans H de 1'équation (3.25) par U et
par l'intermédiaire de I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

V]2 = Re (AU — AU, U),, = Re (F,U),,

3.27
< CIFIllT e (3:27)

Multiplions Eq.(3.26), par @ et intégrant sur €2 on obtient

—/Qv(z')\u)—/QAuﬂ+/Qvﬂ:/Qf2E (3.28)

Par I'application de la formule de Green et considération de Eq.(3.26); on obtient

IVl = / for + oll2 + / ofi - / v (3.20)
Q Q Q

On applique l'inégalité Cauchy-Schwarz, I'inégalité (1.1) dans Eq.(3.28) et Eq.(3.27)
on obtient

IVall = / foi + [oll2 + / ofi - / v

Q Q Q
< fellzlfullz + L Allzllo ]l + lull2llollz + [lv]l2 (3.30)
< ClUNwllE e+ U121
< ellUl3 + ()| Fll3-

Des équations Eq.(3.27) et Eq.(3.30) et pour € assez petit on obtient
1Ull3 < ClIF (3.31)
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Avec C une constant générique. I’équation (3.25) est équivalente a
(AT — A)'F=U. (3.32)
Est par suite I’équation prend la forme
IGAZ — A)7'Flla < C|IF |l (3.33)

Cette derniére inégalité remplie la condition (?7?) est le théoréme s’achéve. ]



Chapitre 4

Existence et stabilisation de
I’équation de Petrovsky :

Dans ce chapitre on va considérer I’équation de Petrovsky dont I’existence et
le comportement asymptotique.et elle est donnée par

uy + A%u — Au; =0 dans (0, +00) x £,
u=0,u=0 sur (0,400) x 09, (4.1)
u(0) = up,us(0) =u;  dans Q.

avec {2 un ouvert borné non vide dans R"(n € N*) de frontiére I' au moins de
classe C*. On commence & prime abord par un lemme qui révéle I’énergie associe
au systéme (4.1)

Lemme 5. Supposons que u atteint la régularité requise pour le systéme (4.1),
alors la formule de son énergie est donnée par

£t) = 50 e I3 + 1| Au ). (1.2

De plus
E't) =~ Vu 3. (4.3)

Démonstration. On prend le produit scalaire dans (HZ(2) x 2(€)) I'équation (4.1),

par w on aura
/ﬂutt + /ﬂAQU — /ﬂAut =0 (4.4)

Par une application des formules de Green dans le terme de droite est la différen-
tiation du produit scalaire sur le terme de gauche on obtient

1d , 1d
el —— | |Au)? = — 4.5
M/mw +2dt/r e (4.5)
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De ’équation (4.5) on obtient
1
E) =5l ullz + 1 Aullz), et €)=~ Vuulz.

Ceci achéve la démonstration de notre lemme. OJ

4.1 L’existence globale

Dans cette partie on a pour objective d’étudier 'existence des solutions du
systéme (4.1), est ceci sera une conséquence de la théorie des semi groupe, est
pour y-arrivez on va préciser I’espace de Hilbert dans lequel on travaille.

On prend H = HZ(Q) x L?(Q2), muni de son produit scalaire pour U = (u,v)? € H
et U= (w0 eH

< U, U >q = / Auludx + / vodz.
Q Q
I’espace H s’appelle 'espace de I'énergie.

On procéde a un processus de réduction d’ordre on choisissons v = u;, X = (u,v)?
pour réécrire le systéme (4.1) en un probléme de Cauchy abstrait comme suit

{ f((ﬁ ;4))(50. (4.6)
Avec Xy = (ug,u;) et A est Popérateur

A:DA) CH—H. (4.7)

Définie par :
AX = ( B Azu“+ Au ) . (4.8)

De domaine

4 2 .

D(A) = {(u,v)T €M UUEEI% (gs) N Hg(€); } | (4.9)

On va énoncer le théoréme d’existence suivant

Théoréme 4.1.1. (Ezistence et unicité)

1. Supposons que ug € H, alors systéme (3.1) admet une unique solution

uc CORT;H)
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2. Supposons que uyg € D(A), alors systéme (3.1) admet une unique solution
Ue CORY; D(A) N CHRT: H).

Remarque 4.1.1. On pourrai procéder a un effet de régularisation de notre solu-
tions par prendre des données initial mieux réguliere.

Démonstration. Pour prouver le théoréme précédent on va utiliser un équivalent
du théoréme de (Hille-Yosida) qui est (Lummer-Philips) est qui consiste a prouvé
que A est maximal et monotone, la preuve se divise en trois partie

Partie 1 :Monotonicité Cette partie montre que e (AU, U),, <0, et don on a

AvAudr + /(A2u + Av)vdz. (4.10)
Q

Ay, = [

Q

On applique la formule de Green dans le membre de droit et on prend la partie
réel de I’équation (4.10) pour aboutir a

Re (AU, U),, =E&'(t) = — || Vv 1°< 0.
Ce qui achéve la premiére partie.

Partie 2 : Maximalité Cette partie a pour objectif d’étudie I’équation sui-
vant

Au—v=f;
N -AU=Y < avec U = (u,v)" etY = (y1,10)"
Au+ A% — Av = fy
(4.11)

Avec A € R, u € D(A) et Y € H, pour le faire on prend w € HZ(2) et multiplions
I'équation (4.11), par w, intégrer sur €2, la considération de (4.11); et obtenir

)\2/uﬁ)+/A2uw—)\/Au1D:/y2w+>\/y1w—/Aylu‘) (4.12)
Q Q Q Q Q Q

Par la formule de Green on obtient

/\2/uw+/Aqu+/\/Vu~Vw:/y2w+)\/y1w—|—/Vy1-Vw (4.13)
Q Q Q Q Q Q

On peut réécrire I'équation (4.13) de la maniére suivante

B(u,w) = L(w), (4.14)
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avec B : Hi x Hi — C est une forme sesquilinéaire donnée par

B(u,w):X"/uw+/Aqu+>\/vuvw
Q Q Q

et £: H3(Q) — € est une forme antilinéaire donnée par

L(w) :/ngw—i—/\/ﬂylw—i-/QVme.

Pour pouvoir appliquer le lemme de Lax-Milgram il reste a montrer que B(u,w)
est coercive.
Coercivité de B Soit u € HZ(Q)

B(u,u):)\2/uﬂ+/AuAﬂ+)\/Vu-Vﬂ
Q Q Q
=M P+ 1] Aw |* + || Vu |f?

>

Avec C' = min{1, \, A\*}.

Maintenant on fait appelle au lemme (Lax-Milgram) pour affirmer I'existence de
u € H2(Q) et par la régularité des équation elliptique Théoréme 1.1.3 on obtient
u € D(A), et ceci achéve la maximalité de A.

Partie 3 : Existence Globale Le théoréeme 4.1.1 est la conséquence de la com-
binaison des deux précédente parties et I'application du théoréme de (Lummer-
Philips), la preuve est achevé. O

4.2 Stabilité :

Aprés avoir traiter la question de l'existence il devin naturel de se poser la
question suivant :
La solution est-elle stable ?

4.2.1 Stabilité forte :

On commence par une réponse positive de la question précédente et on établie
le théoréme suivant

Théoréme 4.2.1. Le Cy-semigroup e est fortement stable dans H ; i.e, pour
tout ug € H, la solution du systéme (2.1) satisfait

lim ||e™ugl% = 0.
t—r00
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Pour prouver que le semi-groupe (etA)tZO est fortement asymptotiquement

stable, on va faire appel au théoréme de Arendt-Batty|2] et Lyubich-Vu[12]| pour
les espaces de Hilbert . Le théoréme 4.2.1 se déduit du lemme suivant

Lemme 6. Soit A l'opérateur définie précédemment, alors
1. A n’a pas de valeurs propres dans iIR
2. iIR C p(A)
3. A est compact

Démonstration. La partie (3) du lemme se déduit des injection compact de Sobolev
don il reste a montrer les deux premiére partie.

Montrons que A n’a pas de valeurs propres dans IR, on va argumenter par absurde.
Supposons que ce dernier admet un élément dans IR et soit A € R, par définition

d’une valeurs propre on a
AU — AU =0 (4.15)

Ceci est équivalent a

{Mu—v:O (4.16)

i+ A%u— Av =10
Avec 0 # U € D(A). On prend la partie réel du produit scalaire dans H de
I'équation (4.15) par u on aura

0 = Re (idu— Au,u),, = Re(iM|u]3 — (Au,u),) = || Vo3 (4.17)

donc v = 0.

De Eq.(3.17)3 et l'inégalité de Poincaré pour aboutir a v = 0 dans H3(Q) d’ou
U = 0 ce qui est absurde a I'hypothése de départ.

Montrer que iR C p(.A) revient a étudier I’équation suivant

(iN — A)U = F. (4.18)
Par équivalence on écrit
AU —v=f;
{ i+ A% — Av=f, (4.19)

Avec A € R, U = (u,v)! € D(A) et F = (f, f2)! € H, pour le faire on prend
w € HF(Q) et multiplions 1'équation (4.19), par w, intégrer sur ) et de I'équation
(4.19); on obtenir

—A2/uu‘;+/A2uw—z'>\/Auw—/fﬂﬂA/f@—/Af@. (4.20)
Q Q Q Q Q Q
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Par la formule de Green on obtient

—A2/uw+/Aqu+iA/Vqu:/fmﬂA/f@—/Vfle. (4.21)
Q Q Q Q Q Q

Le signe - nous prive d’utiliser (Lax-Milgram), mais on peu utiliser un autre outils
qui est le Lemme ?7. On peut réécrire 'équation (3.22) de la maniére suivante

By (u, w) + By(u, w) = L(w), (4.22)

avec By : L*(Q) x L*(Q)) — C et By : HZ(Q) x H3(Q) — C deux une forme

sesquilinéaire coercive donnée par

By (u,w) = —)\2/MD,

Q

Ba(u, w) :/AUAUH—M/VUVUJ.
0 Q

et £: Hy(Q) — Cest une forme antilinéaire donnée par

L(w) :/Qfgwﬂ')\/ﬂflw—/QVflvw.

On a l'injection H}(Q) — L%*() est compact par le théoréme 1.1.1 donc par le
Lemme ?? supposons que I’équation(3.23) n’admet pas de solution, ceci veut dire
qu’elle admet une solution non-triviale pour £ = 0, mais pour w = u on obtient

N u|)? + ]| Au ||*= =i || Vu ||*. (4.23)

On déduit que u = 0 dans H3(Q) ce qui implique que A admet une valeur propre
purement imaginaire et contredit la partie 1, d’ou le résultat. Pour les mémes
argument, dans la partis de l’existence, on peut garantir existence de u € HZ(Q)
et par la régularité des équation elliptique Théoréme 1.1.3 on obtient u € D(A),
et ceci achéve la preuve de lemme.

]

Démonstration. (Théoréme 4.2.1) La partie (1) du lemme 2 garantie la premiére
condition du théoréme ?? donc reste a déduire le deuxiéme, mais on a iR C p(A)
ce la veut dire que iR N o(A) = () et donc ce dernier est dénombrable. Tout les
condition du théoréme précité son vérifier, ce qui fait fin a la démonstration. [
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4.2.2 Stabilité exponentielle

Cette partie porte réponse a la deuxiéme question posée a l'introduction de ce
chapitre es donne le théoréme suivant

Théoréme 4.2.2. Le Cy-semi-groupe de contractions générer par A est exponen-
tiellement stable.

Démonstration. Pour démontrer le théoréme 4.2.2 il faut remplir les deux condi-
tions du théoréme ?? mais (??) elle est remplie par le lemme 6 donc il reste a
prouvé (?77?) qui n’est autre que I’étude de I’équation de la résolvante. Soit F' € H,
il existe U € D(A) tel que

(iNT — A)U = F. (4.24)
Ceci est équivalent a
Au—v=f;
{ iAv+ A%u — Av = fy (4.25)

On prend la partie réel du produit scalaire dans H de 1'équation (4.24) par U et
par l'intermédiaire de I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

V0|2 = Re (iIAU — AU, U),, = Re (F,U),,

4.26
< F Ul (4.26)

Multiplions Eq.(4.25), par @ et intégrant sur €2 on obtient

—/Qv(iAu)jL/QAQW—/QAW:/Qfﬁ (4.27)

Par I'application de la formule de Green et considération de Eq.(3.26); on obtient

||Au||§:/fgﬂ+||v||%+/vﬁ—/VvVﬂ (4.28)
Q Q Q

On applique 'inégalité Cauchy-Schwarz, I'négalité (1.1) dans Eq.(3.28) et Eq.(3.27)
on obtient
18ulg = [ g+ lolg+ [ o~ [ vova
< Iloll2 + 1 llel + IVaull + [IVoll + LA 1wl (4.29)

< CIU|wll Fllw + U1 IF I,
< €| U1l + (@I FIl3-

Des équations Eq.(4.26) et Eq.(4.29) et pour € assez petit on obtient
1Ull3 < ClIF (4.30)
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Avec C une constant générique. I’équation (4.24) est équivalente a
(AT — A)'F=U. (4.31)
Est par suite I’équation prend la forme
IGAZ — A)7'Flla < C|IF |l (4.32)

Cette derniére inégalité remplie la condition (?7?) est le théoréme s’achéve. ]



Conclusion

Ce mémoire est consacré a ’étude de 'existence globale et la stabilisation de
I'équation des ondes linéaire Etant donné un systéme vibrant ( par exemple une
corde), on mesure & tout instant t les vibrations a 1’aide de I’énergie qu’on note
E(t).

On suppose que ce systéme est soumis a un terme d’amortissement qui fait dé-
croitre I’énergie.

Notre probléme est de déterminer le comportement asymptotique de I'énergie :
étudier sa limite (c’est-a-dire chercher le cas ou cette limite est nulle) pour donner
une estimation de la vitesse de décroissance de ’énergie vers zéro.

Tout cela dépend des hypothéses sur le terme d’amortis- sement. Divers aspects de
ce probléeme ont été étudiés par de nombreux mathématiciens ces derniéres années
sous diverses hypothéses sur le terme d’amortissement, des propriétés de stabilité
forte.
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