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Introduction

L’étude des équations intégrales, Intégro-différentielles et d’autres types
d’équations est généralement simplifiée si elles peuvent étre considérées comme
des équations d’opérateurs dans des espaces de fonctions.

Un choix réussi des espaces garantit des bonnes propriétés des opéra-
teurs dans les équations : continuité, compléte-continuité, différentiabilité,
et autres.

Dans I’étude des opérateurs dans les espaces Ly, Il est naturel de recher-
cher ceux p, q pour lesquels ces opérateurs possédent des propriétés voulues.
La notion de L-caractéristique d’'un opérateur donné devient alors une mé-
thode pratique pour la description et 1’étude des propriétés de ces opérateurs
dans les espaces L, pour divers p.

Notre objectif dans ce mémoire est de donner quelques résultats de base
sur les opérateurs homogénes de type potentiel

les opérateurs homogénes de type potentiel ont été étudiés en détail en
relation avec la théorie des séries de Fourier, la calcul fractionnaire, etc. (On
peut consulter la bibliographie compléte et satisfaisante dans la monographie
de G. Hardy, D. Littlewood et K. G. Polya [2]). Les travaux de base sur la
théorie des opérateurs multidimensionnels de type potentiel sont dus a S.
L. Sobolev [9, 10]. Il a clarifié le role de tels opérateurs dans la théorie des
espaces de fonctions différentiables et dans les problémes aux limites de la
physique mathématique. Les premiers théorémes sur la compacité des opéra-
teurs de type potentiel ont été indiqués par V. I. Kondrashov. Des résultats

importants dans la théorie des opérateurs de type potentiel sont dus & V.
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P. Ilin |3, 5] et & d’autres auteurs. La technique utilisée dans ce paragraphe
pour appliquer les théorémes de Stein-Weiss [8] & 1’étude de certaines classes
d’opérateurs de type potentiel est soulignée dans ’article de S. G. Krein et
E. M. Semenov [7]. La preuve du théoréme d’Ilin, présentée en 16, semble

étre nouvelle.



CHAPITRE 1

LES ESPACES LP

L’espace R™ est muni de la mesure de Lebesgue dz. Soit €2 un ouvert de
R™. On désigne par L'(Q) 'espace des fonctions intégrables sur Q a valeurs

dans R. On pose
£ l= [ |#@)da.
Q

On identifie deux fonctions de L'(Q) qui coincident p.p. = presque par-

tout (= sauf sur un ensemble négligeable).
1.1  Quelques résultats d’intégration

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de convergence monotone de Beppo Levi)
Soit (fn) une suite croissante de fonction de L*(Q) telle que sup,, [ f, < occ.

Alors fn(z) converge p.p. sur Q wvers une limite finie notée f(x); de plus

fe LN Q) et ||fu— fllpaq) = 0

Théoréme 1.1.2 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)

Soit (f,) une suite de fonctions de L*(). On suppose que :



1.1. QUELQUES RESULTATS D'INTEGRATION

a)fn(z) = f(z) p.p. sur .
b)il existe une fonction g € L1(Q) telle que pour chaque n, f|fn(x)| < g(z) p.p.
sur 2.

Alors, f € LY(Q) et || fn— f |l;1— 0.

Lemme 1.1.1 (lemme de Fatou) Soit (f,,) une suite de fonctions de L*(£2)
telle que

(1) pour chaque n, f,(x) >0 p.p. sur Q.

(2) sup,, [ fn < oco.

pour chaque x € Q on pose f(z) = lim inf f,,(z) Alors f € L*(Q) et

n—

f < lim inf / fn.

n—o0

Soient Q1 € RM: Qy ¢ R™ des ouverts et soit F : Q; x Qs — R une

fonction mesurable .

Théoréme 1.1.3 (Tonelli) On suppose que

|F(x,y)|dy < oo pour presque tout x € Q.
Q2

FEt que

/ de | |F(z,y)|dy < .
1971 Qo

Alors, F € LY () x Q.
Théoréme 1.1.4 (Fubini) On suppose que F € L' (1 x Q). Alors, pour

presque tout x €

Pla.y) € 14(0) et | Flay)dy € L),

7



1.2. DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES DES ESPACES
Lp

De méme, pour presque tout y € o,
F(z,y) € LL(Q) et / F(z,y)dx € L,}/(Qg).
Qo '

De plus on a,

/ dx F(m,y)dy—/ dy/ F(x,y)dm—// F(z,y)dzdy.
o Joo Qs o Q1 xQ

1.2 Définition et propriétés élémentaires des espaces
P

Définitions
Définition 1.2.1 Soit p € R avec 1 < p < 00; on pose
LP(Q) ={f:Q = R;f mesurable et |f|P € L' (Q)}.

On note

1\p
| £ o= [ /Q \f(x)pdw] .

On vérifiera ultérieurement que || ||1» est une norme.

Définition 1.2.2 On pose

L¥(Q) ={f: Q= R; fmesurable et 3C telle que|f(x)| < C p.p. sur Q}.

On note

I |zee= {inf C;[f(z)| < Cp.p.sur Q}



1.2. DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES DES ESPACES
Lp

On vérifiera ultérieurement que || - ||p est une norme .
Remarque 1.2.1 Si f € L* on a

|f(@)] <|| fllze p-p. sur Q.

En effet il existe une suite Cy, tell que C,, —|| f ||~ et pour chaque
n, |f(x)] < C, p.p sur Q. Donc |f(z)| < C,, pour tout x € Q \ E, avec
E,, négligeable. On pose E = UE” de sorte que E est négligeable et l’on a
|f(x)| < Cy pour tout n et poZr tout x € Q\E. Par conséquent |f(z)| <||
[ llnee pour tout © € Q\E.

Notation. Soit 1 < p < 0o ; on désigne par p' lexposant conjugue de p

+5 =1

1.€.
P

D=

Théoréme 1.2.1 (Inégalité de Holder) Soient f € LP et g€ LY avec

1<p<oco. Alors f.ge L' et

/ gl <l f ool g 1l - (L1)

Démonstration : La conclusion est évidente si p = 1 et si p = oo. Supposons

donc que 1 < p < oo . Rappelons I'inégalité de Young

1 1.
abg—ap+—/bp Ya >0, Vb > 0.
p p

La démonstration de cette inégalité est simple : la fonction log étant concave

sur |0, 00[ on a

1 1. 1 1 /
log (—ap—i- —/bp) > —loga? + — logb” = logab.
p p p p

Donc



1.2. DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES DES ESPACES
Lp

1 1 /
@) I g(z) < ];\f(x)|p + 27\9(96)!]” pp € Q.
Il résulte que fg € L' et que
1 P 1 %
|fgl < ’ [ 5 gl - (1.2)

Remplacent dans (1.2) f par Af(A > 0) il vient

A1 1
/!fg < 3 g 1 (1.3)

On choisit A =|| f |71l ¢ ||7£Ip\p (de maniére & minimiser le nombre de

droite dans (1.3)). On obtient alors (1.1).

Remarque 1.2.2 1] convient de retenir une conséquence trés uiile de ’in-
égalité de Holder : soient fi1, fo...fx des fonctions telle que f; € LP(Q2), 1<
1 < k avec

1 1 1

1
=+ — 4. +=<1
p pop2 2

Alors le produit f = fi fo...fx appartient & LP(Q) el

I e <[ follper o S Ml -

En particulier si f € LP(Q) N LI(Q) avec 1 < p < p < o0, alors [ € LP(Q)

pour tout p < r < q et lU'on a linégalité d’interpolation,

_ 1 a 11—«
I F o<l £ 120 f 1" 0n = = P O<a<l). (1.4)
Théoréme 1.2.2 LP(Q)) est un espace vectoriel et || - ||rr est une norme

pour tout 1 < p < oo.

10



1.2. DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES DES ESPACES
Lp

Preuve 1.2.3 Les cas p = 1 et p = oo sont simples. Supposons que 1 < p <

oo et soient f, g € LP(2) . On a

[f (@) + g(2)[" < (1f (@) + g(@)[” < 2°([f (@) + |g() 7).

Par conséquent f + g € LP. D’autre part on a

| f4+gl= /!f+g|p‘1|f+g| </!f+g|”‘1\f|+/|f+g|”‘lg-

Or |f 4 g|P~' € LY et grice a Uinégalité de Holder on obtient

-1 -1
I f+gl<l f+g i Il + 1 f+gl7 gl
ie || f+g <l fllee + 1l gl

Théoréme 1.2.4 (Fischer-Riesz) LP est un espace de Banach pour tout

1 <p< oo

Preuve 1.2.5 1) Supposons d’abord que p = oo. Soit (fn) une suite de

Cauchy dans L>. Etant donné un entier k > 1 il existe Ny, tel que
1
” Jm — [ HLOOS E pour m,n > N.
Donc il existe Ey, négligeable tel que
1
() = Jul@)| < 7 Vo € O\By, ¥, 2 Ny,

Enfin, posant £ = UEk (E est négligeable), on voit que pour tout x € Q\E

k
la suite fp(z) est de Cauchy (dans R). Soit f,(x) — f(x) pour x € Q\F

passant a la limite quand m — oo on obtient
1
|f(x) = fu(x)| < z Vo € Q\E, VYn > Nj.

11



1.2. DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES DES ESPACES
Lp

Donc fe L® et || f—fnllp=< %,Vn > Ny par conséquent, || f— fn ||[pe— 0

2) Supposons maintenant que 1 < p < co. Soit (fy,) une suite de Cauchy
dans L? pour conclure il suffit de montrer qu’une sous-suite extraite converge
dans LP.

On extrait une sous suite (fy,) telle que

1
H f“k+1 - fnk ”LPS 2_k vk > 1.

[On procéde comme suite : Il existe ny tel que || fi, — fo [[Lr< & pour m,n >
ny; On prend ensuite ny > ny tell que || fin — fn ||1r< 71; pour m,n >
ng .etc]. On va montrer que f,, converge dans LP(QY). Pour simplifier les

notations on écrit fi, au lieu de fy, de sorte que l'on a

1
I firr = fie Nl 5 VE > 1. (1.5)
Posant
gn(@) = | fer1(x) — fr(z)].
k=1
Il ment

I gn llp< 1.

On déduit du théoréme de convergence monotone que p.p. sur Q,g,(x) converge
vers une limite finie notée g(x) avec g € LP(w). D’autre part , on a pour

m>n>2

[fn(@) = fo(2)] < | fm(2) = fmn1(@)[+ | foga (@) = fu(@)] < 9(2) — gna(2).

Il en résulte que p.p sur Q, (fn(x)) est de Cauchy et converge vers une limite

12



1.3. REFLEXIVITE SEPARABILITE DUAL DE LP(Q)

notée f(x). On a p.p sur Q

| (x) = fulz)] < g(z) pourn > 2. (1.6)

Il en résulte que f € LP. Enfin || fo(z) — f ||lLp— 0, en effet on a |fn —
f(@)|P = 0 p.p. et |fu(x) — f(2)|P < gP(x) majorante intégrable. On conclut

grace au théoréeme de Lebesgue .

Théoréme 1.2.6 Soient (f,) une suite de LP(Q) et f € LP(Q), tels que
I = f llo— 0.

Alors il existe une sous titre-extraite (fy, ) telle que

a) fn,(x) = f(z) p.p sur Q.

b) |fn, ()| < h(x) VE et p.p surQ, h € LP(Q).

1.3 Reéflexivité Séparabilité Dual de L*(Q)
Dual Topologique

Soit E un espace vectoriel topologique sur le corps K =R ou C.
Le dual topologique E’ de E est le sous-espace de E* (espace dual de E) formé
des formes linéaires continues (il est immédiat que c¢’est bien un sous-espace
vectoriel).

Si I'espace est de dimension finie le dual topologique coincide avec le dual
(algébrique) puisque dans ce cas toute forme linéaire est continue.

Par contre ceci est inexact dans le cas général. Ainsi par exemple envi-
sageons ’espace vectoriel réel D des fonctions dérivables de 'intervalle [0, 1]
dans R muni de la topologie de la norme uniforme n(f) = supgcp 1 |f()|-

Soit alors p la forme linéaire définie par  p(f) = f/(0). Soit par ailleurs

13



1.3. REFLEXIVITE SEPARABILITE DUAL DE LP(Q)

la suite  (fn)n>0 de fonctions de D définie par  f,(z) = (1 — z)". On
constate facilement que lim, .~ f, = 0 (la fonction f, est positive et
maximale pour =z = 1/(n+1)). Mais p(f,) = 1 pour tout n alors que

p(fn) devrait tendre vers p(0) =0si p était continue!

Théoréme 1.3.1 (Théoréme de représentation de Riesz) Soitl < p <

0o et soit 1 € (LP(Q)) . Alors il existe u € L¥ (Q) unique tel que

<w,f>—/uf Vfe LP(Q).
De plus on a

I ull o =l ¥ ey -

Remarque 1.3.1 Le théoréme de représentation de Riesz est trés important.
Il exprime que toute forme linéaire continue sur LP(Q) avec 1 < p < oo
se représente a laide d’une fonction de LP. L’application ¢ — u est un
opérateur linéaire isométrique et surjectif qui permet d’identifier le dual de

LP. On fera systématiquement lidentification :
(LP(Q)) = ¥ ().
Théoréme 1.3.2 Soit ¢ € (L*(Q)).Alors il existe u € L™ unique tel que
<¢,f>:/uf Ve LYQ).

On a de plus

[u =l & lzre) -

Remarque 1.3.2 Le théoréme affirme que toute forme linéaire et continue

sur L' (Q) se représente a Uaide d’une fonction de L (). L’application ¢ —

14



1.3. REFLEXIVITE SEPARABILITE DUAL DE LP(Q)

u. Est une isométrie surjective qui permet d’identifier (L'(Q)) et L>(1).

Dans la suite on fera systématiquement ’identification.

(LY(Q) = L®(9).

Remarque 1.3.3 Le dual de L>(Q) contient L'(Q) (puisque (L*(Q)) =

L>®(2)) et il est strictement plus grand que L'(£2).
Espace réflexif

Soitt X un espace vectoriel normé sur K = R ou C. Il g’injecte "canoni-
quement" dans son bidual topologique par D’application linéaire continue

suivante :

Comme conséquence du théoréme de Hahn-Banach, J est une isométrie et
est donc injective. On dit que X est réflexif si J est surjective, c’est-a-dire
si toute forme linéaire continue sur X’ est de la forme f — f(x) pour un x
de X. Ainsi, tout espace vectoriel normé réflexif est de Banach, puisqu’il est

isomorphe & X" qui est toujours un espace de Banach.

Exemple 1.3.1 Tout espace vectoriel normé de dimension finie, tout espace
de Hilbert.
Les espaces de suite 41, cy, oo ne sont pas réflexifs, comme C([0,1]). On peut

caractériser les espaces réflexifs de la facon suivante :

Théoréme 1.3.3 Soit X un espace vectoriel normé. Les assertions sui-

vantes sont équivalentes :

15



1.3. REFLEXIVITE SEPARABILITE DUAL DE LP(Q)

o X est réflexif.

e La boule unité fermée de X est compacte pour la topologie faible.

e toute suite bornée de X admet une sous-suite faiblement convergente.

o X est complet et son dual (topologique) est réflexif.

o X est complet et toute forme linéaire continue sur X atteint sa norme en
un point de la boule unité fermée de X.

o X est complet et tout conveze fermé non vide C de X est proziminal, ¢’est-
a-dire que pour tout x dans X, il existe dans C' au moins un ¢ (non unique

en général) tel que ||x”¢c|| soit égal & la distance de x o C.

Par ailleurs, les espaces réflexifs vérifient les propriétés suivantes :

Si Y est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace réflexif X alors Y et
X/Y sont réflexifs.
Un espace réflexif est séparable si et seulement si son dual topologique est

séparable.

Théoréme 1.3.4 LP(Q) est réflexif pour 1 < p < oo.
Espace uniformément convexe

Définition 1.3.1 Un espace uniformément convexe est un espace de Banach
tel que, pour tout € > 0, il existe & > 0 pour lequel, pour tout couple (z,y)

de vecteurs,

ol <1, Iyl < vt o —oll 26 — |24 <1-6

Le concept de convexité uniforme a été introduit par James Clarkson.

De maniére intuitive, cela signifie que les boules sont bien arrondies.

16



1.4. THEOREME DE DENSITE

Théoréme 1.3.5 (Milman-Pettis ) Tout espace de Banach uniformément

conveze est réflexif.

Ce théoréme a été prouvé indépendamment par David Milman et Billy James
Pettis.

L’identité du parallélogramme montre que tout espace de Hilbert est
uniformément convexe. Les inégalités de Clarkson permettent de montrer
que les espaces LP(2) pour 1 < p < oo sont uniformément convexes. Plus

précisément :

Théoréme 1.3.6 Soit1 < p < 400 et soit (Q, B, ) un espace mesuré. Pour

tous f,g € LP(Q, 1u) on a

Lf + gllb + 11f = gl < 2 (IF15 + llgllp)
sipe[l,2] et

Lf + g5 + 11 = gllp =2 (IF15 + [lgllp) ,

sip > 2. De plus, st p # 2, on a égalité si et seulement si f et g ont des

supports disjoints.

1.4 Théoréme de densité

Théoréme 1.4.1 (Densité).— L'espace C.(Q2) est dense dans LP(S) pour

1 < p < oo Commengons par une définition et un lemme.

Le tableau suivant récapitule les principales propriétés des espaces LP

rencontrés au 1.3

17



1.5. CRITERE DE COMPACITE FORTE DANS L?

Réflexif | séparable espace dual
I’ 1<p<oo| OUI OUI Lp’
L NON OUI L>
L NON NON contient strictement L'

1.5 Critére de compacité forte dans L?

Il est important de savoir reconnaitre quand une famille de LP(£2) est re-
lativement compacte dans LP({2) pour la topologie forte. Rappelons d’abord
le théoréme d’Ascoli qui répond a la méme question dans C'(K) ou K est un

espace métrique compact.

Théoréme 1.5.1 (Ascoli) Soit K un espace métriqgue compact et soit £ un
sous ensemble borné de C(K). On suppose que R est uniformément équicon-

tinu 1.e

Ve > 035 > 0 texttelqued(zi,x2) < 6 = |f(x1) — f(z2)] <e VfeRK
Alors R est relativement compact dans C(K).

Le théoréme suivant (et son corolaire)sont des versions LP du théoréme d’As-

coli.

Notations
1) On pose (1, f)(z) = f(z + h) (translation de f par h).
2) Soit © C RN ouvert : On dit qu'un ouvert w est fortement inclus dans

et on écrit w CC N si w C € et si W est compact.

18



1.6. AUTRES RESULTATS UTILES

Théoréme 1.5.2 (M.Risez-Frécher-kolmogrov) Soit Q@ ¢ RY un ou-
vert et soit w C §. Soit § un sous-ensemble borné de LP(§2) avec 1 < p < o0.

On suppose que

Ve > 036 >0, § < dist(w,CN) tel que

| Thf — f llr)< € Vh € RN avec |h| < 6 et Vf € F.
Alors §),, est relativement compact dans LP(w).

Corollaire 1.5.1 Soit Q C RY un ouvert et soit § un sous-ensemble borné
de LP(Q2) avec 1 < p < 0.
On suppose que

Ve > 0,Vw CC 2, 36 <0, § < dist(w,CQ) tel que
| 70f — f llzp)< € Yh € RN avec |h| < detVf € §,

Ve > 03w CC Qtelque || f ||} (Q\w) < eVf € F.
Alors § est relativement compact dans LP(S).
Corollaire 1.5.2 Soit G € L*(RY)une fonction fivée et soit

§ =G xB.

ot B désigne un borné de LP(RY) avec 1 < p < oo. Alors S|w est relativement

compact dans LP(w) pour tout ouvert borné w de RY.

1.6 Autres résultats utiles

Théoréme 1.6.1 (Egorov) On suppose que | < co. Soit (f,) une suite

de fonctions mesurables de Q dans R telle que

fu(x) = f(2) p.p sur Q avec |f(x) < oo p.p.

19



1.6. AUTRES RESULTATS UTILES

Alors

Ve >03ACQ mesurable tel que |Q\A| < e

et fn — [ uniformément sur A.

e On a vu que les ensembles bornés de LP(2) sont relativement compacts
pour la topologie o(LP, LP') lorsque 1 < p < co. Par contre L'() n’est pas
réflexif et on peut méme montrer que L!(€) n’est pas un espace dual. Il en
résulte que les bornés de L (2) ne possédent aucune propriétés de compacité
relativement & une topologie faible.

Alors : Quels sont les ensembles de L'(€) qui sont relativement compacts
pour la topologie o (L', L>)?

La réponse est fournie par

Théoréme 1.6.2 (Dunford-pettis) Soit @ C RY un ouvert borné (pour
simplifier). Soit § C L'(Q) un sous-ensemble borné. Alors § est relativement

compact pour la topologie (L', L>) si et seulement si 'on a

Ye>036>0 tel que

/]f<e Vfed et VACQ avec |A|l <.
A
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CHAPITRE 2

OPERATEURS DANS LES ESPACES L?

Pour des raisons techniques, on pose :

Définition 2.0.1

1. Soitp € R avec 0 < p <1,
LP(Q) = {f : Q= R; f mesurable et |f|'/? € L*(Q)}.

On note

I f o= [/Q\f(w)l/f’dx] :

On sait que LP(S2) est un espace de Banach.

2. On pose

LY%(Q) = {f: Q = R; fmesurable et 3C telle que|f(x)| < C p.p. sur Q}.

On note

21



| f llzo= {inf C;|f(z)| < C textp.p.sur Q}

On sait que L°(Q) est un espace de Banach.

Soit A un opérateur concret, Par exemple, Un opérateur intégral
Az(t) :/K[t,&x(s)]ds, (2.1)
Q

Agissant depuis un espace de fonctions, défini sur un ensemble € vers un
espace de fonctions défini, en général, sur un autre ensemble Q*. I’ensemble
L(A;def.) de tous les points {p, ¢} dans le quadrant p, ¢ > 0 tels que 1'opé-
rateur A agit de L, a L, Est appelé la L-caractéristique de I'opérateur A.
11 posséde la propriété importante d’extrapolation : Si {pg,qo} € L(A;def.)

alors

{p, a} € L(A;def.) pour p < po, q = qo.
En effet, si A agit de Ly, & Ly, alors il agira également de I’espace plus
petit L, (p < po) & l'espace plus grand L,(q > qo).

La propriété d’extrapolation implique que la fonction

=E&(p; A;def.) = inf . 2.2
§p) =&y Asdef) = inf g (2:2)

est définie soit sur un semi-intervalle [0, pg[ soit sur un intervalle [0, po]

et est non décroissante. Il est clair que

{{p,a};a>&(p)} € L(Asdef.) € {{p, B}iq 2 &(p)}- (2.3)
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L’ensemble L(A;def.) posséde quelques propriétés simples résultant im-
médiatement de la définition.
1) Pour les L-caractéristiques de deux opérateurs A et B, inclusion

suivante est valide :

L(A +B:def.) D L(A;def.) N L(B; def.). (2.4)

Et donc 'inégalité :
{(p; A+ Bidef.) < max{{(p; Adef.), {(o; Bidef.)}. (2.5)

si £(p; A) # £(p, B) pour tout p, Alors

L(A + B;def.) = L(A;def.) N L(B; def.) (2.6)
2) 1’inégalité suivante est valide :

£(p; Cidef.) < &(p; Asdef.) +&(p; B def.). (2.7)

On C désigne 'opérateur, Défini par la relation Cx = Ax.Bx.
3) Soient A etB deux opérateurs. La L-caractéristique L(AB;def.) contient

I’ensemble de points {p, ¢}, pour lesquels il existe un nombre ~ tel que

{p,7} € L(B;def.), {v,q} € L(A;def.). (2.8)

Ainsi (si £(p; A;def.) est continue & droite)

£(p; ABdef.) = €[€(p; B;def.); A, def]. (2.9)

Il est naturel d’examiner les sous-ensembles de la L-caractéristique L(A; def.),
consistant en des points {p, ¢} tels que 'opérateur A agisse de L, & L, et pos-
séde une propriété supplémentaire fR : continuité, compacité, etc. Ces sous-

ensembles seront désignés par L(A;R) fig(1.2) et seront également appelés
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L caractéristiques de 'opérateur A. Pour la plupart des propriétés étudiées
par la suite, les ensembles L(A;R) posséderont la propriété d’extrapolation.
Comme pour la L-caractéristique L(A;def.), les ensembles L(A;R) dans de

tels cas sont définis essentiellement par des fonctions monotones.

T AGR) = inf .
‘w ) {p,q}EL(A:W)q

I1 est clair que &(p; A;R) = &(p; A; def). Nous étudierons souvent les L-
caractéristiques L(A;cont) et L(A;comp) correspondant aux propriétés de
continuité et de compacité de "opérateur A.

Considérons, a titre d’exemple simple, un opérateur A défini par la rela-

tion

O a(s)est une fonction mesurable. Supposons que a(s) € L. Alors inégalité

de Holder implique que Az(s) et une fonction dans L+, si z(s) € Ly, et

| Az(s) [ly+p <[l als) Iy - [ 2(s) I -

En d’autres termes, la L-caractéristique L(A; cont.) contient I’ensemble des
points {p, ¢}, pour lesquels,q > v + p.

La L caractéristique L(A;cont.) de cet opérateur peut étre compléte-
ment déterminée. Soit 7y tel que a(s) € L pour v > 79, mais a(s) ¢ L,
pour v < . Il n’est pas difficile de voir que dans le cas ot a(s) € L-,, I'en-
semble L(A) = L(A;cont) coincide avec I'ensemble des points {p, ¢}, pour
lesquels ¢ > o+ p, tandis que dans le cas ot a(s) ¢ L~,, L(A) coincide avec

’ensemble des points {p, ¢}, pour lesquels ¢ > o + p.
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2.1. OPERATEURS LINEAIRES CONTINU

La notion de L-caractéristiques a été systématiquement appliquée par de
nombreux auteurs pour fournir une description géométrique des théorémes
d’interpolation pour les opérateurs linéaires. Un certain nombre d’affirma-
tions sur les propriétés générales des L-caractéristiques sont mentionnées

dans larticle de P. P. Zabreiko et M. A. Krasnoselskii [1].

2.1 Opérateurs linéaires continu

Dans ce point, nous rappelons certaines définitions fondamentales concer-
nant les opérateurs linéaires, agissant d’un espace 7 & un autre espace Fbo.

Un opérateur A est linéaire s’il est additif et homogéne :
A(alel + Oélxz) = oa1Ax + asAxs. (210)

Un opérateur linéaire A est continu s’il transforme les suites convergentes
en norme en suites convergentes en norme. Si F; et Eo sont des espaces
de Banach, un opérateur linéaire continu transforme également chaque suite
convergente faiblement en une suite convergente faiblement. Nous attribuons

a un opérateur linéaire continu A sa norme || A4 || :

| All= sup | Az g, . (2.11)

lzllg <1
Les problémes généraux dans la théorie des opérateurs linéaires dans les
espaces de fonctions sont discutés dans de nombreux livres sur l'analyse
fonctionnelle (voir S. Banach [1], L. A. Ljusternik et V. I. Sobolev [1], L.
V. Kantorovic et G. P. Akilov [1], A. Zaanen [3|, E. Hille et R. Phillips [1],
V. L. Smirnov [1]). Veuillez consulter la présentation de ces problémes et la

bibliographie dans N. Dunford et J. T. Schwartz [1].

25



2.1. OPERATEURS LINEAIRES CONTINU

L’équation (2.11) a du sens dans le cas de n’importe quels espaces de Banach
FEh et Fs. Nous 'appliquerons également au cas ou Ej et Eo sont des espaces
LP et LY, ou les nombres p et ¢ peuvent étre inférieurs & 1. La norme d’un
opérateur linéaire A, agissant de LP a L9, sera notée || A |-

Dans ce paragraphe, nous intéressons aux problémes liés a la continuité
des opérateurs linéaires agissant de LP a L9. Prouver la continuité de tels

opérateurs équivaut a donner une preuve de 'inégalité
| Az flg= M ||z, (xe€LP). (2.12)

Il est clair que U'infimum de ceux pour lesquels (2.12) est satisfait est égal
a || A |[p—q. Il s’avére qu'’il n'existe aucun opérateur linéaire continu non
identiquement nul agissant de L? & L2 si p > 1 et ¢ < p. Pour la preuve,
il suffit de montrer que tout opérateur linéaire continu A agissant de LP
a LY g’annule sur toutes les fonctions caractéristiques de kp. Partageons

I’ensemble D en n parties Dy, ..., D, de mesure égale. Il est clair que
| kp, ||Lp=n"P(mes D)? (i=1,2,...,n).
Par conséquent
| Akp, [|Le<|| A |lpsgn P(mesD)? (i=1,2,...,n).
D’abord, laissons ¢ < 1. Alors

I Akp llza=Il Y Akp, lLa< Y || Akp, llLa<|| A [lp—q (mes D) n' .

=1 =1

Si g > 1, alors

n n q
| AkD loa=] D" Akp, o< (301 Akp, 1) <1 A llpq (mes DY 7.
=1 =1
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2.2. OPERATEUR LINEAIRE COMPACT

Comme n est abitraire les derniéres inégalités impliquent que Akp = 0.

Par la suite, nous étudions généralement seulement les parties de L-
caractéristiques, qui se trouvent dans la bande 0 < p <1, 0 < g < 0. De
plus, dans de nombreux cas importants, seules les parties des L-caractéristiques
situées dans le carré unité sont d’intérét.

Dans I’étude d’un opérateur linéaire A agissant d’'un espace de Banach
E1 & un autre espace de Banach Es, I'opérateur adjoint A*, qui agit de E3

a Ej, joue un role important. Cet opérateur est défini par la relation
[A*f(z) = f(Az) (z € By, f € E3). (2.13)

Dans le cas d’un opérateur linéaire A agissant de LP? & L9, 0 < p,q < 1,

opérateur A* agit de L'/(1=P) 3 L1/(1-9) et 1a relation (2.13) prend la forme
(Az,y) = (x,A%y) (relLl,ye Li_,). (2.14)
Si0<p<1, qg=0, alors 'opérateur adjoint A* agira de (L°)* & L'~P.
Puisque L' est un sous-espace de (L°)*, A* peut étre considéré comme un
opérateur de Ly a L1, cet opérateur sera également noté A*.
Enfin, nous rappelons que
| A llei»m=[ A" |g;—E; - (2.15)
Cette relation est valable méme dans le cas ot A* est un opérateur de Lq &
Li_p.

2.2 Opérateur linéaire compact

Un opérateur est appelé compact s’il transforme les ensembles bornés

en ensembles compacts. La compacité implique la continuité dans le cas des
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2.2. OPERATEUR LINEAIRE COMPACT

opérateurs linéaires. Les opérateurs linéaires compacts sont souvent appelés
complétement continus.

Un opérateur A agissant de LP & LY sera appelé compact en mesure si
I’ensemble des éléments

{Az;|| = ||o< 1} est compact en mesure. Il s’avére que les opérateurs
les plus importants agissant dans les espaces des opérateurs intégraux LP—

possédent généralement la propriété de compacité en mesure.

Théoréme 2.2.1 Soit A un opérateur linéaire continu agissant de LP q
L1(0 < p < 00,0 < B < 00). Il est nécessaire et suffisant pour la compa-
cité de lopérateur A que A soit compact en mesure et satisfasse la relation
susvante :

lim || Pp-A [[p—g=0. (2.16)

mesD

ot pour D* C Q*, Pp« désigne un opérateur linéaire défini par la relation

y(s) si se D*
PD*y(S):{o si sd D"

Preuve 2.2.2 (2.16) Implique que la portée de l'opérateur A sur chaque
boule a des normes équivalents-absolument continues. Ainsi, la suffisance
des conditions du théoréme découle du Lemme (1.1). Si A est compact en
tant qu’opérateur de L™ & LP. Il reste a montrer que (2.16) est rempli.

Supposons le contraire. Alors, il existe des éléments x1,x2,... || zp ||nS 1
et et une séquence d’ensembles Dy, avec une mesure convergente vers zéro

lorsque n — oo tel que

| PpsAzp 520 >0 (n=1,2,..)
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2.3. COMPACITE ET OPERATEURS ADJOINTS

Mais cette inéqgalité contredit ’absolue équicontinuité des normes des élé-

ments Ax,. Le théoréme a été prouvé.
2.3 Compacité et opérateurs adjoints

Dans cette section, nous considérons des opérateurs agissant de LY a L,
o1 0= a,8 1.
Dans certaines applications, il est parfois plus pratique d’étudier ’'opérateur
adjoint A* plutot que 'opérateur A.
Rappelons qu'un opérateur A est compact si et seulement si 'opérateur A*
est compact. Cette assertion reste valable méme lorsque A agit de L“ & Lo,
est A* est considéré comme un opérateur de L1 & Lq_,. Cette assertion ci-
dessus reste également vraie pour les opérateurs A qui agissent de Lo & un
espace LA(0 £ 8 < 1) et possédent des opérateurs adjoints qui transforment
les fonctions en Li_g a Li. Notez que la plupart des opérateurs importants
dans les applications appartiennent & cette derniére classe (par exemple, les
opérateurs intégraux réguliers).
Dans nos constructions ultérieures, des produits d’opérateurs linéaires A
avec des opérateurs de projection de la forme Pp et Pp«(D C Q, D* C QF)

apparaitront. Nous utiliserons souvent les relations triviales.
(Pp-A)* = A*Pp-, (APp)" =PpA~
Les théorémes 2.2.1 implique les assertions suivantes.

Théoréme 2.3.1 Soit A un opérateur linéaire continu agissant de L% a

LP(0 < a < 1,0 £ B <1). 1T est nécessaire et suffisant pour la compacité de
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2.3. COMPACITE ET OPERATEURS ADJOINTS

Uopérateur A que Uopérateur A* soit compact en mesure et que A satisfasse

la relation suwwant :

lim || APp [lasss=0 (2.17)

mesD—0

Théoréme 2.3.2 Soit A un opérateur linéaire réqulier agissant de L a
LP(0 < a < 1,0 <3 <1). 1T est nécessaire et suffisant pour la compacité de
Vopérateur A que Uopérateur A* soit compact en mesure et que A satisfasse

la relation suivante :

lim | Pp-APp [|asss=0. (2.18)

mesD+mesD*—0

Dans les conditions de ce théoréme, o peut étre égal a zéro si 'opérateur A*

agit de L1_g a L.

Théoréme 2.3.3 Soit A un opérateur linéaire continu agissant de L% a
LP(0 < a<1,0< B <1). Il est nécessaire et suffisant pour la compacité de
Uopérateur A que les opérateurs A et A* soient compacts en mesure el que

la relation sutvante soit vérifiée :

lim | Pp+ AP [|omss= 0. (2.19)

mesD+mesD*—0

Pour prouver la suffisance, nous établissons que 'opérateur A transforme les
suites convergentes faiblement en suites convergentes fortement. Il s’ensuivra
alors que A transforme la boule unité || z ||< 1 en un ensemble compact
(pour chaque suite Az, || zn ||o< 1, il est possible de prendre une sous-
suite convergente faiblement z,;, car les espaces L% pour 0 < a < 1 ont des

sphéres faiblement compactes).
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2.3. COMPACITE ET OPERATEURS ADJOINTS

Supposons que A transforme une certaine suite convergente faiblement en
une suite qui n’est pas convergente en norme.
Alors il existe une suite x,, € LY, || x, ||« 1, qui converge faiblement vers

zéro, pour laquelle
| Azy, [|[p2 co >0 (n=1,2,...).

La suite Az, converge également faiblement vers zéro (dans L? ). La compa-
cité (en mesure) de 'opérateur A implique donc que la suite Az, converge
vers zéro en mesure. On peut méme supposer sans perte de généralité que
Az, converge vers zéro presque partout.

Par le théoréme d’Egorov, il est possible pour chaque ¢ > 0 d’obtenir un
ensemble D C Q* tel que mes(D}) < e et tel que sur Q* — D} la suite Az,

converge uniformément vers zéro. Cela implique que
nILH;O | Pa+ — pr Az, ||g= 0. (2.21)

Supposons que D} est un ensemble fixe. L’inégalité 2.20 implique 'existence

de fonctions y, € Li_g, || y |li—g= 1 tel que
(AZp,yn) Z2co >0 (n=1,2,..).

1l est possible de supposer sans perte de généralité que la suite y, converge

faiblement vers une certaine fonction yo, || yo |l1—g=< 1. Il est clair que

(Azn, yn —yo) = (Azn, Yn) — (Tn, A%yo).

Le deuxiéme membre du c6té droit converge vers zéro lorsque n — oco. Par

conséquent, on peut supposer que pour tout n, 'inégalité suivante est véri-
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2.3. COMPACITE ET OPERATEURS ADJOINTS

fiée :
1
(AZn, Yn — yo) > 560 (n=1,2,..).

La suite A*P p: (y,, —yo) converge faiblement vers zéro. La compacité (en
mesure) de 'opérateur A* implique que la suite A*Pp:(y, — yo) converge
également vers zéro en mesure. On peut supposer sans perte de généralité que
la suite A*P p: (¥, —yo) converge presque partout vers zéro. Par conséquent,
pour chaque €; > 0 il est possible de choisir un ensemble D, C Q tel que
mes(De) < €1 et sur Q— D, la suite A*P px(y, —¥o) converge uniformément

vers zéro. En conséquence
lim || PQ,DqA*PD; (Yn — v0) |l1—a= 0. (2.22)
n—oo

Considérons l'identité

(Azp, yn —y0) = (Por—pr AZn, Yn — Y0)

+ (Pp:APp, n,Yn — yo) + (¥, Po—p,, A"PDs (Yn — y0))

Les premier et troisiéme termes de la somme convergent vers zéro selon 2.21

et 2.22. Ainsi, pour suffisamment grand n, I'inégalité suivante est vérifiée :
(Pp:APD, 2, .50—y0) = Co/4
Par conséquent
| Pp: APp, zn gl yn — o [1-p=Z co/4
Et puisque || 2 o< 1 et || yn — yo [l1i—p< 2

| Pp:APp, [lasps co/8
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2.3. COMPACITE ET OPERATEURS ADJOINTS

Cette inégalité contredit (3.4). Ainsi, la suffisance des conditions du théo-
réme a été prouvée. La nécessité découle, par exemple, du Théoréme 77 Le
théoréme a été prouvé.

Dans le prochain chapitre, il sera démontré que sous des hypothéses natu-
relles, les opérateurs intégraux linéaires sont compacts en mesure. Par consé-
quent, une étude indépendante des opérateurs qui sont compacts en mesure

est d’intérét.

Théoréme 2.3.4 Un opérateur linéaire continu A agissant de L o L°(0 <
a < 1,0 < B £ 1) est compact en mesure si el seulement s’il transforme
chaque suite convergente faiblement x,, € L en une suite Ax,, qui converge

en mesure.

Preuve 2.3.5 La suffisance découle de la compacité faible de la boule unité
de lespace L*(0 = a < 1).

Maintenant, soit opérateur A compact en mesure et considérons une suite
Ty, convergente faiblement vers xg. Alors, la continuité de opérateur A im-
plique que la suite Ax, converge faiblement vers Axg. D’autre part, la suite
des éléments Ax, est compacte en mesure. Par conséquent, Ax, converge
vers Azy en mesure.

Le théoréeme est ainsi démontre.

Dans de nombreux cas, la compacité d’'un opérateur en mesure implique
sa compacité.C’est le cas, par exemple, oi A un opérateur régulier (i.e.,
A= A; — Ay ou A; et Ay sont des opérateurs positifs), compact en mesure,

agissant de Lo a L?, ot > 0.
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2.3. COMPACITE ET OPERATEURS ADJOINTS

On termine cette section avec ce résultat intéressent :

Théoréme 2.3.6 Soit A un opérateur continu, compact en mesure, agissant
de L™ a LP. Alors A est compact en tant qu’opérateur agissant de L* Lg,,

chaque fois que B1 > 3.
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CHAPITRE 3

LES OPERATEURS DE TYPE POTENTIEL

3.1 Définitions

Dans la suite, |t — s| désigne la distance entre les points ¢ et s dans
I’espace euclidien n-dimensionnel R"™. Dans ce paragraphe, nous étudions les
opérateurs intégraux.

Aya(t) = / K(t, s)z(s)ds. (3.1)

Q

avec les noyaux spéciaux
Kx(t,s) = [t —s| ™. (3.2)

Ici, €2 un ensemble borné de ’espace R™ avec une mesure de Lebesgue non
nulle. Les opérateurs de la forme (3.1) sont appelés potentiels ! ; parfois, le
nombre \ est appelé 'exposant du potentiel (ou exposant de 'opérateur Ay).

Notre principal intérét est de déterminer les caractéristiques LAy ; cont.)

et L(A),; comp.) des potentiels A .
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3.2. DES THEOREMES TRES SIMPLES SUR CONTINUITE ET LA
COMPACITE DES POTENTIELS

L’opérateur
Amyr(t) = /Q K (1, 8)a(s)d. (3.3)
Avec noyau

K (t,s) = ]t — . (3.4)

Est appelé le potentiel logarithmique. Des généralisations immédiates des

opérateurs (3.1) sont les opérateurs de type potentiel.

Ax(t)—/l?g’j%\x(s)ds. (3.5)
Q

Ici, Q(t,s) est, en régle générale, une fonction bornée. Notez que les
problémes aux limites pour les équations de type elliptique sont réduits a

des équations intégrales avec ces opérateurs.

3.2 Des théorémes trés simples sur continuité et la
compacité des potentiels

Considérez la fonction

Pr(t) =|| Kx(t,s) [lr= {g{ [t —s|7V7ds)". (3.6)

Cette fonction est considérée comme étant définie pour tous les points

teR"”

Remarque 3.2.1 Sin = 3,\ = 1, alors le c6té droit de (3.6) représente
le potentiel, au point t, de la charge distribuée sur le domaine € avec une

densité x(s).
Lemme 3.2.1 : Si
n/A<r < oo, (3.7)
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3.2. DES THEOREMES TRES SIMPLES SUR CONTINUITE ET LA
COMPACITE DES POTENTIELS

Alors la fonction (3.6) est bornée sur R,

Preuve 3.2.1 : L’inégalité suivante est évidente :

[|t—sMrds< [ |t—s["M"ds,
a T(t,R)

ot T(t,R) est la sphére centrée en t et de rayon R, égal au diamétre de
lensemble ). L’intégrale J du coté droit de l'inégalité ci-dessus ne dépend

pas de t et est facilement calculée en passant aux coordonnées polaires :

R

J = / |t _ 8|_>‘/Tds _ Un/pn—)\/r—ldp _ Up, Rn_)‘/r’
nr—N\
T(t,R) 0

ot vy, est Uaire de la surface unité dans R™ |v, = 2;{2—;;] Ainsi

Un

“ )\R”_’\/”. (3.8)

nr

[ty rds <
Q
Le lemme est prouvé.

On utilisant la symétrie du noyau K\ (t, s) , on peut avoir plus de résltats :

Théoréme 3.2.2 Soit 0 < A < n. Alors le potentiel est compact en tant

qu’opérateur agissant de LY = LY(Q) a L° = LY(Q) lorsque :

0<a<l-2A/n, (3.9)

et en tant qu’opérateur de L*(Q) a L’(Q) lorsque

1-An<a<l, p>a-1+A/n.
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3.2. DES THEOREMES TRES SIMPLES SUR CONTINUITE ET LA
COMPACITE DES POTENTIELS

Le preuve nécessite seulement que nous vérifiions que A) est compact en
tant qu’opérateur de L* a LY lorsque « satisfait 'inégalité (3.9) et on tant
qu’opérateur de L1 & Lg lorsque 3 > A/n.

La compacité de Ay en tant qu’opérateur de L® (0 < o <1 —\/n) & LY

découle immédiatement du fait que le rang de la fonction-vectorielle
w(t) = [t —s|7* (t € ),

dans I'espace L'~ forme un ensemble compact ( la compacité du rang de
w(t) pour t €  en mesure est évidente; la continuité absolue de w(t)dans
L'~ vient du fait que w(t) € L7, oii o est un certain nombre dans I'intervalle
(An,1—a.

La compacité de Ay en tant qu’'opérateur de L1 a Lg, 8 > A/n, découle
de la symétrie du noyau K, (¢, ).

L’affirmation du Théoréme 3.2.2 signifie que les caractéristiques L(A x; cont.)
et L(Ay; comp.) du potentiel Ay contiennent tous les points {«, 8}, pour

lesquels les inégalités suivantes sont vérifiées :

0<a<l, >0, B>a—1+)\n. (3.10)

Remarque 3.2.2 Il s’avére que la L-caractéristique L(Ay ; comp.) du po-
tentiel Ay ne contient aucun autre point. La caractéristique L(A) ; cont.)
contient d’autres points , on monire que tous les points intérieurs du seg-
ment joignant les points {1 — \/n, 0} et {1, A\/n} appartiennent également

a cette L-caractéristique.
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3.3. THEOREME D’INTERPOLATION DE STEIN-WEISS

3.3 Théoréme d’interpolation de Stein-Weiss

On donne un théoréme d’interpolation, due & Stein et Weiss.
On note par A(x;h) la mesure de I’ensemble des points ¢ € 2 tels que
|z(t)| = h, et par M,(0 < a < 1) l'espace linéaire des fonctions z(t) avec

une quasi-norme finie :

|z 3, = sup hA(z;h)%, (3.11)
0<h<oo

alors que My désigne I’espace L™ et
Iz ag=Il = [z~ - (3.12)

Soit 0 < o < 1. Posons

Su ; T
HxHMa—;e%{(mesD)l_aZy (t)|dt} (3.13)

Et montrons que la classe de fonctions pour lesquelles || x || a7, < oo coincide
avec M,,.

Soit || z ||ar, < oo , c’est -a-dire pour chaque D
Jlz@ldt =|| 2 [[ar,; (mesD)' .
D
Alors, en particulier
/ 2(t)dt <)) @ |lns, Alws R,
{t:|lz(1)|=h}

Mais d’autre part

/ |x(t)dt > h - A(x; h).
{t:lz()[ =R}

Par conséquent

R Xz h)* Sl 2w (v, (0<h<o0), (3.14)
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3.3. THEOREME D’INTERPOLATION DE STEIN-WEISS

d’ou, z € M,.

Maintenant, soit x € M, ,c’est-a-dire || = |3, < oo. Alors pour tout

/D o ()|dt < /OWD H(r)dr

Ou Z(7)(0 < 7 < mesD) est la fonction monotone décroissante telle que

ensemble D C )

Az h) = A(Z; h).
De I’équation (3.11),0n a

*
0y < 1 i,

7-04
Ft par conséquent
mes D H H*
Tl p,
/|x(t)dt§||x||*Ma / Tr = e (mes D)1, (3.19)
D 0

d’ou, il suit que || z ||ar, < 0.

De (3.14) et (3.15) découlent les inégalités importantes :
(=) | [[are <l 2 ar, I 2 {01, - (3.16)

Il est facile de voir que M, (0 < a < 1) devient un espace de Banach si la
norme est définie par la relation (3.13). L’espace M, sera appelé un espace

de Marcinkiewicz.

Définition 3.3.1 Un opérateur linéaire A est dit satisfaire la condition AM (o, B),
s’il est défini sur toutes les fonctions caractéristiques kp des ensembles me-

surables D C Q) et si

I Akp [I34, < C(mes D)?,
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3.3. THEOREME D’INTERPOLATION DE STEIN-WEISS

oty C' est une constante ne dépendant pas de D. La condition AM («, [3) est

bien sir remplie si A agit de L, a Lg et est continue.

Théoréme 3.3.1 (Théoréme d’interpolation de Stein-Weiss) Soit un

opérateur linéaire A satisfaisant les conditions AM (ag, Bo) et AM (au, 1) -

| Akp ]|7\4B0§ Co(mesD)* (D C Q)

(3.17)
| Akp ||}kwm < Ci(mesD)*t (D C Q)
O
0<fr<ap=1l, 0B Zag=1 (3.18)
Ft
Bo # B1,  ag # . (3.19)

Alors pour chaque 7 € (0,1) ,'opérateur A agit de I'espace L) & I'espace

Lp(r) on
a(t) =1 -7y +7a1, B(1)=1—-7)80+ 715 (3.20)
et est continue. Ici

| AllLomy—Lom< Koo, Bo, a1, Br) cy ey (3.21)

Preuve 3.3.2 : Linégalité (1.4) implique que pour chaque T € (0,1), nous
avons :

= 1
1Bo = Bal.7(1 —7)

1—
I AkD L I Akp I, "I Ak (137, -

Dot par (3.17)

)= 1
- ‘50—51‘.7'(1 —T)

I AED [l Ly (r Gy "Cf (mes D)*7) (3.22)
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3.3. THEOREME D’INTERPOLATION DE STEIN-WEISS

Soit y(t) une fonction en escalier. En raison de Uinégalité (3.22) et du fait

que a(T) # 0, la fonction d’ensemble additive
W(D) = / Ak (H)y(t)dt. (3.23)
Q

Est absolument continue ; done, par le théoréeme de Radon-Nikodym (voir,
par exemple, N. Dunford et J. T. Schwartz [1]), elle peut étre écrite sous la

forme

¥(D) = / y(dt (D Q). (3.24)
D

Définissons DUopérateur B sur les fonctions en escalier par la relation

By(s) = y"(s). (3.25)

1l est évident que Dopérateur B est linéaire sur l’ensemble des fonctions en
escalier. Montrons que pour chaque fonction en escalier y(t), l'inégalité sui-

vante est vraie :

20, 7CT

| By ”M1*a(‘r)§ Bo — Bilr(1 — 1) Iy HL175(7—) . (326>

Soit D C Q, alors

/D |By(s)|ds = /D _ By(s)ds - /D _ By(s)ds, (3.27)

Ot D7 est l'ensemble des points s € D ot By(s) est non négatif et D~ =
D — D*. En utilisant les équations (3.23) a (3.25), la relation ci-dessus peut

étre écrite sous la forme

/ |By(s)|ds — / Akps (H)y()dt — / Ak (H)y(t)dt. (3.28)
Q Q

D
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3.3. THEOREME D’INTERPOLATION DE STEIN-WEISS

En appliquant Uinégalité de Holder o chaque intégrale du coté droit et en

utilisant Uestimation (3.22), nous obtenons

2
|Bo — BalT(1 —7)

| 1Buts)as < GO0 s, (mes DY), (3.20)

d’ot résulte (3.26).

A partir de Uéquation (3.26), il s’ensuit, en particulier, que B peut étre
étendu a un opérateur By agissant de chaque Li_g(r) (pour 0 < 7 < 1) wvers
le My_q(7) correspondant et est continu. Cela signifie que l'opérateur B
satisfait la condition de Marcinkiewicz LM[1 — B(7),1 — a(1)] pour tout

7€ (0,1) .En combinant les équations (3.26) et (3.16).0n obtient

2
|80 = B1lB(T)T(1 —7)

| Biy(st) ||L1_/3(T)§ C(}iTCIT |y “Ll_ﬂ(r) . (3.30)

Il resulte que By agit de Ly_g(ry @ Li_q() ( pour tout 7 € (0,1) ) et est

continu. Les inégalités (2.51) et (3.30) impliquent que chaque fois que
O<m<T<T <1,

linégalité suivante est vérifiée :

4(7’1 — 7'0)
1Bt st = By =Bl - D = 70)
. [ Céfrocla ](r—q—o)/(n—m)
180 — B1|B(70)m0(1 — 70)

(t1—70)/(T1—70)

[_aer
|Bo — B1|B(11)T1(1 — 1)
- K(OéO?BO?al:BlvTv 7—077—1)0(%_70{.

Par conséquent, on obtient [’estimation

|| By HLl,ﬁ(THL]wmé K (a, Bo, a1, Br,7)CyTCT (3.31)
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3.4. APPLICATION DU THEOREME DE STEIN-WEISS :
CONTINUITE DES POTENTIELS

Si nous posons, par exemple, 7o = %T, T, T = %(1 + 7). De (3.23) a (3.25),
il s’ensuit que pour toutes les fonctions échelonnées x(s) et y(t), nous avons
la relation :

(Az,y) = (2, By).
Cela implique que A = BY. Ainsi, l'opérateur A agit de L. a Lgyy (pour
0 <7 < 1) et est continu. L’estimation (3.21) découle de I’estimation (3.31).

Le théoréeme est ainsi démoniré.

3.4 Application du théoréme de Stein-Weiss : conti-
nuité des potentiels

Théoréme 3.4.1 Soit 0 < XA < n. Alors pour 1 — X\\n < a < 1 le potentiel
Ax agit de Lo a Lo_145\, €t est continue.

Preuve 3.4.2 Montrons que l'opérateur Ay satisfait les conditions AM (1 —
A/n,0) et AM(1,\/n).

Soit Kp(s) la fonction caractéristique d’un ensemble D C Q. Alors
Avkp() :/|t—s|—kds.
D

Estimons Axkp(t). Désignons par T(t,r) la sphére avec un centre au point

t et un rayon r,telle que
mesT(t,r) = mes D. (3.32)

1l est clair que

U™ = mes D, (3.33)
ot vy, est le volume de la sphére unité dans R,,. Soit
T, =T(t,r)ND.
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3.4. APPLICATION DU THEOREME DE STEIN-WEISS :
CONTINUITE DES POTENTIELS

Par (3.32),

mes(D —T1) = mes(T(t,r) — T1),

et donc

/ ds _/ ds _/ ds _/ ds
rary lt=sP Iplt—sr Jrge—n [t —s*  Jp_p It —s[*

> Ti/\{mes[T(t, r) = T\] — mes(D — T1)} = 0.

Ainsi

A

ds ds ds
— < _— = . 3.34
P = / [ sp / PR (3:34)

D T(t,r) T(0,r)

En utilisant les coordonnées polaires pour évaluer la derniére intégrale dans

(3.34), on a

et selon (3.33),
ds nvﬁ\n
/ — = (mes D)=\, (3.35)
T(0,r)

|s|d  n—A

En comparant (3.34) avec (3.35), nous en déduisons que pour tout t € )

|Axkp(t)] < C(mes D)=\,

ot C' est une constante. Cela signifie que
| Axkp(t) |lo < C(mesD)' =\ (3.36)

Ainsi, nous avons prouvé que l'opérateur Ay satisfait la condition AM (1 —

A\n,0).
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3.4. APPLICATION DU THEOREME DE STEIN-WEISS :
CONTINUITE DES POTENTIELS

Maintenant, soit z(s) une fonction sommable arbitraire. Alors, pour chaque
ensemble mesurable D C )

/\Aw(t)]dtzll /&2 |tx_(ss)‘Ad$ dtS!ﬂ/ﬁfC_(Sj/\dsdtz/ﬂ[/D uii—tsp} 12(s)|ds.

D
/ < C(mes D)™\,
D

De (3.36), resulte
t—s]* =

D’od

/|Am(t)\dt < C | z(s) || .(mes D)=\, (3.37)
D

Par conséquent, l'opérateur Ay satisfait la condition LM (1, A\\n) et, a for-
tiori, la condition AM (1, A\\n).

11 ne reste plus qu’a appliquer le théoréme d’interpolation de Stein-Weiss.
Le théoréme est ainsi démontré.

Montrons maintenant que Ay , en tant qu’opérateur de Lot , 1 —A\n <
a <1,a Ly 145, n'est pas compact. Ce fait a été d’abord démontré, peut-
étre, par V. M. Babic [1].

Considérons une séquence d’ensembles Q5 C Q(k = 1,2,...),dont les dia-
meétres sont respectivement inférieurs & 1\k et dont les mesures sont égales

acpk™, ot 0 < a = ¢ < boo'.mPosons

kne i QL (k=1,2,...
.Tk(S):{ , SLsE k( ) )

0 , si S#Qk

11 est clair que

I wk(s) o= K" (mes Q)% < b

Par conséquent, les fonctions

ds
A t)y=K" [ ——.
)\l'k() /|t— S’A
o
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3.4. APPLICATION DU THEOREME DE STEIN-WEISS :
CONTINUITE DES POTENTIELS

Appartiennent & l'espace Lq_14x\p-
Montrons que ces fonctions ne possédent pas de norme équicontinuitée
absolue, d’ott il résulte que Ay. En tant qu’opérateur de Lo & Ly_14x\pn, D'€St

pas compact. Puisque le diamétre de Qy, est inférieur a 1\k,
Ayzg(t) 2 K"k mes Q = a'k™o1HAn) (t € Q).

Et par conséquent

| Po, Aazk(t) la—14a\n> a®tA\n,

Cette inégalité signifie que les normes des fonctions Az ne possédent pas
la propriété de équi-continuité absolue, car mes {2 — 0 lorsque k& — oo.
Nous avons prouvé que les points {a,a — 1+ A\n} pour 1 — A\\n < a < 1
n’appartiennent pas a la caractéristique L(Ay;cont.). Il s’ensuit donc (voir

Théoréme 5.4) qu’aucun point {«, 5}, pour lequel
f<a—-1+ANnl1-ANn<a<l,

appartiennent a la caractéristique L(Ay;cont). Cette assertion découle éga-
lement du Théoréme 7.9.

Remarquez également qu’a partir des Théoremes 7.2 et 7.7, il en découle
que les points {1 — A\n,0} et {1, \\n} n’appartiennent pas a la caractéris-
tique L(Ay;cont). Les affirmations des Théorémes 2.1 et 2.3 donnent une

description compléte des caractéristiques L(Ay; comp.)et L(Ay; cont.).
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3.5. OPERATEURS DE TYPE POTENTIEL SOUS UNE FORME PLUS
GENERALE

3.5 Opérateurs de type potentiel sous une forme
plus générale

Commencons une investigation des opérateurs de la forme

Ax(t):/lga’jlx(s)ds. (3.38)
Q

Quelques théorémes simples mais trés importants sur les caractéristiques L
de cet opérateur peuvent étre obtenus si la fonction Q(¢, s) est bornée. Plus

précisement :

Théoréme 3.5.1 Soit 0 < XA < n et que la fonction Q(t,s) soit bornée. Alors

L(A;cont) contient L(Ay;comp.).

Théoréme 3.5.2 Soit 0 < A\ < n et que la fonction Q(t, s)soit bornée. Alors
L(A;comp.) contient tous les points de la caractéristique L(Ayx;comp.). a

l’exception éventuelle de certains points de bord.

Théoréme 3.5.3 Soit 0 < A\ < n el que la fonction Q(t,s) soit bornée et

uniformément continue pour t # s.Alors L(A;comp.) contient L(Ay; comp.).
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