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Abstract

In this work, we are interested in the method of over and under solutions and these applications
to the resolution of differential equations of integer and non-integer order, in particular for the
study of a problem of the eigenvalues of singular fractional differential equations Hadamard
type with multipoint boundary conditions. By constructing the upper and lower solutions of
the eigenvalue problem and exploiting the properties of the Green’s function, we determine the
eigenvalue interval of the problem using Schauder’s fixed point theorem. The main contribution
of this work lies in our approach to nonlinearity, which presents singularities on certain spatial
variables.

- o Keywords :

Fractional calculus, eigenvalues, Fractional derivative of Hadamard, fixed point, over and under
solution.



Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons & la méthode de sur et sous solutions et ces applications a
la résolution des équations différentielles d’ordre entier et non entier, en particulier pour I’étude
d’un probléme des valeurs propres des équations différentielles fractionnaires singuliéres de type
Hadamard avec des conditions aux limites multipoints. En construisant les solutions supérieures
et inférieures du probléme des valeurs propres et en exploitant les propriétés de la fonction de
Green, nous déterminons ’intervalle des valeurs propres du probléme en utilisant le théoréme du
point fixe de Schauder. La principale contribution de ce travail réside dans notre approche de la
non-linéarité, qui présente des singularités sur certaines variables spatiales.

e Mots clés :

Calcul fractionnaire, valeurs propres, Dérivée fractionnaire de Hadamard, point fixe, sur et sous
solution.



Introduction

Les premiéres discussions systématiques sur les dérivées et les intégrales fractionnaires ap-
paraissent dans les travaux de Gottfried Wilhelm Leibniz et d’Isaac Newton, les fondateurs du
calcul différentiel et intégral. Bien que leurs travaux initiaux se soient concentrés sur des ordres
entiers, les idées qu’ils ont développées ont jeté les bases du calcul fractionnaire.

Au cours du XIXe siécle, des mathématiciens tels que Liouville, Grunwald, Letnikov et Rie-
mann ont commencé & explorer des généralisations des opérateurs différentiels et intégraux tra-
ditionnels pour des ordres non entiers. Leurs travaux ont jeté les bases théoriques du calcul
fractionnaire et ont ouvert la voie & des développements ultérieurs.

Le calcul fractionnaire, une branche émergente des mathématiques, offre un cadre puissant
pour la modélisation et la résolution de problémes complexes. Fondamentalement, il généralise
les opérations traditionnelles du calcul différentiel et intégral en étendant les concepts de dérivée
et d’intégrale & des ordres non entiers. Cette extension vers les ordres fractionnaires ouvre la voie
3 une compréhension plus profonde des systémes dynamiques et des processus physiques qui ne
peuvent étre adéquatement décrits par les méthodes classiques.

Dans le domaine des équations différentielles, le calcul fractionnaire trouve des applications
significatives. Les équations différentielles fractionnaires émergent comme des outils puissants
pour modéliser des processus physiques présentant des comportements non locaux ou des dé-
pendances & longue portée. De plus, le calcul fractionnaire permet de généraliser les opérateurs
différentiels traditionnels tels que la dérivée et l'intégrale, ouvrant ainsi la voie & de nouvelles
méthodes de résolution et d’analyse des équations différentielles complexes.

En ce qui concerne les problémes aux limites, le calcul fractionnaire offre également des
perspectives prometteuses. Ces problémes, qui consistent & trouver une solution a une équation
différentielle sous des conditions spécifiques définies aux frontiéres d’un domaine, sont fréquents
dans divers domaines scientifiques et d’ingénierie. Le calcul fractionnaire permet une modélisa-
tion plus précise des conditions aux limites, tenant compte des phénomeénes non locaux ou des
propriétés a longue portée qui peuvent influencer le comportement du systéme étudié.

Ces derniéres années, les problémes non linéaires d’ordre fractionnaire ont attiré l’attention
de nombreux chercheurs en mathématiques et dans d’autres sciences appliquées en raison de
leur large gamme d’applications en mathématiques appliquées, physique, biosciences, ingénierie,
chimie, etc. Un grand nombre de contributions ont été faites pour les équations différentielles
fractionnaires dans le sens de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville ou de la dérivée frac-
tionnaire de Caputo.

Cependant, les intégrales et dérivées fractionnaires de type Hadamard différent de la dérivée
fractionnaire de Riemann-Liouville et de la dérivée fractionnaire de Caputo car les noyaux de
l'intégrale et de la dérivée de type Hadamard contiennent des fonctions logarithmiques d’expo-
sant arbitraire et sont donc considérés comme un type différent de noyaux faiblement singuliers.



Ainsi, il est plus difficile d’explorer ’existence de solutions pour les équations différentielles frac-
tionnaires de type Hadamard.

Dans un travail récent [14] , en analysant la structure spectrale d’un opérateur linéaire et en
calculant 'indice du point fixe de l'opérateur non linéaire correspondant, Zhang et al. ont étudié
I’existence de solutions positives pour une certaine équation différentielle fractionnaire de type
Hadamard.

Récemment, en se basant sur une continuation de type Leray-Schauder, El-Sayed et Gaafar
[3] ont établi I'existence de solutions positives pour une classe d’équations différentielles frac-
tionnaires de type Hadamard non linéaires singuliéres avec des conditions aux limites & points
infinis ou des conditions aux limites intégrales. Cependant, lorsque f posséde des singularités sur
les variables spatiales, en particulier pour le probléme de valeurs propres, peu de résultats sont
établis sur les équations différentielles fractionnaires de type Hadamard. Suite & ces travaux sus-
mentionnés, Xinguang Zhang et al en 2022 ont établi I’existence de solutions positives pour un
probléme de valeurs propres d’une équation différentielle fractionnaire de type Hadamard lorsque
f posséde une singularité sur les variables spatiales que nous présenterons dans ce manuscrit. Ce
mémoire est scindé en trois chapitres.

Le premier chapitre est dédié aux généralités sur les dérivées et intégrales fractionnaires en
particulier I'intégrale et la dérivée de Hadamard. Dans le deuxiéme chapitre on expose la mé-
thode de sur et sous solutions pour certaines équations différentielles d’ordre entier .

Le dernier chapitre est consacré & I’étude d’un probléme des valeurs propres des équations
différentielles fractionnaires singuliéres de type Hadamard avec des conditions aux limites mul-
tipoints posé sur un intervalle borné de la droite réelle. Nous terminons le manuscrit par une
conclusion.



Chapitre 1

Calcul Fractionnaire

L’une des outils de base du calcul

1.1 Les fonctions spécifiques

1.1.1 Fonction Gamma

fractionnaire est la fonction Gamma qui prolonge naturellement la factorielle aux nombre
réels positifs (et méme aux nombres complexe & parties réelles positives).

Définition 1.1.

Soit z € R} La fonction Gamma d’Euler est définie par ’intégrale suivante :
[(z) = [y  exptt*1dt
(cette intégrale est convergente pour tout z > 0)

Proposition 1.1. Pour tout x > 0, et pour tout n € N* on a :

Iz +1) =2al'(z)
I'(n) = (n—1)!

. nln
Pl = T e

CasParticuliers

+oo
ra) = / ezl ldr =1
0

2
(o) e

1.1.2 Fonction béta
Définition 1.2.

Soient z,y > 0,la fonction Béta est la fonction définie par :

1
B, g = /0 #-1(1— t)-14t, (Re(z) > 0,Re(y) > 0)



Proposition 1.2. [9] [7]

La fonction Béta est reliée aux fonctions Gamma par la relation suivante : Vz,y > 0 on a

I'(z)l'(y)

P = Tery

Preuve 1.1.

oo [o's} +0oo +00
I(z)T(y) = / / 12 te et gty dity = / g ( / tg—le—ltﬁledtz) dty
0 0 0 0

en effectue le changement de variable

t’———t1+t2

On trouve
+oo “+oo -1 ,
F(a:)F(y):/ tf—ldtl/ (' —t)" et
0 t1

400 ; g3 _1
= / e tat / (' —t)Y" " tdty
J0 /0

Si on pose r = %} et on aboutit 4 :

I'(z)I'(y) = /0+°° e~t'at’ (/1 ('rt')tl (¢ — Tt')y_l t'dr)

0

= /0+00 et dt’ ((t') sl B(z, y))

+oo ty—1 ,
= [Ty ety
0

_ L))
P =Tty

ce qui donne le résultat désiré.
Proposition 1.3.

Pour tout (z,y) € C, avec Re(z) > 0 et Re(y) >0, On a :

1. la fonction B :éta est symétrique c’est-a-dire que :

B(xay) = B(y’m)

B(z+1,9) = eB(z,y +1)

3. Sin =y + 1 est un entier, cela donne une relation de récurrence

B(z,y) ="~ B(z+1,n-1)



5. Si z = m 1t y = n, on obtient

(m —1)(n —1)!

Bim.m) = (m+mn-1)!

1.2 Calcul Fractionnaire

1.2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre a € C; (83(c) > 0), selon I’approche de Riemann-
Liouville généralise la célébre formule (attribuée 4 Cauchy) d’intégrale répété n-fois :

z i1 ln—1
2N (:c)=/ dt; x dtz...x/ f(tn)dt

- (n+l)' /:(w — )" f(t)dt ;(n € N¥)

Définition 1.3.
Soit f € L'([a,d]). L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre

a € C; (Re(a) > 0) notée I f est définie par :

(2 ( )/ (z—t)* 1 f(t)dt ;z>a (gauche)
Théoréme 1.1.

Si f € L*([a,b]), alors I® f existe pour presque tout x € [a,b] et de plus I¢ f € L'([a,b])
Preuve [9],[6].

Exemple 1.1.

Soient a > 0,8 > —1 et f(z) = (z — a)?, alors :

120 (@) = g [ @ -0 - @)%t (11)

_
I(a)
En effectuant le changement de variable,

t=a+(z-aly;(0<y<1)
alors(1.1) devient

(I2f) (= F( )/ (z — t)*71(t — a)Pdt

- [ ema- -0 e+ - oy - oo - )y

= 7 | o=@ -0 - ey

RV TSRS
a8 I,(Z)) /0 (1—y)*ydy

a) a+p

(z — ! a—1, (B+1)-1
=TT, 1-y)*"y dy

utilisant la proprieté de la fonction béta on obtien :



(x _ a)a+/3

120 @) = 5y

_ (z—a)** T(I(B+1)
T T(a) 'T(a+B8+1)

B(a,8+1)

s F(l + B) _ a+pB
w = I‘(oz—l—,B-I-l)(I a)**e.
Ainsi on obtient
I'(1
(156~ ) )= R oo
Exemple 1.2.
Soit f(z) = 2® avec 8 > —1. Ona
a — TQ _ 1 £ a—1,8
B0 @) = 17e) = g5 | (@ -0 (1.2

En posant : t = zu, (1.2) devient

1
I*f(z) = ﬁ/o (1 — w)* Y(zuw)Pzdu.

utilisant la proprieté de la fonction béta on obtien :

gB+e 1
I*f(x) = @ /, (1 —w)* uPdu
rBta
= mB(ﬁ +1,a),
= P(l * /8) (x)a-‘rﬁ
Fla+B8+1) ’

Proposition 1.4. [9/,/6]
Soient @, 8 € C tels que (Re(a),Re(B) > 0), pour toute fonction f € L'([a,b]), on a :

12 (I8f) = Ig*Pf = I8 (12F)

Pour presque tout z € [a,b].Si de plus f € C([a,b]),alors cette identité est vrai pour tout
z € [a,b]
preuve [6]

Théoréme 1.2. [6/,/9]

Soient a > 0, et ( fk)ffl’ est une suite de fonctions continues et simplement convergentes sur
[a,b]. Alors on peut invertir l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann Liouville et le signe
limite comme suit :

2 (im 5| @ = im0z @)

k—+o0 k

10



1.2.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Dans les applicll existe plusieurs définitions mathématiques pour la dérivation d’ordre frac-
tionnaire .Ces définitions ne ménent pas toujours & des résultats identiques mais elles sont
équivalentes pour un large panel de fonctions. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville est la plus connue et répondue.

Définition 1.4. [9]

Soit f € L'([a,b]) une fonction intégrable sur [a,b], la dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre oo € C(Re(a) > 0) notée DS f est définie par :
d" 1 g f*
D m—a = —t n—a—1 +
20) = 2x (B 1) = sy aam |, = 0" 7,

avec (n— 1) < [Re(a)] < n et z > 0. En particulier, pour « = m € N, on a

(D2f)<) w5 () [ fta= 5o,
07N @ = 75 (e ) [ 1000 = () 160

Par suite la dérivée fract10nna1re au sens de Riemann-Liouville councide avec la dérivée
classique pour a € N.

Exemple 1.3.

Reprenons I’exemple de la fonction f(z) = (z — a)?, ot B € R . On aura
D%x-aW—»d (-~ a)f),
d” L(B+1) n—a+ﬂ>
=— T—a ,
(m i

dx™ n—a+p+1

alors :

r(B+1) Tr—a+Bf+1)

Die=af = r oy peD TEri-a ¢ 9
— F(,B + 1) (LL' _ a)ﬁ—‘a
“T(B+1-a) '

1.2.2.1 Propriétés de la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Par analogie avec la dérivation usuelle I'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville est linéaire.

Théoréme 1.3. [9/

Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre o
existent . Alors pour A\, u € R, D(Af + pg) existe et on a :

DE(Af + pg) = M (D)) (@) + p(D2g) ()
Lemme 1.1.
Soit & €]n — 1,n[ et f une fonction vérifiant D f = 0 alors :
-1

Z .7 + 1) (CE _ a)j+a—n

o (+1+a—n)

11



1.2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de la fonction f notée ¢D¢est définie par :

°Dgf(z) =I;~*D"f(z)
1 = F™(t) (1.3)
" T(n—a) Z (z — t)o—ntl dt

1.2.4 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et de
Riemann-Liouville

% L’avantage principal de I’approche de Caputo est que les conditions initiales des équations
différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme forme comme pour les
équations différentielles d’ordre entier, c’est & dire, contient les valeurs limites des dérivées d’ordre
entier des fonctions inconnues en borne inférieur ¢t = a.

% Une autre différence entre la définition de Riemann et celle de Caputo est que la dérivée
d’une constante au sens de Caputo est nulle par contre au sens de Riemann-Lioville elle est :

C

Rpory
'“DtO_F(l—a)

(t—a)™°.

% Graphiquement, on peut dire que le chemin suivi pour arriver a la dérivée fractionnaire au
sens de Caputo est également 'inverse quand on suit I’autre sens (Riemann-Liouville). En d’autre
termes , pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre o ot [a] = n € Nparl’approchede Riemann—
Liouville, oncommenced' abordparl’intgration fractionnaired ordre(n-a) pour la fonction f(t)
et puis on dérive le résultat obtenu a 'ordre entier n.

fiy—— ™ D® D ri
o RS - . - TA s " R
DT ATION ; EXFFIRENTENTION
F A ;2 & F F 7 F
‘% [ =3

Lk

La dérivation fractionmnaire aun sens de

Runaan-Lieuville d'ordre 2.3

12



e Mais pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre « par I’approche de Caputo on commence
par la dérivée d’ordre entier n de la fonction f(¢) et puis on I'intégre d’ordre fractionnaire (n—a).

Fry———] ]—_}R D o Gy

D

INTEGRATION | DIFFERENTLATION

S Fos Fan Fo o P F

i =3 L]

Ci) led tRea}=07

La dérivation fractionnaire au sens de Caputo

diordre 2,3

1.3 Intégrale fractionnaire de type Hadamard

Proposition 1.5.

Pour n € N*, 'intégrale d’ordre n de type Hadamard pour u € R et a > 0 est donnée par la
formule suivante :

o [Fdb B dl Pord dt
G O R Y R e
a n

o t1Ja t2

- ﬁ /: (%)u (log %)n_l @dt, (z > a).

On peut généraliser, d'une maniére naturelle, la formule précédente pour n = « qui est un
nombre réel quelconque par la définition suivante.

Définition 1.5.

L’intégrale fractionnaire de type Hadamard avec paramétre p € R de la fonction f d’ordre
o € R est définie par :

Oz = [ (2) (0e3) L (14)

avec z € (a,b).
Dans le cas u = 0, ’équation (2.1) est donnée par :

Exemple 1.4.

Seit ; flz)=x# (1og§) avec0<a<letf>0,ona:

(1% ) (@) = 5o (1.5



En effet;
115, o (108 2)" 7] = 225 7 (10g2)"™ (1og’ ar
atu) |© %% - T(a) J, €% " t

= z\Bt+a-1
_ x\ B-1 gH logz e R
(M%) [ﬂc B (log 5) ] = I’(a; /0 (1-y)* P dy

_ I'(Bl(a) _ z\ Bta—1
= Terpr@®  (55)
__TB) . _ufy. z\btel

T Ta+p)” (log E)

en effectuant le changement de variable y = {%g—;, on obtient :

Remarque 1.1.

L’intégrale de type Hadamard de I’équation (2.2) avec u = 0 est donnée par :

1 (o) - (2 =z

1.3.1 La dérivée fractionnaire de type Hadamard

Définition 1.6.

La dérivée fractionnaire de type Hadamard avec paramétre u € R de la fonction f d’ordre
a > 0 est définie par :
(7D2,, f)(2) = &~ #5"a(T 1250 (f(2)) (L.7)

a+p

avecdzxd—di,n—1<a§n€Z+,:ve(a,b),et05a<b§oo.
Danslecas p=0

(HDg+uf)(:C) = I‘(i(—f-)ﬂ)x_p (Iog g)ﬁ+a—1

14



Exemple 1.5. f(z) =z * (log E)5_1 awecO0<a<letf>0,

(D%, ) = g o= (10g2) (1.9

En effet;

(s, ) [:1: u(1og )ﬁ 1] — bk [Hfg+§ (Iog )ﬁ 1]

i F(,B) _ \ n—a+p-1
=g ¥ Iu[mm “(].Oga) :I

_ I‘(IB) —_— \n—a+p-1

=t —g® 0" (le3)

_ '(B) F'n—a+pB) b B—a—1
“TB+n-a) TB-a) (10g)

:Ng(—f)@ (log )ﬂal

Remarque 1.2.

La dérivée de type Hadamard de ’équation 1.3.1 avec 4 = 0 est donnée par :

o () = iy )

|Pour =1, 0n 8+
1 AN
H o _ bt
Da+(1)_r(1—a) (log a) ’

Donc la dérivée fractionnaire d’une constante au sens de Hadamard n’est pas nulle.

1.3.1.1 Propriétés de la dérivée et ’intégrale fractionnaire de Hadamard
Lemme 1.2.

Soient « >0, >0,1<p<00,0<a<b<ooetuceRavecpu>c
Pour f € X%(a,b), on a :

(2, B, Pife) =T B ) (1.9)

Preuve

5, =y [ ) 20 [ () e 108

%/‘2 'lf(t)dt/ (log§>a_1 (log )ﬁ 1?

La fonction de l'intégrale interne est évaluée par le changement de variable suivant :

. log %
z
log £

[ s) o) = Gs)) ™ HER R

(H o ijmf)( o F_(_lrﬁ_)/ax (g)# (log g)a+ﬁ—1 %u
= v

atp

D’ou :

15



Lemme 1.3. [§] [1]

Soient a > >0,1<p<00,0<a<b< x0et u,c€Ravec p>c.
Pour f € X%(a,b),on a :
(Fof, Frz ) =" I5Eie) (1.10)

En particulier, si 8 = m € Z%, alors
DR, F 1%, ) (@) =7 157 f(z) (1.12)

Lemme 1.4.

I). Pour l'intégrale fractionnaire au sens de Hadamard 1.5, si o —» 1 alors

T e\ H f t)
2= [ (2) 1 o
a
etsia — 0T on a:
B3 (@) = [ (). (1.13)
IT). Pour la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard si a — 0 alors
HDg,  f(=) = f (). (1.14)

Preuve

I). En utilisant une intégration par parties, on obtient :

i 1z g = s [(5) o)
- i g () 10 ) 2 )
— f(2).
II). On a:

. o . _ d 1 z e\ T\~ dt
GE’%Jr Dgy  f(z) = limg_orz™" <$%) {xum/a (;) (log ¥> f(t)Y}
— x—u—i-ld (f:: t“f(t)dti)

dx
= ().
Sia — (n—1)* alors :
Hp2, f(@) =z 46" ok () = (6 + p)" " f(z). (1.15)
avec § = .
Si o —> n~ alors :
HD2, (@) = a4 (3 f(2)) = (6 + p)"f (). (1.16)
En particulier o — 1 alors :
Hpe, f@) = uf(@) +zf (z) = (u+8)f(z). (1.17)
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Théoréme 1.4.

Soit (n—-1)<a<B<neZ"1<p<oo,0<a<b< o etsoit u,c € R, pour tout x> c et
pour f € XZ(a,b) et 1% f € ACP [a,b,] :

ip?, HI1% f(z) =" DI % f(x). (1.18)
En particulier, si 8 = n alors
"Dp FI%,f (@) =" DI f(x). (1.19)

Preuve
D’apreés la définition de l'intégrale (2.1) et la dérivée (2.2) de type Hadamard, on a :

HDa Hya

seu g f (@) = T (L F IS (@),

atp
=z (T I 0 f(2)),
=z 756" e (T IOV f(2)).

L’expression intérieure peut étre formulée comme suit :

& n+o—pB—
5n_1x“(HIZ:f+af($)) =7 (m/ th (10g %) ’ 1 f(ﬂ%;)

_(r+ta-B-1)n+ta-F-2)..(nta-F-(n-1)) (% , T\a—h dt
= Fn+ap) [ e (0s2) ™ s02,

zH T RN z\ (e@=B+1)-1 dt
~Se g ), (;> (102 ) o

= m"‘.HI:J:f"'lf(x).

Ainsi :
(T B0, % F)(E) =& 8P I fla))
= D f(z).

Théoréme 1.5. [10]

Solent > a>0,(n—1)<a<nneZ" m-1<B<mmeZ",0<a<b< oo,
1<p<o,et soitu,cE]RavecuZcetpourfEAC"gL et HD3+”fEXOC(a,b), on a:

218, ED%, f@) =% %5 (a), (1.20)
En particulier, si o = 8 alors
11 D% f (@) = f(@). (1.21)

Lemme 1.5.
Sia>0, f(t) € C([a,b]) et a > 0, alors ’équation différentielle :
Epe Fi =0, (1.22)

admet comme solution :

£ = Z & (log 2) " (1.23)

j=1
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Et on a la formule suivante :
n a—j
Hye Hpe f H+> ¢ <10g > . (1.24)
j=1

ounj=12,....n,n—1<a<netcelR.
Preuve

TDg ft) =0 A1 f(t) =0,
n—1

"I =3 o (sl

=0

n—1 j
B pra ey =Y 6l a(log ) ,

7=0

] i 1) ¢ j—n+toa
ZJI’(]——n-i—oz—i—l) (logg) ’
n T(i j—n+a—~1
ﬁf(t)zzcjl‘(j—(—ilra) (10g§> ;
j=1

n # j—nta-1
= 1) =>4 (10g ) ,

j=1

= 5 (108 )

=1

Inversement, on a :

n

£\ oI N L
f@) :j;cj (10g5> =i D * f(t) = +Zc] (log ) ,
= ZCj,HDg‘Jr (log —)a—] 5
=1 “
5 DR F (D)= icj.o =0,
=1

ona alors :

a—=j
D2 ft)=0& f) =D ¢ <log 2) : (1.25)

Jj=1

Puisque
a—j
HIL D) = 70+ Do (losL) b
g=1

est équivalente 3 :

a—j
Hre, Hpe, f(t) - :Z <log> :
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On pose
y(t) =F 127 D2, f(t) — f(2).
ona

HDaa+y(t) =0ef D% (HI:+-HD:+ f)=0
o D2 12 FDg f(t) -7 Dg f(t) =0
&M D f(t) - Dg f(t) =0
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Chapitre 2

Méthode de sur et sous solutions pour
les équations différentielles

Les équations différentielles sont omniprésentes dans de nombreux domaines scientifiques, de
'ingénierie & la physique en passant par la biologie.
La résolution de ces équations est souvent complexe et nécessite I'utilisation de différentes mé-
thodes. Parmi celles-ci, la méthode des sur et sous solutions est une approche puissante et élégante
pour résoudre certains types d’équations différentielles.

L’idée fondamentale de cette méthode repose sur la comparaison de I’équation différentielle
donnée avec une série d’équations plus simples, appelées sur et sous solutions. Ces solutions,
généralement choisies de maniére astucieuse, encadrent la solution exacte de I’équation diffé-
rentielle. En comparant ces sur et sous solutions avec ’équation différentielle initiale, on peut
déterminer des bornes supérieures et inférieures pour la solution exacte.

En d’autres termes, la méthode des sur et sous solutions repose sur le principe d’encadrer
la solution exacte d’une équation différentielle en comparant cette équation avec des fonctions
choisies comme sur et sous solutions. Cette méthode offre une approche systématique et efficace
pour résoudre de nombreux types d’équations différentielles, en particulier lorsque d’autres mé-
thodes analytiques ou numériques peuvent étre difficiles & appliquer.

Cette approche offre plusieurs avantages, notamment sa simplicité conceptuelle et sa flexi-
bilité pour traiter une variété d’équations différentielles. De plus, elle peut souvent fournir des
résultats précis méme pour des équations complexes pour lesquelles d’autres méthodes de réso-
lution peuvent étre difficiles & appliquer.

Dans ce contexte, explorons de plus prés les principes fondamentaux de la méthode des sur
et sous solutions et examinons comment elle peut étre appliquée pour résoudre efficacement les
équations différentielles dans divers domaines d’application.

2.1 Méthode de sur et sous solutions
[3] La méthode des solutions supérieures et inférieures est un outil utilisé pour prouver Iexis-

tence de solution d’une équation différentielle. Tout d’abord, nous définissons les solutions supé-
rieures et inférieures et donnons quelques théorémes sur leurs propriétés.
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2.1.1 Cas du premier ordre

[10] Soit F' : R x R — R une fonction C* (c’est-a-dire que F' est continue et continfiment
différentiable). Nous considérons I'ED suivante :

i (£) = F(t,u(®))] (2.1)

Soit J un intervalle, ouvert ou fermé, et w € C!(J,R). Nous disons que u est une solution
inférieure stricte de 2.1 sur J si
u/(t) < F(t,u(t))

pour tout ¢t € J. Si w € C'(J,R), nous disons que % est une solution supérieure stricte de (2.1)
sur J si

W/(t) > F(t,a(t))
pour tout ¢ € J.

Remarque 2.1.

Nous pouvons parler de solutions supérieures et inférieures (en supprimant le mot strict")
si nous affaiblissons les inégalités dans la définition. Si cela est fait, il serait possible pour une
solution supérieure ou inférieure d’étre une solution réelle de ’équation différentielle.

Théoréme 2.1.

Soit u une solution inférieure stricte de (2.1) sur l'intervalle [¢g, 00). Soit ug > u(tp). Alors la
solution de (2.1) satisfaisant u(tp) = ug, avec l'intervalle maximal de l'existence & droite [to, 5),
satisfait

u(t) > u(t)

sur [t07 IB)
Preuve :

Supposons que la conclusion est fausse, et soit ¢ = infy>¢, {t | u(t) < u(t)}.

L’ensemble {¢|u(t) < w(t)} est fermé puisque les deux fonctions v et u sont continues,

donc ¢ € {t|u(t) < u(t)}. Ainsi, u(c) < u(c), tandis que u(t) > wu(t) pour tout t € [to,c). La
continuité forcerait alors u(c) = u(c). Soit y(¢t) = u(t) —wu(t). Alors y(t) > 0 sur [to, c) et y(c) = 0.
Ainsi, y/(c) < 0. Mais sur [tg, 8), nous avons

y'(t) =4/ (t) — &(t) > F(t,ult)) - Ft,u?)
et donc & t = ¢ nous avons
y'(c) > F(e,u(c)) — Fe,u(c)) =0
ce qui contredit y'(c) < 0. Ceci prouve le théoréme.
Théoréme 2.2.

Soit u une solution supérieure stricte de (2.1) sur I'intervalle [tg, 00). Soit ug < u(to). Alors la
solution de (2.1) satisfaisant u(to) = uo, avec l'intervalle maximal de 1’existence & droite [to, 5),
satisfait

u(t) < u(t)

sur [tg, B).
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Théoréme 2.3.

Soient u et T des solutions inférieures et supérieures strictes, respectivement, de (2.1) sur
Vintervalle [tg, 00). Supposons u(t) < T(t) pour ¢ > to. Soit u(te) < uo < U(to) et soit u(t) la
solution de (2,1) satisfaisant la condition initiale u(tg) = uo. Alors u(t) est une solution de (3)
sur [tg,00) et u(t) < u(t) < u(t) pour tg <t < oo.

Théoréme 2.4.

ona y(t; toyo) la solustion initial dans le propleme (2) au l'interval férmé
[to, T)(a < to < T < b).Ve > 0. et § = d(eyo) si |yo — y1| < & yu1,la solution y(t;20,71) to (1) et
y(to;to,y1) = v1 elle definé par [tg, T] et satisfie|y(t, 0, y0) — y(t;t0,y1)| < efortg <t < T.

Théoréme 2.5.

Soient u et T des solutions inférieures et supérieures strictes, respectivement, de (2.1) sur
I'intervalle [tg, 00). Supposons u(t) < u(t) pour ¢t > tp. Soit w*(t) la solution de (2.1) satisfaisant
la condition initiale u*(to) = u(to). Alors u*(t) est une solution de (2.1) sur [tg,o0) et
u(t) < u*(t) < u(t) pour tg < t < oo.

Preuve
Soit {e,} une suite de nombres positifs convergeant vers zéro lorsque n — 0o, et tels que
u(to) < u(to) + &n < T(to) pour tout n € N. Soit up(t) la solution de (2.1) satisfaisant
Un(to) = u(to) + &n. Alors u(t) < u,(t) < (t) pour tg <t < co. Soit T' > tp. Par le théoréme
(2.1.1), la suite de fonctions {u,} converge uniformément sur [to,T] vers u*(t). Ainsi, u(t) <
u*(t) < w(t) pour tg < t < T. Puisque ces inégalités tiennent pour tout 7' > to, elles tiennent sur
[to, 00). 11 est également clair que

Théoréme 2.6.

Soient u et T des solutions inférieures et supérieures strictes, respectivement, de (2.1) sur
Pintervalle [tg, 00). Supposons u(t) < u(t) pour ¢ > ty. Soit u*(t) la solution de (2.1) satisfaisant
la condition initiale u*(tg) = W(tp). Alors u*(t) est une solution de 2.1 sur [to,00) et u(t) <
u*(t) < T(t) pour tp <t < oo.

2.1.2 Application de la méthode a des Problémes périodiques

Soit F' € C1(RxR,R), et supposons qu’il existe un nombre T > 0 tel que F(t+T,z) = F(t, )
pour tout (¢,z) € R x R. Considérons I’équation différentielle

v = F(t,u). (2.2)

Nous nous intéressons a l’existence de solutions périodiques de période T de (2.2). Une solution
T-périodique est une solution y = y(t) satisfaisant 2.2 pour tout ¢t € R tel que y(t +T) = y(¢)
pour tout t. En bref, y est périodique avec une période T'. Il est évident que toute solution
T-périodique u satisfait les conditions aux limites

u(0) = u(T). (2.3)

Le réciproque est également vrai, dans le sens suivant : si u est une solution de (2.2) satis-
faisant (2.3), alors u peut étre prolongée en tant que fonction T-périodique sur toute la droite
réelle R, et cette extension sera une solution T-périodique de (2.2).

Théoréme 2.7.
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Soient u(t) < T(t) respectivement des solutions inférieure et supérieure strictes de (2.2) sur
[0,T]. Supposons également que

u(0) <u(T) et u(0) >u(T).

Alors (2.2),(2.3) a une solution u*(t) satisfaisant u(t) < u*(t) < @(t) pour 0 < ¢ <T'. Ainsi,

( 2.2) a une solution T-périodique. Preuve :

Soit J = [u(0),%(0)] et soit z € J. Soit u(t;z) la solution de (2.2) avec u(0;x) = . Par les
théorémes de la section précédente, u(t; ) est une solution sur [0,T] et satisfait

u(t) < u(t;z) < T(t) pour 0 < ¢t < T. Ainsi, u(T;z) € [w(T),%(T)] C J. Ainsi, 'application
z — u(T;z) envio J sur lui-méme. Soit P cette application, donc ®(z) := u(T; z) et o(J) C J.
Par le Théoréme 2.1.1, ® est continue, donc il s’ensuit que ® a un point fixe. Autrement dit,
il existe 2* € J tel que ®(z*) = z*. Il s’ensuit maintenant que la solution u* de (2.2) avec
u*(0) = z* satisfait (2.3). Cela prouve le théoréme.

Remarque 2.2.

1l est facile de voir que si J est un intervalle borné et fermé et que G : J — J est conti-
nue, alors G a un point fixe. Soit J = [a,b] et soit F(z) = G(z) — z pour z € J. Alors
Fla)=G(a)—a>a—a=0et F(b) =G() —b<b—b=0. Ainsi, F(a) >0 > F(b) et comme
F est continue sur [a,b], F(z*) = 0 pour un certain z* € [a,b]. Donc 0 = F(z*) = G(z*) — o7,
donc G(z*) = z*.

En inversant les inégalités, nous avons également le théoreme suivant, dont la preuve est
similaire & celle du Théoréme (2.1.2).

Théoréme 2.8.

Soient w(t) > u(t) respectivement des solutions inférieure et supérieure strictes de (2.2) sur
[0,T)]. Supposons également que

u(0) > u(T) et u(0) <u(7).
Alors 2.2,2.3 a une solution u*(t) satisfaisant u(t) > u*(t) > u(t) pour 0 < ¢t < T. Ainsi, (2.2) a
une solution périodique de période T.
2.1.2.1 Exemples de Mathématiques Pures

Nos deux premiers exemples impliqueront des équations différentielles linéaires facilement
solvables analytiquement, mais nous souhaitons les utiliser afin de démontrer la méthode des
solutions supérieures et inférieures. Notre troisiéme exemple ne sera pas solvable analytiquement,
donc nous montrerons 'utilité de la méthode dans les équations non linéaires.

Exemple 2.1.

Utilisons des solutions strictes supérieures et inférieures pour étudier I’existence de solutions
périodiques a I’équation
v = —u+ Bsin(wt) (2.4)

ol B,w > 0. Maintenant, nous pouvons facilement résoudre la solution générale de (2.4) :

u(t) = Ce™t + (sin(wt) — wcos(wt)),

1+ w?

et donc avec C = 0, nous avons une solution périodique. Cependant, nous souhaitons démontrer
la méthode des solutions supérieures et inférieures. Puisque F(¢,u) :== —u + Bsin(wt) satisfait
F(t,u) = F(t+ T,u) pour T = 27 /w, nous cherchons des solutions de période T = 27 Jw.
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Soit u = —24. Ainsi, ¥’ = 0 < 28 + Bsin(wt). Donc u est une solution inférieure stricte de
(2.4). De méme, soit @ = 2. Alors v/ = 0 > —28 + Bsin(wt), et U est une solution supérieure
stricte de (2.4). Maintenant, nous avons u(t) = —28 < 28 = u(t) pour tout ¢ € [0,T], ot
T = 27 /w. De plus, u(0) = u(T) et w(0) = u(T). Ainsi, par le Théoréme 9 (2.1.1), (2.4) a une
solution périodique de période T'.

La Figure (2.1) illustre un ensemble de solutions & 2.4 avec des valeurs initiales espacées de 0,1
unités. Puisque nous obtenons ’existence d’une solution périodique & partir du Théoréme (2.1.1),
Nous pouvons étre assez siirs de son emplacement en remarquant que les solutions tendent vers
une fonction sinusoidale dans le temps futur. Maintenant, considérons un exemple similaire qui
illustre I'utilité du Théoréme(2.8).

o o g e gt

|
sopf 4§ i { i i b0 i £
¢ 2 4 & 8 10 12 14 18 18 20

FIGURE 2.1 — Solutions de ’équation 2.4 pour le cas § =1, w = 1.

Exemple 2.2.

Utilisons des solutions strictes supérieures et inférieures pour étudier I’existence de solutions
périodiques & I’équation
v = u+ Bsin(wt) (2.5)

Comme dans ’exemple précédent, on peut trouver une solution périodique en résolvant direc-
tement ’équation, mais ici nous souhaitons utiliser le Théoréme (2.8). Encore une fois, nous
cherchons des solutions de période T = 27 /w.

Soit u = 2. Ainsi, ' = 0 < 28 + Bsin(wt). Donc u est une solution inférieure stricte de
(2.5). De méme, soit uw = —28. Alors u =0> —28+ Bsin(wt), et U est une solution supérieure
stricte de (2.5). Maintenant, nous avons u(t) > u(t) pour tout ¢ € [0,T], ot T' = 27 /w. De plus,
u(0) = w(T) et w(0) = w(T). Donc, par le Théoréme (2.8), (2.5) a une solution périodique de
période T

Dans la Figure (2.2) nous voyons une illustration des solutions & (2.5). C’est similaire & la
facon dont la Figure (2.1) se projeterait dans le temps en arriére (c’est-a-dire que les solutions
4 (2.4) divergeraient de la solution périodique). Dans la Figure (2.2), nous voyons les solutions
diverger dans le temps futur, mais en arriére, elles devraient converger vers des solutions pé-
riodiques stables. Ainsi, encore une fois, en utilisant les lignes de champ directionnelles, nous
pouvons estimer o1 se situe la solution périodique.
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FIGURE 2.2 — Solutions de I’équation (2.5) pour le cas f =1, w = 1.

Maintenant, regardons une équation différentielle non linéaire qui ne peut pas €tre résolue
analytiquement.

Exemple 2.3.

Utilisons des solutions strictes supérieures et inférieures pour étudier I’existence de solutions
périodiques & 1’équation
v’ = sin(u) + Bsin(wt) (2.6)

Encore une fois, nous cherchons des solutions de période T = 27/w. Maintenant, (2.6) est
difficile & traiter directement (& moins que nous supposions, par exemple, 0 < 8 < 1), donc nous
allons changer de variables. Soit

y' = Bsin(wt)

cos(wt) + C. Soit C =0, et soit u=z+y =2 — B cos(wt). Ainsi,

w

B

doncy = -3
r=u+ B cos(wt)
w
et
z' = — Bsin(wt) = sin(u) = sin <m _B cos(wt)>
w
Nous avons donc

2 = sin (;z: = gcos(wt)> (2.7)

Nous aimerions maintenant trouver une solution périodique & (2.7) de période 27 /w, ce qui
prouverait ’existence d’une solution périodique & (2.6).

Supposons
Bk
w 2
, et soit z tel que 0 < g <z<T-— g Nous prétendons que z est une solution inférieure stricte
de (2.7). Autrement dit,
Z=0<sin (g _5 cos(wt)) (2.8)
w
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Pour voir cela, notons d’abord que puisque —1 < cos(wt) < 1, nous devons avoir —g <

gcos(wt) < g Il s’ensuit que —g cos(wt) < g, et

B B B

O<§—écos(wt)<7r———écos(wt)§7r——-+
w w (03] w

3

donc
0<z- écos(wt) L
w

et donc
0 < sin (g By cos(wt))
w

Cela montre que z est une solution inférieure stricte de (2.7).

Maintenant, soit T tel que 7 < 7 + g <7ZT<2m-— g Avec un argument similaire, on peut
montrer que

2’ =0>sin (f - gcos(wt)> (2.9)

est satisfait, et donc 7 est une solution supérieure stricte de(2.7).

Nous allons maintenant vérifier les conditions nécessaires pour appliquer le Théoréme 2.1.2.
Définissons d’abord z(t) = z et Z(¢) = T pour tout ¢ € [0,T]. Par définition, nous avons
z(t) =§<7r—é <71‘+é <ZT=7(t)
w w
pour tout ¢ € [0,77]. De plus, z(0) = z(T) et Z(0) = Z(T). Ainsi, par le Théoréme (2.1.2}, (2.7)
a une solution périodique z*(t).

Prenons u*(t) = z*(t) — gcos(wt). Puisque z*(¢) et —g cos(wt) sont tous deux périodiques
de période T, u*(t) I'est aussi. Ainsi, (2.6) a une solution périodique.

Ci-dessous, dans la Figure (2.3), est une illustration du cas ot 8 =1 et w = 1. Nous notons
qu’il existe plusieurs solutions périodiques dont les valeurs moyennes semblent &tre placées &
des multiples impairs de 7, et que ces solutions semblent stables. A partir des lignes de champ
directionnelles, il semble quil y ait d’autres solutions périodiques & des multiples pairs de 7
également, bien qu’elles soient instables. Il est postulé qu’en remontant le temps, les solutions &
des multiples impairs de 7 seraient instables tandis que les solutions & des multiples pairs de 7
seralent stables.
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FIGURE 2.3 — Solutions de I’équation 2.6 pourlecas 8 =1, w = 1.

La Figure (2.4) montre le cas ot § =1 et w = 2. Le comportement est le méme que celui de
la Figure (2.3), mais avec une période et une amplitude réduites.

) 7 4 6 8 i 12 14 i 18 20

FIGURE 2.4 — Solutions de I’équation 2.6 pour le cas f =1, w = 2.

11 est intéressant de noter que dans ’exemple précédent, bien que nous ayons la restriction
g < 7, les données numériques semblent suggérer qu'une telle restriction est inutile : il semble
toujours que des solutions périodiques existeront, comme le montre ce qui suit.

Avec des conditions initiales & nouveau espacées de 0.1 unité, observez dans la Figure (2.5)
le cas ol B = 2, w = 1, et dans la Figure (2.6) le cas ot 8 = 3, w = 1. Dans les deux cas, il
semble y avoir des solutions périodiques, mais le taux de convergence des solutions vers elles (si
elles convergent du tout) est plus lent. Notez également I’amplitude croissante en augmentant £3.
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FIGURE 2.6 — Solutions de I’équation (8) pour le cas 8 =3, w = 1.

2.1.3 Applicaction de la méthode au Probléme de Sturm-Liouville non li-
néaire
2.1.3.1 Théorémes de Comparaison
Dans cette section, on considére léquation différentielle
o' = flz,u,u), (2.10)
ot f € C(I x R?) est supposée croissante par rapport & la seconde variable.

Définition 2.1.

1. On appelle sous-solution de ’équation (2.10) toute fonction v qui vérifie :

o' > flz,v,v), (2.11)
wla) < ulalyvib) £ b, (2.12)
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2. On appelle sur-solution de I’équation (2.10) toute fonction w qui vérifie :

w < flz,w,w), (2.13)
w(a) > u(a),w(d) > u(b). (2.14)

»Soit v une sous-solution et w une sur-solution
avec v(a) < u(a) < w(a), v(b) < u(b) < w(b). On a le résultat de comparaison.
Théoréme 2.9. [2]
Si l'une des inégalités est stricte, alors v < w.
Théoréme 2.10. [6]

Supposons qu'il existe K > 0, et que f est croissant par rapport & la seconde variable,
Lipschitz unilatérale par rapport & la 3™€ variable, c’est-a-dire :

f(@,y,21) = f(z,y,22) < K(21 — 22), Vz1> 22
Alors : v <u < w sur I.
Corollaire 2.1. [{]

D’aprés le Théoréme (2.1.1), le probléme aux limites :

y = flz,3,9), a<z<b yla)
=a, yb)=4p

admet au plus une solution.

1.2 Probléme de Sturm-Liouville non linéaire
Considérons le probléme de Sturm-Liouville non linéaire :
y'=f@yy), a<z<h,
a1y(a) — agy'(a) = a, (2.15)
bry(b) + bay(b) = B
avec a1, a2, f1,02 > 0,1 +az > 0,5 + B2 > 0.
Définition 2.2.

[4] Soient v et w deux fonctions deux fois dérivables.

1. v est une sous-solution du probléme (2.15) si :

v"(2) 2 f(z,v(@),v' () Vz €la,b
Vz €]a,b],

a1v(a) — ag?’'(a) < q,

byu(b) + bav(b) < B.

2. w est une sur-solution du probléme (2.15) si :

w”(z) < f(z,w(z),w' (), Yz €la,b],
aw(a) — aqw (a) > a, (2.16)
b]_’w(b) + bz’w’(b) > B.
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Théoréme 2.11. [4/

Considérons le probléme de Dirichlet suivant :

{y” = f(z,y), a<z<b ,

(2.17)
y(a) =05 y(b) =B

Supposons ’existence de v et w respectivement sous et sur-solutions telles que v < w. Supposons
que f est continue sur I’ensemble

K ={(z,y) € [a,b] x R;v(z) <y < w(z)}.
Alors, le probléme (2.17) admet au moins une solution u telle que v(z) < u(z) < w(z).

Corollaire 2.2. [4]

Soit f une fonction continue sur 'intervalle [a, b], croissante par rapport a y. Alors le pro-
bléme :

{y”(x) = flz,y), a<z<b, (2.18)

y(a) =7,y(b) =4
admet exactement une solution y € C2([a, b]).

Théoréme 2.12.

Supposons que :
1. 11 existe v et w deux fonctions de classe C! sous et sur solutions avec v < w sur [a, b],
2. f est continue et k-Lipschitzienne par rapport & la 3éme variable sur ’ensemble

K ={(z,y,2) € [a,b] x R%;v(z) <y < w(z)}.

Alors, le probléme (2.15) admet au moins une solution u € C?([a,b]) telle que v(z) < u(z) <
w(z), Vz € [a,b).

Preve.

Considérons la fonction modifiée f’ définie par :

f(.’L’,y,C) siz>0
fA(.’E,y,z) =< flz,y,2) si|z| <0
f(x7y7 —C) siz<0

tel que : ¢ > maxxe(gp{lv' (2], ' (z)|}

AN (g o 5) = A=,v(x),2) siy<o(x)
7 @,y.2) {fA(w,w(x),z) siy > w(x)

I = P a2 + LT E5Y

On a : (2, ) = max{v(z), min(y, w(z))}.
Alors,

Y(z,y,2) € [a,b] x R? : |f~(z,y,2)| < .. - |f(z,y,2)| + %argggb(lv(x)l, lw(z)])-

30



Soit |21] € C, 22> 0. On a:

IfA(.’IS,y,Zl) - fA(I)yJZQ)I = If(a:,y, Zl) - f(ac,y,zz)l
< K|z1—c|=K(c—z1)
S K(ZQ —Zl) :Klzl —Zzl

Donc f» est k-Lipschitzienne. Par suite, f~ est aussi k-lipschitzienne et bornée. D’aprés le
théoréme(2.9), le probléme (Pj~) admet au moins une solution u.
Soit v sur-solution, w est une sous-solution du probléme (2.15).

v(z) < u(z) < wiz)

On montre que u(z) < w(x), pour certains z et on suppose que d = u(z) — w(z) admet un
maximum strictement positif en zg € (a, b).

Etape (1) zo €]a, | :

Ona:d(zg)=0,etd (z) <0

d(z) >0 (2.19)

alors : d’ (z0) = u” (z0) — w" (w0) < F~ (o, u(z0), u” (z0)) — F~ (w0, w(zo), w" (0))-
Donc
d (zo) =0 e w (z0) = v (z0) =0 & w (x0) = v (x0). alors :

< f (o, w(wo), w (z0)) — f~ (o, u(wo), w" (o))

< Flao,wlas) ! (20) ~ £ (an, ), (ool () - L8

< f(=o, w(@o), w (z0)) — F* (o, w(zo), w (z)) — %(;Z)W

On a : w'(zg) > 0, donc les fonctions f et f~ coincident en .
Finalement,

f(zo, w(z0), w'(20)) — f(z0,w(z0),w (z0)) + ﬂ1U0—)

Par conséquent,

+ d*(z0) < 0. (2.20)

d(xo) S 0
d’aprés (2.16), on a une contradiction.
v(z) < u(z) 'autre inégalité de méme maniére.
Etape (2) zp =a:

d(a) > d(z) pour tout z € [a, b]
aw(a) — agw'(a) < a, donc < a1 (u(a) — w(a)) — az(u (a) —w (a)) >0
a1u(a) + agu' (a) = @
Donc,
a1d(a) — azd (a) > 0 < a1d (a) > aad (a)(a1,az # 0)
Cest & dire : d' (a) <0
D’autre part, il existe £ > 0 tel que d(z) > 0, pour tout = € (a,b) et l'on a sur 'intervalle
J=(a,a+¢):
u(z)—w (2) >0 u(z) > w' (z),

0
f(z,u(z),v (@) > f~(z,wz),w (),

@) @) + DDLU > 1o, w(e), v @),

Ploae e @)+ W » fleolde @) +1
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On a f, f* est k-Lipschitzienne.

Alors :
e, w(z),w () - (@), (2)) > —kv (z) — v ()]

Par suite,
d'(z) > —K|d (z)|, pour tout = € J,
d (z) <0, pour tout x € J.

Alors d' (z) > kd (x) .
Par intégration : Vz € J
[d'(z) = [kd (z) & Ind (z) = kz + c < d (z) = exp(kz)
La fonction z — d () exp(—kz) est croissante sur J.
On a d(a) > d(z) , d'(z) exp(—kz) > d'(a)exp(—ka) > 0, Vz € (a,b). Alors d'(z) = 0, Donc
d(a)=d
z,w(z),w' (2)) + T <0,

Onad (z) < f(z,w(z),w (z)) — f(=,

d(z)
— . <0. =
O<1 2()_0 Donc d(z) =d(a) >0
ce qui est une contradiction, alors
d(z)>0,Vz el

d'(z) > 0 pour tout = € (z1,z1 + J), (6 > 0)
On a:
d'(z) > —kd (z)

Par intégration :

1

& d” (CC) z ’
> = > — =
/le d'(x)"/x k< Ind (1) = —k(z—21) +c¢
= d (z) > d (z1)ezp(—k(z — x1)) + ¢ >0
D’aprés les conditions aux limites :
~brw(b) — bow' (b) < B

brw(b )—i—bzw()Zﬁ -
bru(b) + bou' (b) = 8 bru(b) + bou' (b) =

Donc : byd(b) + bad (b) <0, c.a.d
bad (b) < —b1d(b) < 0.

D’autre part, en continuant ainsi suite jusqu’au point b, on arrive a

d (b) > 0etd(b) > d(a) >0

d’apres (2.16) et (
Alors
0< —bld(b) <0

Donc contradiction
il suffit de choisir ¢ > maz(R, [v' (z)],|w (z)|), ce qui montre 3R > 0 tel que |v'(z)| < R

Alors : pour f~ = fA le probléme (Pyy admet au moins une solution
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Chapitre 3

Méthode de sur et sous solution pour
un probléme fractionnaire

3.1 Introduction

Dans cet chapitre, nous nous concentrons sur l’étude d’existence de solutions positives pour
le probléme aux valeurs propres avec des équations différentielles fractionnaires singuliéres de
type Hadamard dont | es conditions aux limites sont multi-points [11] :

—ugD%z(t) = Af(t,z(t)),a.e. t € (1,0),
z(1) =0, z(e) = zo + w3 21 aix(p(mi)), -
Ou f :[1,€] x (0,+00) est continue, g D% est la dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre o

avec 1 < a<2,1<m <1m <..<7n <e, et les constantes zp et u sont non négatives, la
fonction ¢ : [1,e] — [1, €], p(t) <t est continue.

(3.1)

Ces derniéres années, les problémes non linéaires d’ordre fractionnaire ont attiré ’attention
de nombreux chercheurs en mathématiques et dans d’autres sciences appliquées en raison de
leur large gamme d’applications en mathématiques appliquées, physique, biosciences, ingénierie,
chimie, etc.

Un grand nombre de contributions ont été apportées pour les équations différentielles fraction-
naires selon la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville ou la dérivée fractionnaire de Caputo.
Cependant, le type intégral et dérivé fractionnaire de Hadamard différe de la dérivée fractionnaire
de Riemann-Liouville et de la dérivée fractionnaire de Caputo car les noyaux de l'intégrale et de
la dérivée de type Hadamard contiennent des fonctions logarithmiques d’exposant arbitraire et
sont donc considérés comme un type différent de noyaux faiblement singuliers.

Ainsi, il est plus difficile d’explorer existence de solutions pour les équations différentielles frac-
tionnaires de type Hadamard.

Dans le récent travail [14], en analysant la structure spectrale d’'un opérateur linéaire et
en calculant 'indice de point fixe de 'opérateur non linéaire correspondant, Zhang et al. ont
considéré 'existence de solutions positives pour I’équation différentielle fractionnaire de type
Hadamard suivante :

DeDP (1) = f(t,2(), —DP (1), 1<t <e,
z(1) = 02z(1) = 0z(e) =0, (3.2)
DP2(1) =0 PP2(1) = 0P 2(e) = 0,
Ol 2 < a, 8 < 3, o est un opérateur différentiel noté t(d/dt), c’est-a-dire oz(t) = t(d/dt)z(t),
D¢ et @tﬁ sont les dérivées fractionnaires de Hadamard d’ordre o, 83, f € (1,e) x (0,4+00) X
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(0,+00), [0, +00) est une fonction continue, et les critéres de 'existence de solutions positives
ont été établis. Récemment, basé sur une continuation de type Leray-Schauder, El-Sayed et
Gaafar [5] ont établi I'existence de solutions positives pour une classe d’équations différentielles
fractionnaires de type Hadamard singuliéres avec des conditions aux limites & points infinis ou
des conditions aux limites intégrales.

Cependant, lorsque f posséde des singularités sur les variables d’espace, en particulier pour
le probléme de valeurs propres, peu de résultats sont établis sur les équations différentielles frac-
tionnaires de type Hadamard. Inspiré par les travaux précédents, 'objectif de ce chapitre est
d’établir existence de solutions positives pour le probléme de valeurs propres de I’équation dif-
férentielle fractionnaire de type Hadamard 3.1 lorsque f posséde une singularité sur les variables
d’espace.

Lemme 3.1. [5] [14]
Pour g € L'[1,¢], le probléme aux limites
—gD%x(t) = Ag(t), .ete(l,e)
soumis aux conditions limites multipoints pour tout ¢ € (1,¢),
{x(e) = 20+ p i ain(p(m))
(1) =0,
a une solution unique z € AC[1, ¢] si et seulement si z est une solution de ’équation intégrale

p)

G(

£ 8} 1 (Int)*"1(1 —Ins)*"! — (Int — Ins)2™ !, 1<s<t<e,
,8) = ——
L(a) | (nt)* (1 —1lns)*™t, 1<t<s<e,

et
g = /\Zai(ln wn))* # 1.

=1
Lemme 3.2. [12], [14]

Soit x(t) = t*~1(1 — t). Les fonctions de Green G ont les propriétés suivantes :
(i) G e C([1,¢] x [1,€],RT).
(ii) Pour tout t,s € (1,€), les inégalités suivantes sont vérifiées :

(@ — Dr(nt)s(l —Ins) < T(a)G(t,s) < k(lnt)(1 — Ins)* 2,
Définition 3.1.

Une fonction continue )(t) est appelée une solution inférieure de (3.1) si elle satisfait

—aD*P(t) < Af(t, (1), aete(le),

Y(1) 2 0,9(e) =2 o + MZ a;ip(p(ni))-

=1
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Définition 3.2.

Une fonction continue ¢(t) est appelée une solution supérieure du probléme aux valeurs
propres (3.1) si elle satisfait :

—uD%(t) = Af(t,¢(t), aete (l,¢),

$(1) <0, ¢(e) Sz + Mzaz @(1:))-
i=1
Nous faisons les hypothéses suivantes tout au long de cet article :
(H1) f:[1,€] x (0,400) — [0,400) est continue et non croissante en z > 0.
(H2) Pour tout r € (0,1), il existe une constante e > 0 telle que, pour tout (t,z) € [1,€] X
(Oa +OO), f(ta T’.CC) < T‘—Cf(t,l').

Remarque 3.1.

Pour r > 1, selon (H2), nous obtenons la conclusion équivalente suivante :

pour tout (t,z) € [1,€] x (0,400), f(t,rz) > r~°f(t, ).

En fait, pour 7 > 1 et tout (¢,z) € [1,€] x (0,+00), on a f(t,r-(1/r)z) < (1/r)f(t,rx), ce qui
implique que f(t,rz) > r~¢f(t,z).

Lemme 3.3.

Principe du maximum [13]
Si z € C([0,1],R) satisfait

z(1) =0
z(e) = To + w2y aix(p(mi)),
et —gD%z(t) > 0 pour tout t € [0,1], alors z(t) > 0, pour tout ¢ € [0, 1].
Preuve :
Par le Lemme (3.1), la conclusion est évidente, et nous omettons donc la preuve ici.

3.2 Reésultats Principaux

Soit :

_ (—1) pai(e — 1)k(ln(n;))
A= T(a+2) Z l—a)Fa+2) ’

alors nous énongons notre principal resultat comme suit.
Théoréme 3.1.

Supposons que (H1) et (H2) sont vérifiées, et
(H3) infien,qf(t,1) >0et 0< [£(1 —1Ins)* 2 f(s,x(Ins))(ds/s) < +oo.
Alors il existe des constantes 0 < A1 < A* et p > 0 telles que pour tout A € (A,A*), le
probléme aux valeurs propres (3.1) a au moins une solution positive z(t) satisfaisant la propriété
asymptotique
k(lnt) < z(t) < p(lnt)*L.

Preuve :
Tout d’abord, définissons un espace fonctionnel E = C[1, e] et un sous-ensemble @ de E :

Q =z(t) € E[3, > 0:z(t) > lzx(lnt),t € [1,€] (3:3)

35



De maniére évidente, @ n’est pas vide puisque x(Int) € Q.
Définissons un opérateur T dans E :

i ¢ s zo(lnt)®!
(Txx)(t)—)\/ G(t, ) f(5,3(s) 2 +ZM_/1 G(ga(m),s)f(s,z(s))d?—c——o(%—f)T),
(3.4)

Il découle du (3.1) que le point fixe de Popérateur T} est la solution du probléme aux valeurs
propres (3.1).

Dans ce qui suit, nous prouvons que I'opérateur T est bien défini et que T)(Q) C Q. Pour
ce faire, pour tout z* € Q, il découle de la définition de @ qu’il existe un nombre positif [} .
tel que z*(t) > I%.x(Int) pour tout ¢ € [1,e]. Choisissons Iz« = min{1/2,[7.}, alors nous avons
z*(t) > l»k(Int) pour tout ¢ € [1,e]. Donc, en utilisant le (3.2), (H2) et (H3), nous obtenons

. Ax(lnt)
Ta)®) < 2

"1~ Ins)* 2 f(s, 27(s)) 2,
1 s

= Apai(Int)* e(lng(n;)) [° =2 ds zo(lnt)>?
+ R e )+ T

Ry, 4 e e e (5.5)
T pai(In ) e(lnp(n;)) [© S ds | mo(lnt)*~! ?
+ le (1 — (@ /1 (1 —1ns)*2f(s,lpr(In s))—s— + W;

Nt | s Al (lncp( D\ (€1 1m0 (s, wfln s % 4 20
< +00.

Ensuite, prenons B = max{2, max;c[1 ¢ z*(t)}, alors il découle du 3.2 et de (H2) que

(™) (1) = /\—(Ii‘(;T” s(int)inge(l — Ins)f(s, 2" ()2,
+2Au liz’;gl;lt)“ w(m))/ k(1= € 5) (5,3)%,
> A(l‘i‘( D) (lnt)/ (1—Ins)f(s, B)d
+§)‘“ e 11)%/;()111(2)( () /1 K(l— € s)f(S,B)%f> (3.6)
> %H(M) / 5(1—Ins)f(s, 1),
+ZA“(O‘*1 f_i)“r(i;) rlip (i) /1 "kl - ) (s ),
> [M;(i))B ¢ (1+:1 ua.(if(_so((gi))> Aeﬁ(l—lns)f(f,s)% r(lnt).

(3.5)et( 3.6) indiquent que T est bien défini et Th(Q) C Q.

Maintenant, nous allons essayer de construire les solutions supérieures et inférieures du pro-
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bléme aux valeurs propres (3.1). Comme l'opérateur T est décroissant par rapport & z, définissons

L(t) —/ G(t,s)f(s,k(lns)) i Z'uallhitc)f) / G(e(m),s)f(s, n(lns))—

alors, de maniére similaire & (3.6) , pour tout ¢ € [1, €], on obtient

L(t) > I: ( -{—Z“ (1_0) )/16 n(l—lns)f(s,ﬂ(lns))%} r(nt),

c.a.d;
ML(t) > k(Int), Vitell,el
ou
- ['(a)
(@—1)(1+ X, barelaly (2451 —Ins) f(s, x(lns)) &

D’autre part, remarquons que f(t,z) décroit en x > 0, donc, pour tout A > Ay, il découle du 3.2
et de (H3) que

S a;(Int)® . S zo(lnt)!
[ ae oo E + 3 LI [ oot 0166, AL % + 2R

e~ i o) 1-0)
nt)e1 zo(Int)*~!
/ G t S)f s, )\1L S) ds Z%/ G( (771) S)f(s )\lL( ))_ 0((; _t)a)

)a—l

a L
/ G(t,s)f(s /-c(lns Z”alllrita / G(p(m),9)f (s, k(In ))— Eg—(lnt——

1-0)
(s a>+2“‘1’_1§¢a)>/f( S s
< +o0.

Maintenant, prenons C = max{2, max,c1 o L(t)} et

Ce 1/(—e+)
A > max< 1A - .
k |:A anse[l,e]f(sa 1)}

R(t)_,\*/ G(t,s)f(s, \"*L(s ))dj

a;(Int)et zo(lnt)*1
Z# 11—2 /G o), 8)f(s,A*L ())s+°((11—_t)d)—.

Ona

Par (H2), pour tout ¢ € [1, €], nous avons

X f(5,A"L(s)) = (W)™ f(s5,C) 2 (W) ™HCTf(s,1) 2 A7
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Ainsi, il découle du( 3.2)que

(a_l)A_ln . € Clns ds
RCh (nt) [ #(1-1s)%

ai(a — Li(ln i € s
—I—Z'u 11_1) ((01,) (1)) (lnt)—/1 K(1 lns)d—

_ (( a—1)A"1 Z,ual a—1)A"tk (1ng0(m))>ﬁ(lnt)

R(t) >

INa+2) 1—-0)'(a+2)
> k(Int), Vtell, e]

Ona
zo(Int)*~1

1-0)

Alors, par le (3.1), pour tout t € [1, €], nous avons

{¢(t) = ML(t) + 205 > k(nt),
¢

o(t) = N*L(t) +

» ¥(t) = R(b),

8(1) =0, 37)
(e) = xo + p ) imy a;d((mi))

#(t) = R(t) = s(lnt), te€[l,e€],
¥(1) =0, (3.8)
P(e) = zo + 2% aip(o(mi)

Il découle des équations (3.7) et (3.8) que ¢(2),%(t) € Q et

k(lnt < 9(t) = Tr=(A*L(2)), k(lnt) < d(t)Vt € [1, €], (3.9)
ce qui implique

B(t) = T (V" L))
:)\*/ G(t,s)f(s )\*L(s))E

N pa;(lnt)*— = * zo(Int)*!
2 Z 2 [ st arte xS + B
< /1 G(t,3)f (s, ,\1L(s))—
A  aafin)e? (3.10)
+A*z“ R0 [ Gtetm), o) ts, mE@) S + 2
/ G(t,s)f s,n(lns))—
1 S
. = o (€ )21 e ds mo(Int)*?
EPL | etem. )56 xma) T + 2L
= ¢(t) Vte[l,el.
Ainsi, par (3.9) et (3.10), nous avons
HD*(t) + X f(t,9(t)) 2 DX TAAL(R) + A" (¢, (1)) (3.11)

= =X f(,AL@) + AT f (2 6(2) 2 0,

38



n a—1
#Do6(0)+ 316 90) < D (XL + 2L ) 43 10,60)

=g D*(Thx(Int)) + A" f (L, H(1)) (3.12)
= M f(t,k(Int)) + X* f(t, 6(t))
M f(t, k(Int)) + X* f(t,x(nt)) = 0.

Par conséquent, les équations (3.7) et (3.8) impliquent que ¢,% satisfait les conditions aux
limites du probléme aux valeurs propres (3.1) . Ainsi, il découle des équations (3.10) a (3.12)
que (), $(t) sont des solutions supérieures et inférieures de I’équation aux valeurs propres (1)

lorsque A = X* et 9(t), ¢(t) € Q.
Ensuite, construisons une fonction I :

ft,0(®), y<¥(),
Fy) = f&u®). v() <y < ¢(h),) (3.13)
f&,9(8), y> ¢().

Pour tout A € (A1, A*), considérons le probléme aux valeurs propres modifié suivant :

—gD%y(t) = AF(y), ae.t€ (1,€),
y(1)=0 (3.14)
o yle) = zo+ p ) ing aiy(e(m))

Nous définissons un opérateur 2 dans E :

@) = [ Gl P2 + 3 I [ Stoton P 6o

zo(lnt)e?

1=0) Vy € E.

1l découle de ’hypothése que F : [0,400) — [0,+00) est continue. Ainsi, il est clair qu’un point
fixe de 'opérateur 20 est une solution du probléme aux valeurs propres modifié (3.14).

Pour tout y € E, il découle du (3.2), de (3.13) et de ¥(t) > x(Int) que

(@30)(6) = A /fca,s)F(y(s))—JrZA”“l ni)® / Glom), ) Fy(s)

zo(lnt) !

(1-o)

1 = pais(ng)(n ” ds . o
SA(‘@*.ITLT—W“ ) AT )

" 1 paik(lnp)(n:)) e - " .
<A ( a) m) /1 (1 —1113) 2f(s,1/)(5))? of (1 - 0.)

=1

L1 paik(lne)(n:)) | [° a2 ds
S A (m)- + Z W) /1 (1 = 11’15) f(S, R(IHS))—S—‘

=1

P W 4.
1-o0)

Donc, 2y est borné. Il est facile de voir que 2y : E — E est continu grace a la continuité de

F(y) et de G(t,s).
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D’autre part, pour tout 2 C E borné, puisque G(t,s) est uniformément continue sur [1, €],
nous savons que 2y (Q) est équicontinu. Ainsi, le théoréme d’Arzela-Ascoli implique que 2Ly :
E — FE est complétement continue. Il découle du théoréme du point fixe de Schauder qu’il
existe au moins un point fixe y de Ay tel que y = Any.

Maintenant, nous montrons

P(t) <y(t) < ¢(t), tellel

Pour ce faire, soit w(t) = ¢(t)—y(t), t € [1, €]. Puisque ¢(¢) est la solution supérieure du probléme
aux valeurs propres 3.1 et que y est un point fixe de 2, nous avons

w(l) =0, w(e)=x0+ uZazw (1)) (3.15)

i=1

Il découle de la définition de F', de (3.9) et de (3.10) que

ft,0() < F(y(t)) < f(t,9(1) < f(t,x(Int)) Vye E, Viel[l,ed, (3.16)
c’est-a-dire,

HDw(t) =i DB(t) - Dy() = =3 f(t,s(lnt)) + AF(y(®) <0,  (317)
ce qui implique que — g D%w(t) > 0. Il découle du 3.3 que w(t) > 0, c’est-a-dire, y(t) < ¢(t) sur
[0,1]. De la méme maniére, nous avons y(t) > 1 (t) sur [0, 1], donc nous obtenons (t) < y(t) < (¢),

€ [1,e].
P(t) <y(t) < ¢(t), te[l,el (3.18)
Par (3.13), nous avons F(y(t)) = f(t,y(¢)), t € [1,¢€]. Par conséquent, y(t) est une solution posi-
tive du probléme aux valeurs propres (3.1).

Enfin, nous prouvons les propriétés asymptotiques des solutions. Tout d’abord, & partir de
(3.18), nous obtenons

y(t) = $(t) = w(int). (3.19)
D’autre part, il découle de (3.19) et du (3.2)que

v = [ 6916w 2 + 3 I [ Gom), 1o, S
=1

.’Eo(ll’lt)a_l
1-o0)
of 1 — paik(Inte(m)) | (€ am ds o
< [)\ <m ¥+ 2 -0l (@) ) /l (1 == lns) 2f(8, /ﬁ:(h’ls))‘s— I =0
x (Int)2~1
— p(int)*?

Par conséquent, nous obtenons les propriétés asymptotiques des solutions

r(lnt) < y(t) < p(lnt)*~

40



Exemple 3.1. [11]

Considérons le probléme aux valeurs propres singulier suivant :

—ugD32x(t) = M1 - Int)2z=2/3(t), ae.te (l,€)
z(1) =0, (3.20)
z(e) =3 +2z (¢ () +2 (2 (3))

p(t) =11/
i’reuve.
Soit o =3/2, u=1,m =3/2, 12 =5/2,
flt,z) =1 ~=In )22 723(t),
alors (H1) est vérifié, et pour tout r € (0,1) et pour tout (¢,7) € [1,€] x (0,+00),
Ft,rz) = r 231 — Int)2x~® < r~23f(t,2),

ce qui implique que (H2) est également vérifié.
De plus, par calcul direct, nous avons infycpy o f(,1) =1 >0,

0< /le(l - lns)a_zf(s,/z(lns))% = /16(1 - lns)_1/2(1 - 1115)25"2/3(5)§,

S

§/ (1—lns)_l/ﬁln_l/?’(s)E < 0.
1 S

Par conséquent, (H3) est vérifié. Ainsi, par le théoréme (3.1), il existe deux constantes 0 < A; < A*
telles que pour tout A € (A1, A*), le probléme aux valeurs propres singulier (3.20) a au moins une
solution positive z(t), et il existe une constante p > 0 telle que :

n/2(£)(1 — Int) < z(t) < pIn'/2(t).
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons présenté quelques type de dérivées et intégrales fractionnaires,
en particulier les dérivées et intégrales de Hadamard et leurs propriétés qui ont beaucoup servi
dans ce manuscrit.

D’autre part, nous avons exposé la méthode de sur et sous solutions et son utilisation pour
le résolution d’une équation différentielle périodique et le probléme de Sturm Liouville non li-
néaire. La partie la plus consistante du mémoire était consacré & I’étude d’un probleme des
valeurs propres des équations différentielles fractionnaires singuliéres de type Hadamard avec des
conditions aux limites multipoints posé sur un intervalle borné de la droite réelle ou nous avons
appliqué la méthode de sous - solution et sur - solution.

En construisant les solutions supérieures et inférieures du probléme des valeurs propres et en

utilisant les propriétés de la fonction de Green, l'intervalle des valeurs propres du probléme est
&tabli via la théorie du point fixe.
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