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ني أ شكر تمام درإس تي إلعلمية  إ   .الله وإفر إلشكر على توفيقه لي وإعانتي على إ 

إلى إبي  وإجتهاديلطالما تمنيت إن تقر عينه برؤيتي في يوم كهذإ إلى إلذي يوسده إلترإب إلى سر مناضلتي 

إلثاني … ما أ صعب الاشتياق ل حد لم ترإه أ بدإً ولن يأ تي مثله أ حد، ولن يعوض مكانه أ حد، إلى من كانت  

 .روحي وفؤإدي في إلمنام إلى إمي إلغالية أ سأ ل الله أ ن يغفر لكما ويرحمكما وونيسةس ندإ لي 

 إلغاليي  وإبيدي إلى ذلك إلصدر إلحنون إلذي إحتوإني كلما كنت بحاجته إلى إلمبسم إمي ل بإ وإمانيإلى ضلعي إلثابت      

ن كنت في أ وإئل إلصفوف أ و كنت إل خي  ، أ بي  ةكل إلشكر وإلعرفان لمن لا أ حصيه فضلًً وتقديرًإ، لمن شجعني ودعمني إ 

نها ليست كلمات حب فحبي أ كبر من أ ن تس توعبه إلسطور، ولا كلمات شكر ففضلك  أ كبر من أ ن   وتضحياتكإلغالي.. إ 

ني أ شكرك من أ عمق نقطة في  ن لم أ كن قادرًإ على منحهما من    قلبي، إميتشكره إلكلمات، ورغم هذإ أ قول لِك إ  إلغالية …وإ 

 .إلثناء إلوفيَ، فهما في إلقلب ملوكًا وأ غلى رفيقا

  والاصرإر،إلثقة  مبادئ زإرعي  إلطريق،عن طريقي إلمتاعب ممهدين لي  وأ زإحوإإلى من ساندوني بكل حب عند ضعفي 

 .إلى من شدّ الله بهم عضدي فكانو خيًإ معي إخوتي 

ن قلت شكرإً فشكري لن يوفيكم، حقاً سعيتم فكان إلسعي مشكورإً، فرسالة شكر وإمتنان أ طيّها لكم إخوإتي   .…إ 

 .…قد ننسى من شاركنا إلضحك، لكن لا ننسى من شاركنا إلبكاء. شكرًإ عائلتي على ما قدمتموه لي

، لن أ قول شكرًإ فقط على ما قدمتم ولكن شكرًإ لكونكم إخوإتي، وإيمانش يماء  سارة، شكرًإ لكم يا إخوإتي 

 .أ سعدكم الله دهورًإ وأ لبسكم من تقوإه نورًإ

 إلعبارإت لتنظم عقد شكر إلذي لا يس تحقه  وتتزإحمتتسابق إلكلمات  

 إلثناء لا توفيكم حقكم شكرإ   وكلمات أ نتمالا  

 .إدإم الله فرحكم ةينبر وص  نور إلهدى سارة 

 وإلنجاح. إلمزيد من إلتأ لق تمنى لكن أ   وياسميإلزهرإء  فاطمةزميلًتي  وإلى                      
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Résumé

L’objectif principale de ce travail est d’étudier l’existence et l’unicité d ’équations différentielles
d’ordre fractionnelle
Ce mémoire se composant on trois chapitres

Chapitre 1 : Nous rappellerons quelques définitions de base et faits préliminaires sur les dé-
rivées et les intégrales fractionnaires .

Chapitre 2 : Nous chercherons une solution intégrables pour les équations différentielles im-
plicites d’ordre fractionnaire avec condition non locale.

Chapitre 3 : Nous introduiserons le problème de valeur limite multiterme des équations dif-
férentielles fractionnaires de CAPUTO d’ordre variable.
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Introduction

L’analyse des équations différentielles d’ordre fractionnaire s’avère être une
extension naturelle et significative des équations différentielles classiques, per-
mettant de modéliser des phénomènes plus complexes et diversifiés présents
dans la nature et les sciences de l’ingénieur.
L’existence et l’unicité des solutions pour ces équations sont souvent établies
en utilisant des théories et des techniques avancées, telles que les opérateurs
fractionnaires, les espaces de Banach, et les méthodes de points fixes.
L’existence des solutions des équations différentielles fractionnaires peut être
démontrée en utilisant des méthodes variées, telles que les théorèmes de
Schauder ou de Banach sur les points fixes, et d’autres techniques fonction-
nelles.
Ces méthodes reposent généralement sur la transformation des équations
différentielles en équations intégrales de Volterra, où les opérateurs fraction-
naires tels que l’intégrale de Riemann-Liouville ou de Caputo jouent un rôle
central.
L’unicité des solutions est souvent prouvée en montrant que toute solution
possible doit converger vers une solution unique, en utilisant des principes
de contraction et des estimations appropriées dans les espaces fonctionnels
concernés.
Les conditions suffisantes pour l’unicité incluent souvent des hypothèses de
Lipschitz sur les termes non-linéaires de l’équation.
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Notation

Dans tout ce qui suit ,nous utiliserons les notations suivantes :
Γ(.) La fonction Gamma.

B(., .) La fonction Béta.

In Intégrale fractionnaire d’ordre n.

Iαa+ L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α à gauche.

Iαb− L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α à droite.

Dα
a+

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α à gauche.

Dα
b−

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α à droite.

cDα
a+

La dérivée fractionnaire de CAPUTO d’ordre α à gauche.

cDα
b−
La dérivée fractionnaire de CAPUTO d’ordre α à droite.

IN1, 2, 3... L’ ensemble des nombres naturels .

lC L’ ensemble des nombres complexe.

||.|| La norme.

C(J ; IR) Espace des fonctions continues sur J et à valeurs dans IR .

Lp Espace de Lebesgue.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons des notations, définitions et des
théorèmes utilisés dans ce mémoire.

1.1 Rappels sur les Espaces Fonctionnels

Définition 1.1. (Espace vectoriel normé)

Soit E un espace vectoriel sur le corps IK = IR ou lC ,on appelle norme
sur l’espace E toute application notée ||.|| définie sur E à valeurs dans IR+

,vérifiant pour tout x, y dans E et α dans IK.

1. ||x|| = 0⇔ x = 0

2. ||αx|| = |α|||x|| ;∀α ∈ IR

3. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||

Définition 1.2. (Espace métrique complet)

On dit que E est un espace métrique complet si toute suite de Cauchy de E
converge dans E.

Définition 1.3. (Espace de Banach)

Tout espace vectoriel normé est appelé espace de Banach

Définition 1.4. (Espace C(J ;IR))

L’espace des fonctions continues sur J dans IR muni de la norme :

||x||∞ = sup ||x(t)|| : t ∈ J
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Définition 1.5. (Espace de Lebesgue )

Soit Ω = [a, b](−∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞) et1 ≤ p ≤ ∞.

1. Si 1 ≤ p <∞ l’espace Lp(Ω) est définit par :

Lp(Ω) =

{
f : Ω −→ IR; fmesurablesurΩ et

∫
Ω

|f(x)|pdx <∞
}

.

Que l’on munit de la norme ||f ||lp =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

<∞

2. Pour p = ∞ l’espace L∞(Ω) est l’espace des fonctions mesurables , f
bornées presque partout sur Ω on note :

||f ||l∞ = sup essx∈Ω|f(x)| <∞

Définition 1.6. (Ensemble convexe)

Soit E espace factoriel sur un corps IK et IK ⊂ E on dit que IK est convexe si :

∀(x, y) ∈ IK2,∀θ ∈ [0, 1], θx+ (1− θ)y ∈ IK

Définition 1.7. (Ensemble Compact)

Soit E espace factoriel normée et IK ⊂ E on dit que E est compact si tout
suite d’élément de IK admet un sous suite convergente vers un point dans IK

1.2 Calcule fractionnaire :

1.2.1 Bref historique :

1.2.2 Théorie de dérivation fractionnaire :

Est un sujet presque aussi ancien que le calcul classique tel que nous le
connaissons aujourd’hui, ces origines remontent à la fin du 17eme siècle,
L’époque ou Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul
différentiel et intégral .
En particulier, Leibniz a présenté le symbole dnf

dtn pour désigner la neme dé-
rivée d’une fonction f .
Quand il a annoncé dans une lettre à L’hôpital (apparemment avec l’hypo-
thèse implicite que n ∈ IN, L’hôpital a répondu :
Que signifie dnf

dtn si n = 1
2 ?

Cette lettre de L’hôpital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le
premier incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire,et le
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fait que L’hôpital a demandé spécifiquement pour n = 1
2 , c’est à dire une

fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette partie des
mathématiques.
Les dérivées non entières possèdent un effet de mémoire qu’ elles partagent
avec plusieurs matériaux tels que les matériaux viocs élastiques ou polymère.
Ce fait est également une des raisons pour lesquelles le calcul fractionnaire a
connu récemment un grand intérêt.
L ’utilisation de l’effet mémoire des dérivée fractionnaire dans la construction
des modèle matériels simples est livrée avec un coût élevé en ce qui concerne
la résolution numérique.
Tout en utilisant un algorithme de discrétisation des dérivées non entières on
doit tenir compte de sa structure non locale qui signifie en général un haut
stockage d’information et une grande complexité de l’algorithme.
De nombreuses tentatives pour résoudre les équations faisant intervenir dif-
férents types d’opérateurs d’ordre non entier peuvent être trouvées dans la
littérature.
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1.2.3 Fonctions spéciales :

1. Fonction Gamma d’Euler : est une fonction qui prolonge le factorielle
aux valeurs réelles et complexes.
pour Re(α) > 0 on définie Γ(α) par :

Γ(α) =

∫ +∞

0

tα−1e−tdt, ∀α ∈]0,+∞[. (1.1)

Propriétés de la Fonction Gamma d’Euler :

La fonction Γ s’étend(en une fonction holomorphe) a lC\Z−
tout entier On a :
Γ(α + 1) = αΓ(α)
et pour n entier on a : Γ(α + 1) = αΓ(α) et pour n entier on a :
Γ(n+ 1) = n!.
Démonstration 1.1.

(a) par intégration par partie,on obtient

Γ(α + 1) =

∫ +∞

0

tαe−tdt.

= [−tαe−t]t=+∞
t=0 + α

∫ +∞

0

tα−1e−tdt.

= αΓ(α).

(b) De Γ(α+1) = αΓ(α) et puisque Γ(1) =
∫ +∞

0 e−tdt = 1, on déduite,

Γ(2) = 1.Γ(1) = 1!

Γ(3) = 2.Γ(2) = 2× 1! = 2!.

Γ(4) = 3.Γ(3) = 3× 2! = 3!.

Alors ,par récurrence on obtient

Γ(n+ 1) = n.Γ(n) = n!

2. Fonction Béta d’Euler : est définie par :

B(α + β) =

∫ 1

0

τα−1(1− τ)β−1dt.

avec Re(β) > 0 et Re(α) > 0
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Propriétés de la Fonction Béta d’Euler :
1. La fonction Béta est symétrique c’est -à-dire que :

B(α, β) = B(β, α)

2. Elle peut prendre aussi la forme intégrale :

B(α, β) =

∫ +∞

0

tα−1

(t+ 1)α+β
dt.

Remarque 1.1.

Les fonction Gamma et Béta sont reliées par la relation :

B(α + β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)

1.2.4 La dérivée et Intégrale fractionnaire :

Considérons une fonction h définie pour t > a,
on pose

(Ih)(t) =

∫ t

a

h(s)ds

(I2h)(t) =

∫ t

a

(Ih)(u)du =

∫ t

a

(∫ u

a

h(s)ds

)
du

En répétant n fois on obtient d’après la formule de Cauchy

(Inh)(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− s)n−1h(s)ds

En utilisent la fonction Γ d’Euler (1.1) on aura la définition suivante :

1.2.5 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville :

Définition 1.8. ([14,15])
Intégrale fractionnaire IR+ de la fonction h ∈ L1([a, b], R+) et continue

est défini par :

Iαa h(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1h(s)ds

où Γ(.) est la fonction Gamma.
si a = 0 on écrit

Iαb−h(t) = Iαa+h(t) = h(t)

9



1.2.6 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville :

Définition 1.9. ([14,15])

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ ordre α > 0
de la fonction h ∈ L1([a, b], IR+), est donnée par :

(Dα
a+h)(t) =

1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

(t− s)n−α−1h(s)ds.

ici n = [α] + 1 et [α] désigne la partie entière de α.
si α ∈ (0, 1], alors

(Dα
a+h)(t) =

d

dt
I1−α
a+ h(t) =

1

Γ(1− α)

d

ds

∫ t

a

(t− s)−αh(s)ds

.

Remarque 1.2. 1. pour α = 0

D0
b−
h(t) = D0

a+
h(t) = h(t)

2. pour α = n

Dn
b−
h = (−1)(n)h(n)

Dn
a+
h = h(n)

1.2.7 Dérivée fractionnaire de CAPUTO :

Définition 1.10. ([14,15])

La dérivée fractionnaire au sens de CAPUTO d’ordre α > 0 de la fonc-
tion h ∈ L1([a, b], IR+) ,et continue est définie par :

(cDα
a+h)(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1h(n)(s)ds.

où n = [α] + 1.si α ∈ (0, 1], alors

(cDα
a+h)(t) = I1−α

a+

d

dt
h(t) =

∫ t

a

(t− s)−α

Γ(1− α)

d

ds
h(s)ds

10



1.3 Quelques propriétés :

([14,15])Soient α, β > 0 Alors on a :

1. Iα : L1(J, IR+) −→ L1(J, IR+) et si f ∈ L1(J, IR+), alors

IαIβf(t) = IβIαf(t) = Iα+βf(t)

2. si f ∈ Lp(J, IR+), 1 ≤ p ≤ +∞, alors‖Iαf‖Lp ≤ Tα

Γ(α+1)‖f‖Lp.

3. L’opérateur intégrale d’ordre fractionnaire Iα est linéaire et borné de
l’espace L1(J) dans lui-même.

4. limα−→n I
αf(t) = Inf(t), n = 1, 2 . . . uniformément.

5. I0
ah(t) = Idh(t) = h(t).

6. La dérivée fractionnaire de CAPUTO d’une constante égale à zéro.

7. cDα
a est non inverse à droit de Iαa c-a-d Iαca Dα

a 6= Id mais cDα
a I

α
a = Id.

8. La dérivée fractionnaire de CAPUTO et Riemann-Liouville sont li-
néaires

Lemme 1.

Soit α > 0 ,l’équation différentielle

(cDαh)(t) = 0

admet les solutions h(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + . . .+ cn−1t

n−1, ci ∈ IR,
i = 0, 1, 2, . . . , n− 1, n = [α] + 1.

Lemme 2.

Soit α > 0 et n = [α] + 1 alors

IαcDα
ah(t) = h(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

Le lemme 2 est écrit autrement ce la forme .
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Lemme 3.

Soit α > 0 alors

IαcDαh(t) = h(t) + c0 + c1t+ c2t
2 + . . .+ cn−1t

n−1,

pour ci ∈ IR, i = 0, 1, 2, . . . , n− 1, n = [α] + 1.

Définition 1.11.

Soit E un espace de Banach et T : E −→ E un opérateur

1. T est dit continu si pour toute suite (xn)n∈IN dans E tel que (xn)n∈IN
converge vers x dans E,la suite (Txn)n∈IN converge vers Tx.

2. T est dit compact,si pour tout borné B de E,T (B) est relativement
compact.

3. T est dit complètement continu si T est continu et si l’image de tout
borné B de E est relativement compact
.

Définition 1.12.

Soit C(J, IR) L’espace des fonctions continues d’un intervalle compact J de
IR dans l’espace de Banach X,M un sous ensemble de C(J, IR).

1. M est dit équicontinu si est seulement si :

∀ε > 0,∃δ > 0,∀t1, t2 ∈ J :

‖t1 − t2‖ ≤ δ ⇒ ‖f(t1)− f(t2)‖ ≤ ε,∀f ∈M.

2. M est dit uniformément borné si et seulement si :
∃c > 0 : ‖f(t)‖ ≤ c, ∀t ∈ J et ∀f ∈M

1.4 Fonction de Green :

Soit p, q, f ∈ C([a, b]) où p ∈ C1([a, b]), a < b et (αi, βi) ∈ IR2 tels que
∀i = 1, 2
|α1|+ |α2|, |β1|+ |β2| 6= 0 on considère les équations différentielles ordinaires

(H)(py′)′ + qy = 0

(NH)(py′)′ + qy = f
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ainsi que les conditions aux bords associées :

(CB)h

{
α1y(a) + α2y

′(a) = 0

β1y(b)− β2y
′(b) = 0

(CB)nh

{
α1y(a) + α2y

′(a) = γ

β1y(b)− β2y
′(b) = δ

Proposition 1.1.

On appelle fonction de Green associée au problème homogène
(H)− (CB)h une fonction G : [a, b]× [a, b] −→ IR vérifiant les propriétés :
(a) G est continue sur [a, b]× [a, b] ;

(b) G est symétrique :G(x, y) = G(y, x),∀(x, y) ∈ [a, b]2 ;

(c)
∂G

∂x
(x, y) est continue pour tout x 6= y

(d)
∂G

∂x
(y+, y)− ∂G

∂x
(y−, y) =

1

p(y)
pour tout y ∈ [a, b] ;

(e) La fonction partielle x −→ G(x, y) est solution de l’équation (H) pour
tout x 6= y ;
(f) la fonction partielle x −→ G(x, y) vérifie les condition (CH)h pour tout
y ∈ [a, b].

1.4.1 Existence et unicité :

Théorème 1.1. (Existence et unicité de la fonction de Green ) :

supposons que le problème homogène (H)−(CB)h n’admet pas de solution
non triviale.Alors ,il existe une (et une seule)fonction G ne dépendant pas de
f ,et dite fonction de Green telle que ,pour toute fonction f ,la solution y
de problème non homogène (NH) − (CB)h ,s’écrit de manière unique sous
la forme : č

y(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds

.
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(i) Méthode de Calcul la fonction G :
Soit ∅1 et ∅2 les solution respectives des problèmes à condition initiales

(H) +

{
∅1(a) = α2

∅′1(a) = −α1

et(H) +

{
∅2(b) = β2

∅′2(b) = β1

Alors : ∅1,∅2 6= 0 sont linéairement indépendantes car sinon ∅1 (et
aussi ∅2 ) serait solution du problème (p0) := (H) + (CB)h contredisant
l’hypothèse .
Soit donc W 6= 0 leur Wronskien et G la fonction de Green définie par

G(t, s) =


∅1(t)∅2(s)
p(t)W (t) , a ≤ t ≤ s,

∅1(s)∅2(t)
p(s)W (s) , s ≤ t ≤ b,

Remarquons que le produit pW est constant.

(ii)Existence et unicité d’ une solution :

1. La fonction F définie par

F (t) =
∫ b
a G(t, s)f(s)ds = ∅2(t)

pW

∫ t
a ∅1(s)ds+

∅1(t)

pW

∫ b
t ∅2(s)f(s)ds

est solution du problème (NH) + (CB)h

2. La fonction H définie par

H(t) =
∫ b
a G(t, s)f(s)ds = ∅2(t)

pW

∫ t
a ∅1(s)ds +

∅1(t)

pW

∫ b

t

∅2(s)f(s)ds +

ψ1(t) + ψ2(t)
est solution du problème (NH) + (CB)h ; où ψ1(t)etψ2(t) les uniques
solutions des problèmes :

(H) +

{
α1ψ1(a) + α2ψ

′
1(a) = γ

β1ψ1(b) + β2ψ
′
1(b) = 0

et(H) +

{
α1ψ2(a) + α2ψ

′
2(a) = 0

β1ψ2(b) + β2ψ
′
2(b) = δ

Exemple : Considérons le problèmes{
y′′ = f(t), a < t < b

y(a) = γ, y(b) = δ
(1.2)
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Constructions les fonctions ∅1et∅2 solutions des problèmes mes
∅′′1(t) = 0,

∅′1(a) = 0,

∅1(a) = −1,

et


∅′′2(t) = 0,

∅′2(b) = 0,

∅2(b) = −1,

(1.3)

Alors ∅1(t) = (a− t),∅2(t) = (b− t)et W (∅1,∅2) = b− a
D’ou la fonction de Green :

G(t, s) =

{
(t−a)(s−b)

(b−a) , a ≤ t ≤ s,
(s−a)(t−a)

(b−a) , s ≤ t ≤ b,

La solution unique du problème (1, 2) est donnée par :

y(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds

=
∅2(t)

pW

∫ t

a

∅1(s)f(s)ds+
∅1(t)

pW

∫ b

t

∅2(s)f(s)ds+ ψ1(t) + ψ2(t)

=
t− b
b− a

∫ t

a

(s− a)f(s)ds+
t− a
b− a

∫ b

t

(s− b)f(s)ds+ δ
t− a
b− a

+ γ
b− t
b− a

1.5 Quelques théorèmes du point fixe :

1.5.1 Théorème du point fixe de Banach :

Définition :
Soit (X, d)un espace métrique .une application T : X −→ X est dite
Lipschitzienne s’il existe une constante k (appelée constante de
Lipschitz ) telle que :

d(T (x), T (y)) ≤ kd(x, y)

pour tout x, y ∈ X.
une application Lipschitzienne avec une constante de Lipschitz K < 1
est appelée contraction.
Théorème 1.4.1 : (Théorème du point fixe de Banach) :
Soit (X, d) un espace métrique complet .une application T : X −→ X est
une contraction avec la constante de Lipschitz k .
Alors T a un point fixe unique x ∈ X.
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1.5.2 Théorème du point fixe de Schauder :

Théorème 1.4.2 :([14,15])
Soit E un espace de Banach et Q un sous ensemble fermé borné convexe de
E et F : Q −→ Q est continue tel que F (Q) compact .
Alors F a au moins un point fixe dans Q.
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Chapitre 2

Solutions intégrables pour les équations
différentielles implicites d’ordre
fractionnaire avec condition non locale

Introduction :
Nous s’intéressons dans ce chapitre à l’existence et l’unicité des solutions

intégrables pour le problème non local de l’équation différentielle implicite
d’ordre fractionnaire :

cDαy(t) = f(t, y(t),cDαy(t)), t ∈ J := [0, T ], 0 < α ≤ 1 (2.1)

y(0) = y0 − g(y) (2.2)

Soit f : J × IR× IR −→ IR est une fonction donnée et g : L1(J, IR) −→ IR
une fonction continue, y0 et cDα est la dérivée fractionnaire de Caputo
d’ordre α.
La condition non locale peut être plus utile que la condition initiale standard
pour décrire certains phénomènes physiques.
Le but de ce chapitre est de présenter les notations, les définitions et les
préliminaires dont nous avons besoin tout au long de ce travail.
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Théorème 2.1.

Soit Ω ⊆ Lp(J, IR), 1 ≤ p ≤ ∞ si :
(i) Ω est borné dans LP (J, IR),
et
(ii) uh → u comme h→ 0 uniformément par rapport á u ∈ Ω.
Alors Ω est relativement compact dans Lp(J, IR).
Où

uh(t) =
1

h

∫ t+h

h

u(s)ds

2.1 Existence de solutions :

Nous commençons par définir ce que nous entendons par solution
intégrable du problème non local(2.1)-(2.2).

Définition 2.1.

Par solution du problème(2.1)-(2.2) on entend une fonction y ∈ L1(J, IR)
qui satisfait la condition y(0) = y0 − g(y) et l’équation

cDαy(t) = f(t, y(t),cDαy(t)) sur J

Pour l’existence de solution au problème (2.1)-(2.2), nous avons besoin du
lemme auxiliaire suivant :

Lemme 4.

la solution du problème (2.1)-(2.2) peut être exprimé par l’équation
intégrale

y(t) = y0 − g(y) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1xy(s)ds, (2.3)

où xy est la solution de la fonctionnelle équation intégrale

x(t) = f

(
t, y0 − g(y) +

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1xy(s)ds, x(t)

)
. (2.4)
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Preuve :
Soit cDαy(t) = xy(t) dans l’équation (2.1) ,alors

xy(t) = f(t, y(t), xy(t)) (2.5)

et
y(t) = y(0) + Iαxy(t)

y(t) = y0 − g(y) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1xy(s)ds (2.6)

Introduisons les hypothèses suivantes :
(H1) f : J × IR2 −→ IR est mesurable en t ∈ J , pour tout (u1, u2) ∈ IR2,

et continu dans (u1, u2) ∈ IR2, pour presque tout t ∈ J .

(H2) Il existe a ∈ L1(J, IR) deux constante b1 > 0 et 0 < b2 < 1 telle
que

|f(t, u1, u2)| ≤ |a(t)|+ b1|u1|+ b2|u2|,∀t ∈ J,∀(u1, u2) ∈ IR2.

(H3) Il existe deux constante k1 > 0 et 0 < k2 < 1 telle que

|f(t, x1, y1)−f(t, x2, y2)| ≤ k1|x1−x2|+k2|y1−y2|,∀t ∈ J,∀(x1, y1), (x2, y2) ∈ IR2

(H4) Il existe a constante M > 0 telle que

|g(y)|) ≤M, ∀y ∈ L1(J, IR).

(H5) Il existe a constante k > 0 telle que

|g(y)− g(y′)| ≤ k‖y − y′‖L1
,∀y, y′ ∈ L1(J, IR).

Notre premier résultat est basé sur théorème 2.1.
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Théorème 2.2.

Supposons que les hypothèses (H1),(H2),(H4) satisfaites .si

b1T
α

(1− b2)Γ(α + 1)
< 1, (2.7)

Alors le problème point non local (2.1)-(2.2) a au moins une solution
y ∈ L1(J, IR)
Preuve :
Transformons le problème (2.1) -(2.2) en un problème de point fixe.
Considérons l’opérateur

H : L1(J, IR) −→ L1(J, IR)

Défini par :

(Hy)(t) = y0 − g(y) + Iαxy(t), (2.8)

où

xy(t) = f(t, y0 − g(y) + Iαxy(t), xy(t)).

L’opérateur H est bien défini pour chaque y ∈ L1(J, IR) à partir des
hypothèses (H1),(H2)et (H4), on obtient :

‖Hy‖L1
=

∫ T

0

|Hx(t)|dt

=

∫ T

0

|y0 − g(y) + Iαxy(t)|dt

≤ T (|y0|+M) +

∫ T

0

(∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
|xy(s)|ds

)
dt (2.9)

Et

|xy(t)| = f(t, y(t), xy(t))

≤ |a(t)|+ b1|y(t)|+ b2|xy(t)|.

Ainsi

|xy(t)| ≤
|a(t)|+ b1|y(t)|

1− b2
(2.10)
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En remplaçant (2.10) dans l’inégalité (2.9), on obtient :

‖Hy‖L1
≤ T (|y0|+M) +

∫ T

0

(∫ t

0

(t− s)α − 1

Γ(α)

(
|a(s)|+ b1|y(s)|

1− b2

)
ds

)
dt

≤ T (|y0|+M) +
T α

(1− b2)Γ(α + 1)
‖a‖L1

+
b1

1− b2

∫ T

0

(∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
|y(s)|ds

)
dt.

‖Hy‖L1
≤ T (|y0|+M)+

T α

(1− b2)Γ(α + 1)
‖a‖L1

+
b1T

α

(1− b2)Γ(α + 1)
‖y‖L1

< +∞

(2.11)
Clairement, les points fixes de l’opérateur H sont des solutions du problème
(2.1)-(2.2)
Soit :

r =
T (|y0|+M) + Tα

(1−b2)Γ(α+1)‖a‖L1

1− b1Tα

(1−b2)Γ(α+1)

Et considérons l’ensemble

Br =
{
y ∈ L1(J, IR) :‖y‖L1

≤ r
}
.

Clairement B, est non vide borné, convexe et fermé.Nous allons maintenant
montrer que H satisfait l’hypothèse du théorème 2.1.
La preuve est donnée en plusieurs étapes :
Étape1 : H(Br) ⊂ Br.
pour chaque y ∈ Br, de(2.7)et(2.11) nous obtenons

‖Hy‖L1
≤ T (|y0|+M) +

T α

(1− b2)Γ(α + 1)
‖a‖L1

+
b1T

α

(1− b2)Γ(α + 1)
‖y‖L1

≤ r

puis H(Br) ⊂ Br.
Étape2 : H est continue .

comme g est une fonction continue , par l’hypothèse (H1) nous pouvons en
déduire que H est continue.
Étape3 : H est Compact
Nous allons montrer que H(Br) est relativement compact.
Clairement H(Br) est borné dans L1(J, IR), alors (i) du théorème 2.2 est
satisfait.
Il reste à montrer (Hy)h −→ (Hy) dans L1(J, IR) pour chaque y ∈ Br
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Soit y ∈ Br,alors nous avons

‖(Hy)h − (Hy)‖L1 =

∫ T

0

|(Hy)h(t)− (Hy)(t)|dt

=

∫ T

0

∣∣∣∣1h
∫ t+h

t

(Hy)(s)ds− (Hy)(t)

∣∣∣∣ dt
≤
∫ T

0

(
1

h

∫ t+h

t

|(Hy)(s)− (Hy)(t)|ds
)
dt

≤
∫ T

0

(
1

h

∫ t+h

t

|Iα0+xy(s)− Iα0+xy(t)|ds
)
dt.

Puisque x ∈ Br ⊂ L1(J, IR) et hypothèse (H2) qui implique f ∈ L1(J, IR)
et d’ après la proposition 2.1(v),il s’ensuit que IαF 1(J, IR), alors nous avons

1

h

∫ t+h

t

|ϕ(s)− ϕ(t)|ds −→ 0

Comme h −→ 0, t ∈ J.
Où
ϕ(.) := Iα0+f(., y0 − g(y) + Iα0+xy(.), xy(.)).
D’où

(Hy)h −→ (H)

uniformément comme h −→ 0.
Alors d’après le théorème 2.2 H(Br),est relativement compact.
Suite aux étapes 1 à 3 et au théorème 2.2 nous concluons que H est continu
et compact.
En conséquence du théorème 2.1 le problème (2.1) − (2.2) a au moins une
solution dans Br.
Le résultat suivant est basé sur le principe de contraction de Banach.
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Théorème 2.3.

supposons que les condition (H1),(H3) et (H5) soient vérifiées .si

kT +
k1T

α

(1− k2)Γ(α + 1)
< 1 (2.12)

Alors : Le problème (2.1)− (2.2) a une solution unique y ∈ L1(J, IR).

preuve :
Nous utiliserons le principe de contraction de Banach pour prouver que H
définie par (2.8) a un point fixe.
Soit y, z ∈ L1(J, IR), et t ∈ J . Alors nous avons,

|(Hy)(t)− (Hz)(t)| ≤ |g(y)− g(z)|+
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
|xy(s)− xz(s)|(2.13)

puis

|(Hy)(t)− (Hz)(t)| ≤ k‖y − z‖L1
+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
|xy(s) − xz(s)|ds (2.14)

par contre, on a pour tout t ∈ J

|xy(t)− xz(t)| = |f(t, y(t), xy(t))− f(t, z(t), xz(t))|
≤ k1|y(t)− z(t)|+ k2|xy(t) − xz(t)|.

puis

|xy(t) − xz(t)| ≤
k1

1− k2
|y(t)− z(t)| (2.15)

On remplace l’inégalité (2.15) in égalité (2.13) on obtient

‖(Hy)− (Hz)‖L1
≤ T |g(y)− g(z)|+

∫ T

0

(∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
|xy(s)− xz(s)|ds

)
dt

≤ Tk‖y − z‖L1
+

∫ T

0

(∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
|xy(s)− xz(s)|ds

)
dt

≤ Tk‖y − z‖L1
+

k1

1− k2

∫ T

0

(∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
|y(s)− z(s)|ds

)
dt

≤ Tk‖y − z‖L1
+

T αk1

(1− k2)Γ(α + 1))
‖y − z‖L1

≤
(
kT +

T αk1

(1− k2)Γ(α + 1))

)
‖y − z‖L1

.
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par conséquent par (2.12) H est une contraction.
Conséquence du principe de contraction de Banach, on en déduit que H a
un point fixe qui est une solution du problème (2.1)− (2.2).

2.2 Exemple

Conséquence le problème fractionnaire non local suivant :

cDαy(t) = e−t

(et+7)(1+‖y(t)|+|cDαy(t)| , t ∈ J := [0, 1], α ∈ (0, 1], (2.16)

y(0) = 4
7

∫ T

0

y(t)dt. (2.17)

Ensemble

f(t, y, z) =
e−t

(et + 7)(1 + y + z)
, (t, y, z) ∈ J × [0,+∞)× [0,+∞)

Soit y, z ∈ [0,+∞) et t ∈ J , alors nous avons :

|f(t, y1, z1)− f(t, y2, z2)| =

∣∣∣∣ e−t

et + 7

(
1

1 + y1 + z1
− 1

1 + y2 + z2

)∣∣∣∣
≤ e−t(|y1 − y2|+ |z1 − z2|)

(et + 7)(1 + y1 − y2) + (1 + z1 − z2)

≤ e−t

(et + 7)
(|y1 − y2|+ |z1 − z2|)

≤ 1

8
|y1 − y2|+

1

8
|z1 − z2|.

D’où : La condition (H3) est vérifiée avec k1 = k2 = 1
8 a aussi

|g(x)− g(y)| ≤ 4

7
‖x− y‖L1

Donc :(H5) est satisfait de k = 4
7 est satisfait de T−1 .En effet nous vérifier

que la condition (2.12)
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kT +
k1T

α

(1− k2)Γ(α + 1)
=

4

7
+

1
8(

1− 1
8

)
Γ(α + 1)

<
4

7
+

1
8

7
8Γ(α + 1)

<
4

7
+

1

7Γ(α + 1)

<
4

7
+

3

7Γ(α + 1)

et
4

7
+

3

7Γ(α + 1)
< 1⇔ Γ(α + 1) > 1 (2.18)

D’après le théorème 3.2, le problème (2.16)− (2.17) admet une unique solu-
tion intégrable sur [0, 1].
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Chapitre 3

Problème de valeur limite multiterme
des équations différentielles
fractionnaires de CAPUTO d’ordre
variable

3.1 Introduction

L’idée principale du calcul fractionnaire est de constituer les nombres
naturels dans l’ordre des opérateurs de dérivation avec les rationnels.
Bien que cette idée soit préliminaire et simple, elle implique des effets et des
résultats remarquables qui décrivent certains phénomènes physiques,
dynamiques, de modélisation, de théorie du contrôle, de bio-ingénierie et
d’applications biomédicales.
Inspiré par [14] , nous traitons du problème des valeurs limites (PVI)

{
cD

u(t)
0+ x(t) + f1(t, x(t), I

u(t)
0+ x(t)) = 0, t ∈ J := [0, T ],

x(0) = 0, x(T ) = 0,
(3.1)

où 1 < u(t) ≤ 2, f1 : J × IR × IR −→ IR est une fonction continue et
cD

u(t)
0+ ,Iu(t)

0+ sont la dérivée fractionnaire deCaputo et l’intégrale deRimann-
Lioville d’ordre variable u(t).
Dans cet article, nous cherchons une solution de (3.2). De plus, nous étu-
dions la stabilité du résultat obtenu solution de (3.2) au sens d’Ulam-Hyers
(UH).
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3.2 Préliminaires

Cette section présente quelques définitions fondamentales importantes qui
seront nécessaires pour obtenir nos résultats dans les sections suivantes.
Le symbole C(J, IR) représente l’espace de Banach des fonctions continues
χ : IR −→ IR avec la norme

‖χ‖ = sup {|χ(t)| : t ∈ IR} .

Pour −∞ < a1 < a2‖ < +∞ , nous considérons les applications
u(t) : [a1, a2] −→ (0,+∞) et v(t) : [a1, a2] −→ (n− 1, n).
Alors, l’intégrale fractionnaire deRiemann-Liouville gauche (IFRL) d’ordre
variable u(t) pour la fonction f2(t) [14] est

I
u(t)

a+1
f2(t) =

∫ t

a1

(t− s)u(t)−1

Γ(u(t))
f2(s)ds, t > a1, (3.2)

et la dérivée fractionnaire de Caputo gauche (DFC) d’ordre variable v(t)
pour la fonction f2(t)[14] est

cD
v(t)

a+1
f2(t) =

∫ t

a1

(t− s)n−v(t)−1

Γ(n− v(t))
fn2 (s)ds, t > a1, (3.3)

Comme prévu, dans le cas où u(t) et v(t) sont constants, CFD et RLFI
avec la dérivée fractionnaire standard de Caputo et l’intégrale fractionnaire
de Riemann-Liouville,voir,
par exemple, [14]. Rappelez-vous l’observation cruciale suivante.

Lemme 5.

Soit α1, α2 > 0, a1 > 0, f2 ∈ L(a1, a2),
cDα1

a+1
f2 ∈ L(a1, a2).

Alors l’ équation différentielle.
cDα1

a+1
f2 = 0

La solution unique

f2(t) = ω0 + ω1(t− a1) + ω2(t− a1)
2 + . . .+ ωn−1(t− a1)

n−1

Et

Iα1

a+1
(cDα1

a+1
)f2(t) = f2(t) +ω0 +ω1(t−a1) +ω2(t−a1)

2 + . . .+ωn−1(t−a1)
n−1

Avec :
n− 1 < α1 ≤ n, ωl ∈ IR, l = 0, 1, . . . , n− 1. de plus :

cDα1

a+1
Iα1

a+1
f2(t) = f2(t)
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Et

Iα1

a+1
Iα2

a+1
f2(t) = Iα2

a+1
Iα1

a+1
f2(t) = Iα1+α2

a+1
f2(t)

Remarque 3.1.

([14]) Notez que la propriété du semi-groupe n’est pas remplie pour les
fonctions générales u(t), v(t), c’est-à-dire,

I
u(t)

a+1
I
v(t)

a+1
f2(t) 6= I

u(t)+v(t)

a+1
f2(t)

Exemple 3.1.

Soit

u(t) = t, t ∈ [0, 3], v(t) =

{
3, t ∈ [0, 2]

4, t ∈]2, 3],
f2(t) = 1, t ∈ [0, 4]

I
u(t)
0+ I

v(t)
0+ f2(t) =

∫ t

0

(t− s)u(t)−1

Γ(u(t))

∫ s

0

(s− τ)v(s)−1

Γ(v(s))
f2(τ)dτds

=

∫ t

0

(t− s)t−1

Γ(t)

[∫ 2

0

(s− τ)2

Γ(3)
dτ +

∫ s

2

(s− τ)3

Γ(4)
dτ

]
ds

=

∫ t

0

(t− s)t−1

Γ(t)

[
(s− 2)3 − s3

6
+

(s− 2)4

24

]
ds

=

∫ t

0

(t− s)t−1

Γ(t)

[
s4 − 8s3 + 12s− 16

24

]
ds

Et

I
u(t)+v(t)
0+ f2(t) =

∫ t

0

(t− s)u(t)+v(t)−1

Γ(u(t) + v(t))
f2(s)ds

Donc nous obtenons
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I
u(t)
0+ I

v(t)
0+ f2(t)|t=3 =

∫ 3

0

(3− s)2

Γ(3)

[
s4 − 8s3 + 12s− 16

24

]
ds

' −949, 38,

I
u(t)
0+ I

v(t)
0+ f2(t)|t=3 =

∫ 3

0

(3− s)u(t)+v(t)−1

Γ(u(t) + v(t))
f2(s)ds

=

∫ 2

0

(3− s)4

Γ(5)
ds+

∫ 3

2

(3− s)6

Γ(7)
ds

=
1

24

∫ 2

0

(s4 − 12s3 + 54s2 − 108s+ 81)ds

+
1

720

∫ 3

2

(s6 − 18s5 + 135s4 − 540s3 + 145s2 − 1458s+ 729)ds

= 2, 01 + 0, 56.

' 2, 57

Alors, on obtient

I
u(t)
0+ I

v(t)
0+ f2(t)|t=3H 6= I

u(t)+v(t)
0+ f2(t)|t=3.

Lemme 6. ([14])

Soit u : J −→ (1, 2] être une fonction continue, alors pour

f2 ∈ Cδ(J, IR) =
{
f2(t) ∈ C(J, IR), tδf2(t) ∈ C(J, IR), 0 ≤ δ ≤ 1

}
,

l’intégrale fractionnaire d’ordre variable Iu(t)
0+ f2(t) existe pour tout point sur

J .

Lemme 7. ([14])

Soit u : J −→ (1, 2] être une fonction continue, alors

I
u(t)
0+ f2(t) ∈ C(J, IR)

pour f2 ∈ C(J, IR).

Définition 3.1.

([14]) Soit I ⊂ IR, I est appelé intervalle généralisé s’il s’agit soit d’un
intervalle, soit de {a1},ou{}.
Un ensemble fini ρ est appelé une partition de I si chaque x dans I
appartient exactement à l’un des éléments généralisés intervalles E dans
ρ ˙
Une fonction g : I −→ IR est dite constante par morceaux par rapport à
la partition ρ de I elle, pour tout E ∈ ρ, g est constante sur E.
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Définition 3.2. ([14])

L’équation de (3.1) est (UH) stable s’il existe cf1 > 0 tel que, pour tout
ε > 0 et pour toute solution z ∈ C(J, IR) de l’inégalité suivante∣∣∣cDu(t)

0+ z(t) + f1(t, z(t), I
u(t)
0+ z(t))

∣∣∣ ≤ ε, t ∈ J, (3.4)

Il existe une solution x ∈ C(J, IR) de l’équation (3.2).
Avec |z(t)− x(t)| ≤ cf1ε, t ∈ J.

3.3 Existence de solutions

Iintroduisons l’hypothèse suivante.
(H1) Soit n ∈ IN Soit nun entier appartenant à IN,
ρ = {J1 := [0, T1], J2 := (T1, T2], J3 := (T2, T3], ..., Jn := (Tn−1, T ]}
Soit une partition de l’intervalle J , et soit u(t) : J −→ (1, 2] une fonction
constante par morceaux par rapport à ρ c’est-à-dire,

u(t) =
n∑
l=1

ulIl(t) =


u1, si t ∈ J1,

u2, si t ∈ J2,
...
un, si t ∈ Jn,

où 1 < ul ≤ 2 sont des constantes, et Il est l’indicateur de l’intervalle
Jl := (Tl−1, Tl],= 1, 2, ..., n ( avec T0 = 0, Tn = T ) tel que

Il(t) =

{
1, pour t ∈ Jl,
o, pour ailleurs

Pour chaque l ∈ {1, 2, ..., n}, le symbole El = C(Jl, IR) indique l’espace
de Banach des fonctions continues x : Jl −→ IR équipé de la norme

‖x‖El = sup
t∈Jl
|x(t)| .

Alors, pour tout t ∈ Jl, l = 1, 2, ..., n, la dérivée fractionnaire de Caputo
gauche d’ordre variable u(t) pour la fonction x(t) ∈ C(J, IR), définie par
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(3.3), pourrait être présentée comme une somme de dérivées fractionnaires
de Caputo gauche d’ordres constants ul = 1, 2, ..., n,

cD
u(t)
0+ x(t) =

∫ T1

0

(t− s)1−u1

Γ(2− u1)
x(2)(s)ds+. . .+

∫ t

Tl−1

(t− s)1−ul

Γ(2− ul)
x(2)(s)ds (3.5)

D’après (3.5), PVI (3.2) peut être écrite pour n’importe quel
t ∈ Jl,= 1, 2, ..., n, sous la forme,∫ T1

0

(t− s)1−u1

Γ(2− u1)
x(2)(s)ds+. . .+

∫ t

Tl−1

(t− s)1−ul

Γ(2− ul)
x(2)(s)ds+f1(t, x(t), Iul0+x(t)) = 0, t ∈ Jl.

(3.6)
Dans ce qui suit ,nous présentons la solution de PVI (3.2).

Définition 3.3.

PVI (3.2) a une solution s’il existe des fonction xl, l = 1, 2, ..., n, de sort
que xl ∈ C([0, Tl], IR) remplissant Eq (3.6) et xl(0) = 0 = xl(Tl).

Soit la fonction x ∈ C(J, IR) , tel que x(t) = 0 sur t ∈ [0, Tl−1] et
il résout l’équation intégrale (3.6).
Alors (3.6) se réduit à

cDul
T+
l−1
x(t) + f1(t, x(t), Iul

T+
l−1
x(t)) = 0, t ∈ Jl

Nous traiterons du PVI suivant :{
cDul

T+
l−1
x(t) + f1(t, x(t), Iul

T+
l−1
x(t)) = 0, t ∈ Jl

x(Tl−1) = 0, x(Tl) = 0.
(3.7)

Pour notre propos, le lemme à venir sera la pierre angulaire de la solution de
PVI (3.7).

Lemme 8.

Soit l ∈ {1, 2, ..., n} un entier naturel ,f1 ∈ C(Jl× IR× IR, IR), et il existe
un nombre δ ∈ (0, 1) tel que tδf1 ∈ C(Jl × IR× IR, IR).
Alors la fonction x ∈ El est une solution de PVI(3.7) si et seulement si x
solution l’équation intégrale

x(t) =

∫ Tl

Tl−1

Gl(t, s)f1(s, x(s), Iul
T+
l−1
x(s))ds (3.8)

ou Gl(t, s) est la fonction de Green définie par

Gl(t, s) =


1

Γ(ul)

[
(Tl − Tl−1)

−1(t− Tl−1)(Tl − s)ul−1 − (t− s)ul−1
]
, Tl−1 ≤ s ≤ t ≤ Tl,

1
Γ(ul)

(Tl − Tl−1)
−1(t− Tl−1)(Tl − s)ul−1, Tl−1 ≤ t ≤ s ≤ Tl,
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Ou : l = 1, 2, ..., n.

Démonstration 3.1.

Nous supposons que x ∈ El est une solution de PVI(3.7).
En employant l’opérateur des Iul

T+
l−1

deux côtés de (3.7) et en considérant le
lemme 2.1, on trouve

x(t) = ω1 + ω2(t− Tl−1)− IulT+
l−1
f1(t, x(t), Iul

T+
l−1
x(t)), t ∈ Jl.

par x(Tl−1) = 0 on obtient a ω1 = 0
Soit x(t) satisfaisant x(Tl) = 0.
Ainsi ,on observe que

ω2 = (Tl − Tl−1)
−1Iul

T+
l−1
f1(Tl, x(Tl), I

ul
T+
l−1
x(Tl))

Puis on trouve

x(t) = (Tl − Tl−1)
−1(t− Tl−1)I

ul
T+
l−1
f1(Tl, x(Tl), I

ul
T+
l−1
x(Tl))

−Iul
T+
l−1
f1(t, x(t), Iul

T+
l−1
x(t)), t ∈ Jl

Par la continuité de la fonction de Green qui implique que

x(t) =

∫ Tl

Tl−1

Gl(t, s)f1(s, x(s), Iul
T+
l−1
x(s))ds.

Inversement, soit x ∈ El une solution de l’équation intégrale (3.8).
Concernant la continuité de la fonction tδf1 et le lemme 2.1, on en déduit
que x est la solution de PVI (3.7).
La proposition suivante sera nécessaire.
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Proposition 3.1.

Supposons que tδf1 : J × IR × IR −→ IR, (δ ∈ (0, 1)) est une fonction
continue, u(t) : J −→ (1, 2] satisfait (H1), alors les fonctions de Green du
problème de valeur limite (3.6) satisfait
les propriétés suivantes :

1. Gl(t, s) ≥ 0 pour tout Tl−1 ≤ t ≤ s ≤ Tl,

2. maxt∈Jl Gl(t, s) = Gl(s, s), s ∈ Jl,
3. Gl(s, s) a un maximum unique donné par

max
s∈Jl

Gl(t, s) =
1

Γ(ul + 1)

[
(Tl − Tl−1)(1−

1

ul
)

]ul−1

,

où l = 1, 2, ..., n.

Démonstration 3.2.

Soit ϕ(t, s) = (Tl − Tl−1)
−1(t− Tl−1)(Tl − s)ul−1 − (t− s)ul−1.

On voit que

ϕt(t, s) = (Tl − Tl−1)
−1(Tl − s)ul−1 − (ul − 1)(t− s)ul−2

≤ (Tl − Tl−1)
−1(Tl − Tl−1)

ul−1 − (Tl − Tl−1)
ul−2

= 0,

ce qui signifie que ϕ(t, s) est décroissant par rapport à t donc

ϕ(t, s) ≥ ϕ(Tl, s) = 0 pour : Tl−1 ≤ s ≤ t ≤ Tl

Ainsi, à partir de cela et de l’expression de Gl(t, s), nous avons Gl(t, s) ≥ 0
pour tout Tl−1 ≤ t ≤ s ≤ Tl, l = 1, ..., n.

Puis que ϕ(t, s) est décroissant par rapport à t alors ϕ(t, s) ≤ ϕ(s, s)
pour Tl−1 ≤ s ≤ t ≤ Tl . Par contre, pour Tl−1 ≤ s ≤ t ≤ Tl, on obtient

(Tl − Tl−1)
−1(t− Tl−1)(Tl − s)ul−1 ≤ (Tl − Tl−1)

−1(s− Tl−1)(Tl − s)ul−1

Ceux-ci assurent que

max
T∈[Tl−1−Tl]

Gl(t, s) = Gl(s, s), s ∈ [Tl−1 − Tl], l = 1, ..., n.

De plus, nous vérifions (3.3) de la proposition (3.2).
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Clairement, les points maximaux de Gl(s, s) ne sont pas Tl−1 et Tl,
l = 1, ..., n.
Pour s ∈ [Tl−1, Tl], l = 1, ..., n, on a

dGl(s, s)

ds
=

1

Γ(ul)
(Tl − Tl−1)

−1
[
(Tl − s)ul−1 − (ul − 1)(s− Tl−1)(Tl − s)ul−2

]
=

1

Γ(ul)
(Tl − Tl−1)

−1(Tl − s)ul−2 [(Tl − s)− (ul − 1)(s− Tl)]

=
1

Γ(ul)
(Tl − Tl−1)

−1(Tl − s)ul−2 [Tl + (ul − 1)Tl−1 − uls]

ce qui implique que les points maximaux de Gl(s, s) sont
s = Tl+(ul−1)Tl−1

ul
, l = 1, ..., n. Ainsi, pour l = 1, ..., n,

max
s∈[Tl−1,Tl]

Gl(s, s) = Gl

(
Tl + (ul − 1)Tl−1

ul
,
Tl + (ul − 1)Tl−1

ul

)
=

1

Γ(ul + 1)

[
(Tl − Tl−1)(1−

1

ul
)

]ul−1

Nous prouverons les résultats d’existence pour PVI (3.7).
Le premier résultat est basé sur le théorème 2.1.

Théorème 3.1.

Si les conditions du lemme 3.2 sont satisfaites, et il existe des constantes
K,L > 0 telles que tδ |f1(t, y1, z1)− f1(t, y2, z2)| ≤ K |y1 − y2| + L |z1 − z2|
pour tout yi, zi ∈ IR, i = 1, 2, t ∈ IRl, et l’inégalité

(T 1−δ
l − T 1−δ

l−1 )((Tl − Tl−1)(1− 1
ul

))ul−1

(1− δ)Γ(ul + 1)

(
K +

L(Tl − Tl−1)
ul

Γ(ul + 1)

)
< 1 (3.9)

est vérifiée.
Alors PVI (3.7) possède au moins une solution dans El.

Démonstration 3.3.

On construit l’opérateur

W : El −→ El

comme suit :

Wx(t) =

∫ Tl

Tl−1

Gl(t, s)f1(s, x(s), Iul
T+
l−1
x(s))ds, t ∈ Jl (3.10)
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Il résulte des propriétés des intégrales fractionnaires et de la continuité de la
fonction tδf1 que l’opérateur W : El −→ El défini en (3.20) est bien défini.

Rl ≥
f?

Γ(ul+1)(Tl − Tl−1)
ul(1− 1

ul
)ul−1

1−
(T 1−δ
l −T 1−δ

l−1 )((Tl−Tl−1)(1− 1
ul

))ul−1

(1−δ)Γ(ul+1)

(
K + L (Tl−Tl−1)ul

Γ(ul+1)

)
avec

f ? = sup
t∈Jl
|f1(t, 0, 0)| .

On considère l’ensemble

BRl =
{
x ∈ El, ‖x‖El ≤ Rl

}
.

Il est clair que BRl, est non vide, fermé, convexe et délimité.
Nous démontrons maintenant que W satisfait l’hypothèse du théorème 2.1.
Nous prouverons ù cela en trois phases.

Étape1 : Réclamationă :W (BRl) ⊂ W (BRl).
Pour x ∈ BRl, par la proposition 3.2, on a :

|Wx(t)| =

∣∣∣∣∫ Tl

Tl−1

Gl(t, s)f1(s, x(s), Iul
T+
l−1
x(s))ds

∣∣∣∣
≤
∫ Tl

Tl−1

Gl(t, s)
∣∣∣f1(s, x(s), Iul

T+
l−1
x(s))

∣∣∣ ds
≤ 1

Γ(ul + 1)

(
(Tl − Tl−1)(1−

1

ul
)

)ul−1

×
∫ Tl

Tl−1

∣∣∣f1(s, x(s), Iul
T+
l−1
x(s))− f1(s, 0, 0)

∣∣∣ ds
+

1

Γ(ul + 1)

(
(Tl − Tl−1)(1−

1

ul
)

)ul−1 ∫ Tl

Tl−1

|f1(s, 0, 0)| ds

≤ 1

Γ(ul + 1)

(
(Tl − Tl−1)(1−

1

ul
)

)ul−1 ∫ Tl

Tl−1

s−δ(K |x(s)|+ L
∣∣∣Iul
T+
l−1
x(s)

∣∣∣)ds.
+

f ?

Γ(ul + 1)
(Tl − Tl−1)

ul(1− 1

ul
)ul−1

≤
(T 1−δ

l − T 1−δ
l−1 )((Tl − Tl−1)(1− 1

ul
))ul−1

(1− δ)Γ(ul + 1)

(
K + L

(Tl − Tl−1)
ul

(Γ(ul + 1))

)
Rl

+
f ?

Γ(ul + 1)
(Tl − Tl−1)

ul(1− 1

ul
)ul−1

≤ Rl
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ce qui veut dire que W (BBl) ⊆ BBl.
Étape 2 : Affirmation W est continu.
Nous supposons que la suite (xn) converge vers x dans El, et t ∈ Jl.
Alors :∣∣∣(Wxn)(t)− (Wx)(t)

∣∣∣
≤
∫ Tl

Tl−1

Gl(t, s)
∣∣∣f1(s, x(s), Iul

T+
l−1
x(s))− f1(s, x(s), Iul

T+
l−1
x(s))

∣∣∣ds
≤ 1

Γ(ul + 1)

(
(Tl − Tl−1)

(
1− 1

ul

))ul−1

×
∫ Tl

Tl−1

s−δ
(
K
∣∣∣xn(s)− (x)(s)

∣∣∣+ LIul
T+
l−1

∣∣∣xn(s)− (x)(s)
∣∣∣) ds

≤ K

Γ(ul + 1)

(
(Tl − Tl−1)

(
1− 1

ul

))ul−1

‖xn − x‖El

∫ Tl

Tl−1

s−δds

+
L

Γ(ul + 1)

(
(Tl − Tl−1)

(
1− 1

ul

))ul−1 ∥∥∥Iul
T+
l−1

(xn − x)
∥∥∥
El

∫ Tl

Tl−1

s−δds

≤
K(T 1−δ

l − T 1−δ
l−1 )((Tl − Tl−1)(1− 1

ul
))ul−1

(1− δ)Γ(ul + 1)
‖xn − x‖El

+
L(Tl − Tl−1)

2ul−1(T 1−δ
l − T 1−δ

l−1 )(1− 1
ul

)ul−1

(1− δ)Γ(ul + 1)
‖xn − x‖El

≤
(T 1−δ

l − T 1−δ
l−1 )((Tl − Tl−1)(1− 1

ul
))ul−1

(1− δ)Γ(ul + 1)

(
K + L

(Tl − Tl−1)
ul

Γ(ul + 1)

)
‖xn − x‖El ,

C’est-à-dire que nous obtenons∣∣∣(Wxn)(t)− (Wx)(t)
∣∣∣ −→ 0 si n −→∞

Donc : l’opérateur W est continu sur El.
Étape 3 :W est compact.
Nous allons maintenant montrer que W (BRl) est relativement compact, ce
qui signifie que W est compact.
Clairement, W (BRl) est uniformément borné car, à l’étape1, nous avons
W (BRl) = {W (x) : x ∈ BRl} ⊂ W (BRl) ,
donc pour chaque x ∈ BRl , nous avons ‖W (x)‖El ≤ Rl , ce qui signifie
que W (BRl) est borné.
Il reste à indiquer que W (BRl) est équicontinu
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Pour t1, t2 ∈ Jl, t1 < t2, et x ∈ BRl , on a.

|(Wx)(t2)− (Wx)(t1)|

=

∣∣∣∣∫ Tl

Tl−1

Gl(t2, s)f1(s, x(s), Iul
T+
l−1
x(s))ds−

∫ Tl

Tl−1

Gl(t1, s)f1(s, x(s), Iul
T+
l−1
x(s))ds

∣∣∣∣
≤
∫ Tl

Tl−1

|Gl(t2, s)−Gl(t1, s)|
∣∣∣f1(s, x(s), Iul

T+
l−1
x(s))

∣∣∣ ds
≤
∫ Tl

Tl−1

|Gl(t2, s)−Gl(t1, s)|
∣∣∣f1(s, x(s), Iul

T+
l−1
x(s))− f1(s, 0, 0)

∣∣∣ ds
+

∫ Tl

Tl−1

|Gl(t2, s)−Gl(t1, s)| |f1(s, 0, 0)| ds

≤
∫ Tl

Tl−1

|Gl(t2, s)−Gl(t1, s)[ [s−δ(K |x(s)|+ L
∣∣∣Iul
T+
l−1
x(s)

∣∣∣)]ds
+ f ?

∫ Tl

Tl−1

|Gl(t2, s)−Gl(t1, s)| ds

≤
(
K ‖x‖El + L

∥∥∥Iul
T+
l−1
x
∥∥∥
El

)∫ Tl

Tl−1

s−δ |Gl(t2, s)−Gl(t1, s)| ds

+ f ?
∫ Tl

Tl−1

|Gl(t2, s)−Gl(t1, s)| ds

≤ T−δl−1

(
K + L

(Tl − Tl−1)
ul

Γ(ul + 1)

)
‖x‖El

(∫ Tl

Tl−1

|Gl(t2, s)−Gl(t1, s)| ds
)

+ f ?
∫ Tl

Tl−1

|Gl(t2, s)−Gl(t1, s)| ds

par la continuité de la fonction de Green Gl.
D’où ‖(Wx)(t2)− (Wx)(t1)‖El −→ 0 comme |t2 − t1| −→ 0. Cela implique
que W (BRl) est équicontinu.

Par conséquent, toutes les conditions du théorème 2.1 sont remplies, et il
existe donc x̃l ∈ BRl tel que Wx̃l = x̃l qui est une solution de PVI
(3.7). Depuis BRL ⊂ El l’affirmation du théorème 3.2 est prouvée.
Le deuxième résultat est basé sur le principe de contraction de Banach.
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Théorème 3.2.

Soit les conditions du théorème 3.2 satisfaites .Alors PVI (3.7) a une
solution unique dans El.

Démonstration 3.4.

Nous utiliserons le principe de contraction de Banach pour prouver que
W défini dans (3.20) a un point fixe unique .
pour x(t), y(t) ∈ El par la proposition (3.2),on obtient que.

∣∣∣∣∣(Wx)(t)− (Wy)(t)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ Tl

Tl−1

Gl(t, s)f1(s, x(s), Iul
T+
l−1
x(s))−

∫ Tl

Tl−1

Gl(t, s)f1(s, y(s), Iul
T+
l−1
y(s))ds

∣∣∣∣∣
≤
∫ Tl

Tl−1

Gl(t, s)

∣∣∣∣∣f1(s, x(s), Iul
T+
l−1
x(s))− f1(s, y(s), Iul

T+
l−1
y(s))

∣∣∣∣∣ds
≤ 1

Γ(ul + 1)

(
(Tl − Tl−1)

(
1− 1

ul

))ul−1

×
∫ Tl

Tl−1

s−δ

(
k

∣∣∣∣∣x(s)− y(s)

∣∣∣∣∣+ LIul
T+
l−1

∣∣∣∣∣x(s)− y(s)

∣∣∣∣∣
)
ds

≤ K

Γ(ul + 1)

(
(Tl − Tl−1)

(
1− 1

ul

))ul−1

‖x− y‖El
∫ Tl

Tl−1

s−δds

+
L(Tl − Tl−1)

2ul−1(1− 1
ul

)ul−1

(Γ(ul + 1))2
‖x− y‖El

∫ Tl

Tl−1

s−δds

≤ 1

Γ(ul + 1)

(
(Tl − Tl−1)

(
1− 1

ul

))ul−1

×
(
K +

L(Tl − Tl−1)
ul

(Γ(ul + 1))

)
‖x− y‖El

∫ Tl

Tl−1

s−δds

≤
(T 1−δ

l − T 1−δ
l−1 )((Tl − Tl−1)(1− 1

ul
))ul−1

(1− δ)Γ(ul + 1)

(
K +

L(Tl − Tl−1)
ul

Γ(ul + 1)

)
‖x− y‖El.

Par conséquent, par (3.9),l’opérateur W est une contraction.Par conséquent
,par le principe de contraction deBanach,W a un point fixe unique x̃l ∈ El,
qui est l’unique solution du problème (3.7) ,l’affirmation du théorème (3.2)
est prouvée.
Nous allons maintenant prouver le résultat de l’existence de.PVI (3.2).
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Nous introduisons l’hypothèse suivante :
(H2) soit f1 ∈ C(J × IR× IR, IR) et il existe un nombre δ ∈ (0, 1) tel que :
tδf1 ∈ C(J × IR× IR, IR)et il existe constantes K,L > 0 telles que
tδ|f1(t, y1, z1)− f1(t, y2, z2)| ≤ K|y1 − y2|+ L|z1 − z2|
pour tout y1, y2, z1, z2 ∈ IR et t ∈ J .

Théorème 3.3.

Soit les conditions (H1), (H2) et l’inégalité (3.9) satisfaites pour tout
l ∈ {1, 2, ..., n} .
Alors le problème (3.2) possède au moins une solution dans C(J, IR).

Démonstration 3.5.

Pour tout l ∈ {1, 2, ..., n} d’après le théorème 3.2 PVI (3.7) possède au
moins une solution x̃ ∈ El. pour tout l ∈ {1, 2, ..., n},nous définissons la
fonction

xl =

{
0, t ∈ [0, Tl−1],

x̃l, t ∈ Jl.

Ainsi, la fonction xl ∈ C([0, Tl], R) résout l’équation intégrale (3.6) pour
t ∈ Jl avec xl(0) = 0, xl(Tl) = x̃l(Tl) = 0.
Alors la fonction

x(t) =



x1(t), t ∈ J1

x2(t) =

{
0, t ∈ J1

x̃2, t ∈ J2
...

xl(t) =

{
0, t ∈ [0, Tl−1]

x̃l, t ∈ Jl

(3.11)

est une solution de PVI (3.2) dans C(J, IR).
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3.4 ULAM-HYERS stabilité

Théorème 3.4.

Soit les condition (H1), (H2) et l’inégalité(3.9) satisfaites.
Alors PVI (3.2) est (UH) stable.

Démonstration 3.6.

Soit ε > 0 un nombre arbitraire et la fonction z(t) de z ∈ C(Jl, IR) satisfait
l’inégalité (3.4).
Pour tout l ∈ {1, 2, ..., n} ,on définit les fonction z1(t) ≡ z(t),
t ∈ [0, T1], et pour l = 2, 3, ..., n :

zl(t) =

{
0, t ∈ [0, Tl−1],

z(t), t ∈ Jl.

Pour toute l ∈ {1, 2, ..., n}, selon Eq.(3.5) pour t ∈ J ,nous obtenons

cD
u(t)

T+
l−1
zl(t) =

∫ t

Tl−1

(t− s)1−ul

Γ(2− ul)
z(2)(s)ds.

En prenant le (IFC) Iul
T+
l−1

des deux côtés de l’inégalité (3.4),nous obtenons∣∣∣∣∣zl(t) +

∫ Tl

Tl−1

Gl(t, s)f1(s, zl(s), I
ul
T+
l−1
zl(s))ds

∣∣∣∣∣ ≤ ε

∫ t

Tl−1

(t− s)ul−1

Γ(ul)
ds

≤ ε
(Tl − Tl−1)

ul

Γ(ul + 1)
.

D’après le théorème 3.4 ,PVI (3.2) a une solution a x ∈ C(J, IR) définie
par x(t) = xl(t) pour t ∈ Jl, l = 1, 2, ..., n,
où

xl =

{
0, t ∈ [0, Tl−1],

x̃l, t ∈ Jl,
(3.12)

Et x̃l ∈ El est une solution de (3.7) . D’après le lemme (3.2),l’équation
intégrale

x̃l(t) =

∫ Tl

Tl−1

Gl(t, s)f1(s, x̃l(s), I
ul
T+
l−1
x̃l(s))ds (3.13)

Tient.Soit t ∈ Jl, l = 1, 2, ..., n. Ensuite ,par Eqs.(3.22) et (3.23) ,on
obtient :
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∣∣∣∣∣z(t)− x(t)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣z(t)− xl(t)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣zl(t)− x̃l(t)
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣zl(t)−
∫ Tl

Tl−1

Gl(t, s)f1(s, x̃l(s), I
ul
T+
l−1
x̃l(s))ds

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣zl(t)−
∫ Tl

Tl−1

Gl(t, s)f1(s, x̃l(s), I
ul
T+
l−1
zl(s))ds

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫ Tl

Tl−1

Gl(t, s)f1(s, zl(s), I
ul
T+
l−1
zl(s))ds

−
∫ Tl

Tl−1

Gl(t, s)f1(s, x̃l(s), I
ul
T+
l−1
x̃l(s))ds

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣zl(t) +

∫ Tl

Tl−1

Gl(t, s)f1(s, zl(s), I
ul
T+
l−1
zl(s))ds

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫ Tl

Tl−1

Gl(t, s)f1(s, zl(s), I
ul
T+
l−1
zl(s))ds

−
∫ Tl

Tl−1

Gl(t, s)f1(s, x̃l(s), I
ul
T+
l−1
x̃l(s))ds

∣∣∣∣∣ds
≤ ε

(Tl − Tl−1)
ul

Γ(ul + 1)
+

1

Γ(ul + 1)

(
(Tl − Tl−1)

(
1− 1

ul

))ul−1

×
∫ Tl

Tl−1

∣∣∣∣∣f1(s, zl(s), I
ul
T+
l−1
zl(s))ds− f1(s, x̃l(s), I

ul
T+
l−1
x̃l(s)

∣∣∣∣∣ds
≤ ε

(Tl − Tl−1)
ul

Γ(ul + 1)
+

1

Γ(ul + 1)

(
(Tl − Tl−1)

(
1− 1

ul

))ul−1

×
∫ Tl

Tl−1

s−δ
(
K
∣∣∣zl(s)− x̃l(s)∣∣∣+ LIul

T+
l−1

∣∣∣zl(s)− x̃(s)
∣∣∣) ds

≤ ε
(Tl − Tl−1)

ul

Γ(ul + 1)
+

1

Γ(ul + 1)

(
(Tl − Tl−1)

(
1− 1

ul

))ul−1

× (K‖zl − x̃l‖El + L‖Iul
T+
l−1

(zl − x̃)‖El)
∫ Tl

Tl−1

s−δds
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≤ ε
(Tl − Tl−1)

ul

Γ(ul + 1)
+

(T 1−δ
l − T 1−δ

l−1 )((Tl − Tl−1)(1− 1
ul

))ul−1

(1− δ)Γ(ul − 1)

×
(
K‖zl − x̃l‖El + L

(Tl − Tl−1)
ul

Γ(ul + 1)
‖zl − x̃l‖El

)
≤ ε

(Tl − Tl−1)
ul

Γ(ul + 1)
+

(T 1−δ
l − T 1−δ

l−1 )((Tl − Tl−1)(1− 1
ul

))ul−1

(1− δ)Γ(ul + 1)

×
(
K + L

(Tl − Tl−1)
ul

Γ(ul + 1)

)
‖zl − x̃‖El

≤ ε
(Tl − Tl−1)

ul

Γ(ul + 1)
+ µ‖z − x‖,

Où :

µ = max
l=1,2,...,n

(T 1−δ
l − T 1−δ

l−1 )((Tl − Tl−1)(1− 1
ul

))ul−1

(1− δ)(Γ(ul + 1)

(
K + L

(Tl − Tl−1)
ul

Γ(ul + 1)

)
.

Alors
(1− µ)‖z − x‖ ≤ ε

(Tl − Tl−1)
ul

Γ(ul + 1)

On obtient ,pour chacun t ∈ IRl,∣∣∣z(t)− x(t)
∣∣∣ ≤ ‖z − x‖ ≤ ε

(Tl − Tl−1)
ul

(1− µ)Γ(ul + 1)
:= cf1ε.

Donc :PVI(3.2) est stable.

3.5 Exemple

Considérons le problème de valeur limite fractionnaire suivant :cD
u(t)
0+ x(t) + t

−1
2

6et(1+|x(t)|+|Iu(t)
0+

x(t)|)
= 0, t ∈ J := [0, 4],

x(0) = 0, x(4) = 0.
(3.14)

Soit

f1(t, y, z) =
t
−1
2

6et(1 + y + z)
, (t, y, z) ∈ [0, 4]× [0,+∞)× [0,+∞).

u(t) =

{
9
5 , t ∈ J1 := [0, 2],
5
4 , t ∈ J2 :=]2, 4].

(3.15)
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Par suite nous avons :

t
1
2

∣∣∣f1(t, y1, z1)− f1(t, y2, z2)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

6et

(
1

1 + y1 + z1
− 1

1 + y2 + z2

) ∣∣∣∣∣
≤

(
∣∣∣y1 − y2

∣∣∣+
∣∣∣z1 − z2

∣∣∣)
6et(1 + y1 + z1)(1 + y2 + z2)

≤ 1

6et
(|y1 − y2|+ |z1 − z2|)

≤ 1

6
|y1 − y2|+

1

6
|z1 − z2|.

Par conséquent, la condition (H2) est vérifiée avec δ = 1
6 et K = L = 1

6 .
par (3.25),d’après (3.7),nous considérons deux PVI auxiliaires pour
les équations différentielles fractionnaires de Caputo d’ordre constant

cD
9
5

0+x(t) + t
−1
2

6et(1+|x(t)|+I
9
5
0+
x(t))

= 0, t ∈ J1,

x(0) = 0, x(2) = 0.
(3.16)

et 
cD

5
4

1+x(t) + t
−1
2

6et(1+|x(t)|+I
5
4
1+
x(t))

= 0, t ∈ J2,

x(2) = 0, x(4) = 0.
(3.17)

Ensuite ,nous prouvons que la condition (3.9) est remplie pour l = 1 .
En effet

(T 1−δ
1 − T 1−δ

0 )((T1 − T0)(1− 1
u1

))u1−1

Γ(u1 + 1)(1− δ)

(
K + L

(T1 − T0)
u1

Γ(u1 + 1)

)
=

(2
1
2 )(8

9)
4
5

1
2Γ(14

5 )

(
1

6
+

1

6Γ(14
5 )

)
w 0.1955 < 1.

Conséquence ,la condition (3.9) est réalisée.
D’après le théorème 3.2 ,le problème (3.26) a une solution x̃1 ∈ E1 On prouve
que la condition (3.9) est remplie pour l = 1 En effet,

(T 1−δ
2 − T 1−δ

1 )((T2 − T1)(1− 1
u2

))u2−1

Γ(u2 + 1)(1− δ)
×
(
K + L

(T2 − T1)
u2

Γ(u2 + 1)

)
=

(2
1
2 )(4

5)
1
2

1
2Γ(9

4)

(
1

6
+

1

6Γ(9
4)

)
w 0.0375 < 1.
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Ainis, la condition (3.9)est satisfaite . D’après le théorème 3.2 PVI (3.7)
possède une solution x̃2 ∈ E2.
Alors :d’après le théorème 3.4 PVI (3.14)a une solution

x(t) =

{
x̃1(t), t ∈ J1,

x2(t), t ∈ J2

où

x2(t) =

{
0, t ∈ J1,

x̃2(t), t ∈ J2,

D’après le théorème 3.5 PVI (3.24) est (UH)stable.
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Conclusion

En résumé, l’étude de l’existence et de l’unicité des solutions pour les équa-
tions différentielles d’ordre fractionnaire enrichit la compréhension théorique
et les applications pratiques des systèmes dynamiques.
Elle nécessite une approche rigoureuse et souvent sophistiquée, combinant
des méthodes analytiques et numériques pour surmonter les complexités in-
hérentes à la nature fractionnaire des dérivées et intégrales.
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