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Résumé

L’objectif principale de ce travail est d’étudier I'existence et I'unicité d ’équations différentielles
d’ordre fractionnelle
Ce mémoire se composant on trois chapitres

Chapitre 1 : Nous rappellerons quelques définitions de base et faits préliminaires sur les dé-
rivées et les intégrales fractionnaires .

Chapitre 2 : Nous chercherons une solution intégrables pour les équations différentielles im-
plicites d’ordre fractionnaire avec condition non locale.

Chapitre 3 : Nous introduiserons le probléme de valeur limite multiterme des équations dif-
férentielles fractionnaires de CAPUTO d’ordre variable.
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Introduction

L’analyse des équations différentielles d’ordre fractionnaire s’avére étre une
extension naturelle et significative des équations différentielles classiques, per-
mettant de modéliser des phénomeénes plus complexes et diversifiés présents
dans la nature et les sciences de l'ingénieur.

L’existence et 'unicité des solutions pour ces équations sont souvent établies
en utilisant des théories et des techniques avancées, telles que les opérateurs
fractionnaires, les espaces de Banach, et les méthodes de points fixes.
L’existence des solutions des équations différentielles fractionnaires peut étre
démontrée en utilisant des méthodes variées, telles que les théorémes de
Schauder ou de Banach sur les points fixes, et d’autres techniques fonction-
nelles.

Ces méthodes reposent généralement sur la transformation des équations
différentielles en équations intégrales de Volterra, ol les opérateurs fraction-
naires tels que l'intégrale de Riemann-Liouville ou de Caputo jouent un role
central.

L’unicité des solutions est souvent prouvée en montrant que toute solution
possible doit converger vers une solution unique, en utilisant des principes
de contraction et des estimations appropriées dans les espaces fonctionnels
concernes.

Les conditions suffisantes pour 'unicité incluent souvent des hypothéses de
Lipschitz sur les termes non-linéaires de 1’équation.



Notation

Dans tout ce qui suit ,nous utiliserons les notations suivantes :
I'(.) La fonction Gamma.

B(.,.) La fonction Béta.

I"™ Intégrale fractionnaire d’ordre n.

15 L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre « a gauche.
I} L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre « a droite.
Dy La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre v & gauche.
Dy' La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a a droite.
“Dy, La dérivée fractionnaire de CAPUTO d’ordre « a gauche.

“Dy La dérivée fractionnaire de CAPUTO d’ordre « a droite.

IN1, 2,3... L’ ensemble des nombres naturels .

C L’ ensemble des nombres complexe.

||.|| La norme.

C'(J;IR) Espace des fonctions continues sur J et a valeurs dans IR .

L, Espace de Lebesgue.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons des notations, définitions et des
théoréemes utilisés dans ce mémoire.

1.1 Rappels sur les Espaces Fonctionnels

Définition 1.1. (Espace vectoriel normé)

Soit E un espace vectoriel sur le corps K = IR ou C ,on appelle norme
sur 'espace E toute application notée ||.|| définie sur E a valeurs dans R4
,vérifiant pour tout x,y dans E et a dans K.

L ||lz|]|] =02 =0
2. [|az|| = laf|lz]] ;VacR

3. [z +yll < [l + [lyl]
Définition 1.2. (Espace métrique complet)

On dit que E est un espace métrique complet si toute suite de Cauchy de E
converge dans E.

Définition 1.3. (Espace de Banach)

Tout espace vectoriel normé est appelé espace de Banach
Définition 1.4. (Espace C(J;IR))

L’espace des fonctions continues sur J dans IR muni de la norme :

[|#]loo = sup |lz(®)][ - € J



Définition 1.5. (Espace de Lebesgue )

Soit Q = [a,b](—00 < a <b<o0)etl <p< oo,
1. Si1 < p < oo l'espace L,(€2) est définit par :

L,(Q) = {f : Q — R;  fmesurablesur(} et/ |f(z)]Pdx < oo}
0

Que I'on munit de la norme || f||;, = </ \f(x)|de> " < o0
Q

2. Pour p = oo l'espace L () est I'espace des fonctions mesurables , f
bornées presque partout sur €2 on note :

[ Fllec = sup esspeal f(z)] < 00

Définition 1.6. (Ensemble conveze)

Soit E espace factoriel sur un corps K et K C E on dit que K est convexe si :

V(z,y) €K% V0 € [0,1],0x + (1 —0)y €K
Définition 1.7. (Ensemble Compact)

Soit E espace factoriel normée et K C E on dit que E est compact si tout
suite d’élément de K admet un sous suite convergente vers un point dans K

1.2 Calcule fractionnaire :

1.2.1 Bref historique :

1.2.2 Théorie de dérivation fractionnaire :

Est un sujet presque aussi ancien que le calcul classique tel que nous le
connaissons aujourd’hui, ces origines remontent a la fin du 17°"¢ siecle,
L’époque ou Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul

différentiel et intégral .
af

o pour désigner la n" dé-

En particulier, Leibniz a présenté le symbole
rivée d'une fonction f.

Quand il a annoncé dans une lettre & L hopital (apparemment avec 'hypo-
these implicite que n € IN, L’hépital a répondu :

Que signifie Ccl;f sin= %?

Cette lettre de L’hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le

premier incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire,et le



fait que L’hopital a demandé spécifiquement pour n = %, c’est a dire une

fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette partie des
mathématiques.

Les dérivées non entiéres possédent un effet de mémoire qu’ elles partagent
avec plusieurs matériaux tels que les matériaux viocs élastiques ou polymere.
Ce fait est également une des raisons pour lesquelles le calcul fractionnaire a
connu récemment un grand intérét.

L ’utilisation de I'effet mémoire des dérivée fractionnaire dans la construction
des modeéle matériels simples est livrée avec un cotit élevé en ce qui concerne
la résolution numérique.

Tout en utilisant un algorithme de discrétisation des dérivées non entieres on
doit tenir compte de sa structure non locale qui signifie en général un haut
stockage d’information et une grande complexité de I'algorithme.

De nombreuses tentatives pour résoudre les équations faisant intervenir dif-
férents types d’opérateurs d’ordre non entier peuvent étre trouvées dans la
littérature.



1.2.3 Fonctions spéciales :

1. Fonction Gamma d’Euler : est une fonction qui prolonge le factorielle
aux valeurs réelles et complexes.
pour Re(a) > 0 on définie I'(«) par :

+oo
I'(a) :/ t*te7tdt, Va €]0,+o0]. (1.1)
0
Propriétés de la Fonction Gamma d’Euler :

La fonction I' s’étend(en une fonction holomorphe) a C\Z~

tout entier On a :

MNa+1) =al'(a)

et pour n entier on a : I'(aw + 1) = aI'(a) et pour n entier on a :
['(n+1)=nl

Démonstration 1.1.

(a) par intégration par partie,on obtient

+00
[(a+1) :/ tYedt.
0
+00
= [—to‘et]i;gm—l—a/ t* e tdt.
0
= ol'(«).

(b) DeT'(aw+1) = al'(«) et puisque I'(1) = f0+oo e 'dt = 1, on déduite,

r©2) = 1.I(1) = 1!
I'(3) = 2I(2)=2x 1 =2L.
['(4) = 3I(3)=3x2 =3l

Alors ,par récurrence on obtient
I'(n+1) =nI(n) =n!
2. Fonction Béta d’Euler : est définie par :

1
B(a+8) = /0 N1 — 1) at.

avec Re(3) > 0 et Re(a) > 0



Propriétés de la Fonction Béta d’Euler :

1. La fonction Béta est symétrique c’est -a-dire que :

B(a, ) = B(B, @)

2. Elle peut prendre aussi la forme intégrale :

B(Q’B) :/O‘—FOO( ta—l

————dt.
t+ 1)a+s
Remarque 1.1.

Les fonction Gamma et Béta sont reliées par la relation :

B0 = Ta5g

1.2.4 La dérivée et Intégrale fractionnaire :

Considérons une fonction h définie pour ¢t > a,
on pose

(IR (1) = / h(s)ds

(I*h)(t) = /at(]h)(u)du — /at (/auh(s)ds) du

En répétant n fois on obtient d’apreés la formule de Cauchy

(I"h)(t) = (n—ll)! / (t — 5y h(s)ds

En utilisent la fonction I' d’Euler (1.1) on aura la définition suivante :

1.2.5 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville :

Définition 1.8. (/1/,15])

Intégrale fractionnaire IR, de la fonction h € L'([a,b], R;) et continue
est défini par :

(1) = ﬁ / (t — 5)"h(s)ds

ou I'(.) est la fonction Gamma.
si a = (0 on écrit

Iy h(t) = I3 h(t) = h(t)

9



1.2.6 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville :

Définition 1.9. ([14,15])

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ ordre a > 0
de la fonction h € L'([a,b],R,), est donnée par :

Dp0) = e () [ (= hisyis

ici n = [a] + 1 et [a] désigne la partie enticre de a.
si a € (0, 1], alors

1 d
I['(l—a)ds

(D2 (1) = L1 en() =

o /a (t —s)"“h(s)ds

Remarque 1.2. 1. poura =0
Dy h(t) = Dy, h(t) = h(t)

2. pour a =n
DI h = (—=1)™pm

D" h = h"
Ay
1.2.7 Dérivée fractionnaire de CAPUTO :

Définition 1.10. (/14,15])

La dérivée fractionnaire au sens de CAPUTO d’ordre o > 0 de la fonc-
tion h € L'([a,b], IR, ) ,et continue est définie par :

(DM = ey [ (=9 W )

oun = [a] + 1.si a € (0, 1], alors

c Mo - l—ad - t(t_s)_ad
(“Dayh)(8) = LI h(t) = /a m@h(s)ds

10



1.3 Quelques propriétés :

(]14,15])Soient o, B > 0 Alors on a :

1L Iv: LYJ,IRy) — LY(J,IRy) et si fe L1(J,IR,), alors
I°I°f(t) = I°I*f(t) = I**f{t)
2.81 fe LP(J,IRy),1 < p < oo, alors|| Ifl|r, < w7y a+1 1Az,

3. L'opérateur intégrale d’ordre fractionnaire I est linéaire et borné de
Pespace L(J) dans lui-méme.

4. limg_, I?f(t) = I"f(t),n = 1,2... uniformément.

5. I90(t) = I;h(t) = h(t).

6. La dérivée fractionnaire de CAPUTO d’une constante égale a zéro.

7. °Dg est non inverse & droit de [ c-a-d I$°DS # 15 mais “DSIS = 1.

8. La dérivée fractionnaire de CAPUTO et Riemann-Liouville sont li-
néaires

Lemme 1.

Soit a > 0 ,I’équation différentielle
(“D*h)(t) =0

admet les solutions h(t) = co + cit + cot? + ... + ¢, 1t" L ¢ € IR,
i=0,1,2,....n—1,n=[a] + 1

Lemme 2.

Soit a > 0 et n = [a] + 1 alors

I°Dh(t) = h(t) —
Le lemme 2 est écrit autrement ce la forme .

11



Lemme 3.

Soit v > 0 alors

I°°Dh(t) = h(t) 4+ co + cit + et + ... + e t" 1,

pour ¢; € IR,i=0,1,2,...,n—1,n = [a] + 1.
Définition 1.11.

Soit E un espace de Banach et T': E — E un opérateur

1. T est dit continu si pour toute suite (z,,), .y dans E tel que (z,), N
converge vers x dans Fla suite (T'z,,), N converge vers T'x.

2. T est dit compact,si pour tout borné B de E,T(B) est relativement
compact.

3. T est dit complétement continu si 7" est continu et si I'image de tout
borné B de E est relativement compact

Définition 1.12.

Soit C'(J,IR) L’espace des fonctions continues d’un intervalle compact J de
IR dans 'espace de Banach X, M un sous ensemble de C'(J, IR).

1. M est dit équicontinu si est seulement si :

Ve > 0,30 > 0,Vty,t0 € J:
[t1 = tof| <6 = || f(t2) — f(E2)l| <e,VfeM.
2. M est dit uniformément borné si et seulement si :

Je> 0 |[f(O)]| < eVt e JetVfeM

1.4 Fonction de Green :

Soit p,q, f € C([a,b]) ou p € C([a,b]),a < bet (ay,;) € R? tels que
Vi=1,2
|y |+ |asl, | 81|+ |B2] # 0 on consideére les équations différentielles ordinaires

(H)(py') +qy =0
(NH)(py') +qy = f

12



ainsi que les conditions aux bords associées :

(©B), {oqy(a) + azy'(a) =0
Bry(b) — B2y (b) =0

(B {oqy(a)+oz2y( a) =7
519(5) 523/( )

Proposition 1.1.

On appelle fonction de Green associée au probléme homogéne
(H) — (CB)y, une fonction G : [a,b] X [a,b] — IR vérifiant les propriétés :
(a) G est continue sur [a,b] X [a,b];

(b) G est symétrique :G(z,y) = G(y,2),V(z,y) € [a,b)?;

oG
c) —(x,y) est continue pour tout = # y
0
x

(d) %(y Y) — gi (v ,y) = zﬁ pour tout y € [a, b] ;

(e) La fonction partielle x* — G(x,y) est solution de I'équation (H) pour
tout x # y;

(f) la fonction partielle x — G(z,y) vérifie les condition (C'H); pour tout
y € [a,b)].

1.4.1 Existence et unicité :

Théoréme 1.1. (Existence et unicité de la fonction de Green ) :

supposons que le probléme homogeéne (H)—(C'B);, n’admet pas de solution
non triviale.Alors il existe une (et une seule)fonction G ne dépendant pas de
f et dite fonction de Green telle que ,pour toute fonction f ,la solution y
de probléme non homogene (NH) — (C'B);, ,s’écrit de maniére unique sous
la forme : ¢

b
i) = [ Glto)f(s)ds

13



(i) Méthode de Calcul la fonction G :
Soit 1 et Iy les solution respectives des problémes a condition initiales

(H) + {®1(G) = et(H) + {@2(5) = P

@1(a) = —an 25(b) = b

Alors : @1,J9 # 0 sont linéairement indépendantes car sinon @ (et
aussi @y ) serait solution du probléme (pg) := (H) + (C'B);, contredisant
I’hypothese .

Soit donc W # 0 leur Wronskien et G la fonction de Green définie par

21(t)@(s)
pow(n 1SS S

G(t,s) =

21(5)2a(1)
s S S S,

Remarquons que le produit pW est constant.

(ii)Existence et unicité d’ une solution :
1. La fonction [’ définie par
F(t) = [/ G(t.9)f(s)ds = 249 [ 2 ()ds + 20 12 01 5) (s
est solution du probleme (NH) + (CB)y, g
2. La fonction H définie par

H(t) = [} G(t,s)f(s)ds = 28 [ @i (s)ds +

P1(t) + ¥a(t)
est solution du probléme (NH) + (CB)y; ot ¥y (t)etis(t) les uniques
solutions des problémes :

b
Qpll/g)/t Do (s) f(s)ds +

a11(a) + axi(a) = v . a1 a(a) + azhy(a) =0
) {ml(b) N P {m?(b) + Bah(b) = &

Exemple : Considérons le problémes

{y”—f(t),a<t< b

y(a) = 7, y(b) = 5 (1.2)

14



Constructions les fonctions ety solutions des problémes mes

a1(t) =0, @5(t) = 0,
@1(a) =0, et  24(b) =0, (1.3)
@1(a) = —1, Do(b) = —1,

Alors @1(t) = (a — t),Do(t) = (b—t)et W(D1,D92) =b—a
D’ou la fonction de Green :

La solution unique du probléme (1,2) est donnée par :

b
y(t) = / G(t, 5)/(s)ds
Do ¢

b
- 2 1) / 21 (5) f(s)ds+ilv(;) / @5 (s) f(s)ds + 1 (t) + va(t)

—b [t — b — h—
= z_a/a(s—a)f(s)ds+2_2/t(s—b)f(s)deréz_ZJr’yb_;

1.5 Quelques théorémes du point fixe :

1.5.1 Théoréme du point fixe de Banach :

Définition :
Soit (X, d)un espace métrique .une application T': X — X est dite
Lipschitzienne s’il existe une constante k (appelée constante de
Lipschitz ) telle que :

d(T'(x), T(y)) < kd(z,y)

pour tout x,y € X.

une application Lipschitzienne avec une constante de Lipschitz K < 1
est appelée contraction.

Théoréme 1.4.1 : (Théoréme du point fixe de Banach) :

Soit (X, d) un espace métrique complet .une application T": X — X est
une contraction avec la constante de Lipschitz k .

Alors T a un point fixe unique r € X.

15



1.5.2 Théoréme du point fixe de Schauder :

Théoréme 1.4.2 :([14,15])
Soit E' un espace de Banach et () un sous ensemble fermé borné convexe de

FE et F:Q — Q est continue tel que F(Q) compact .
Alors F' a au moins un point fixe dans ().

16



Chapitre 2

Solutions intégrables pour les équations
différentielles implicites d’ordre
fractionnaire avec condition non locale

Introduction :

Nous s’intéressons dans ce chapitre a 1'existence et 1'unicité des solutions
intégrables pour le probleme non local de I'équation différentielle implicite
d’ordre fractionnaire :

‘D%(t) = f(t,y(t),” D (t)),t € J:=[0,T],0 <a<1 (2.1)

y(0) = yo — g(y) (2.2)

Soit f: Jx IR x IR — IR est une fonction donnée et g : L(J,IR) — IR
une fonction continue, yy et “D® est la dérivée fractionnaire de Caputo
d’ordre a.
La condition non locale peut étre plus utile que la condition initiale standard
pour décrire certains phénomeénes physiques.
Le but de ce chapitre est de présenter les notations, les définitions et les
préliminaires dont nous avons besoin tout au long de ce travail.
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Théoréme 2.1.

Soit Q C LP(J,IR),1 <p<oosi:
(i) £2 est borné dans LT (J,IR),
et
(ii) up, — w comme h — 0 uniformément par rapport & u € (2.
Alors (2 est relativement compact dans LP(J,IR).
Ou

2.1 Existence de solutions :

Nous commengons par définir ce que nous entendons par solution
intégrable du probléme non local(2.1)-(2.2).

Définition 2.1.

Par solution du probléme(2.1)-(2.2) on entend une fonction y € L(J, IR)
qui satisfait la condition y(0) = yo — g(y) et I'équation

DY(t) = f(ty(t)," D(L)) sur J

Pour 'existence de solution au probléme (2.1)-(2.2), nous avons besoin du
lemme auxiliaire suivant :

Lemme 4.

la solution du probléme (2.1)-(2.2) peut étre exprimé par ’équation
intégrale

I o
y(t) =yo—gly) + m/o (t — s)* ta,(s)ds, (2.3)
ou z, estla solution de la fonctionnelle équation intégrale
1 t
x(t)=f(t,y0—g(y) + —/ (t —s)* ta,(s)ds, x(t) ] . (2.4)
I'(a) Jo
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Preuve :
Soit “D*y(t) = x,(t) dans I'équation (2.1) ,alors

zy(t) = [T, y(t), zy(t)) (2.5)
et
y(t) = y(0) + I"zy(¢)

y(8) = yo — g(y) + ﬁ / (t - )" Lz (s)ds (2.6

Introduisons les hypothéses suivantes :
(H1) f:J x IR?> — IR est mesurable en t € J, pour tout (u;,us) € R?,

et continu dans (uq,uz) € IR?, pour presque tout ¢ € J.

(H2) Tl existe a € L'(J,IR) deux constante by > 0 et 0 < by < 1 telle
que

|f (8w, ug)] < Ja(t)] + bifur| + bafus|, ¥t € J,¥(u1, uz) € R”.

(H3) Il existe deux constante k; > 0 et 0 < ky < 1 telle que
(20, 90) = f(t 22, 90)| < Falwr—a2|+holyi—yo], VE € JV(21,31), (22, 92) € R?

(H4) 11 existe a constante M > 0 telle que
l9w)l) < M, Vy € L'(J.R).

(H5) Il existe a constante k > 0 telle que
l9(y) — 9@ < klly =y, ¥y 9 € LY (JR).

Notre premier résultat est basé sur théoréme 2.1.
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Théoréme 2.2.

Supposons que les hypotheses (H1),(H2),(H4) satisfaites .si

by T
(1 =0yl (x4 1)

Alors le probléme point non local (2.1)-(2.2) a au moins une solution
ye L'(J,R)

Preuve :

Transformons le probléme (2.1) -(2.2) en un probléme de point fixe.
Considérons l'opérateur

<1, (2.7)

H:LY(J,R) — L'(J,IR)
Défini par :

(Hy)(t) = yo — g(y) + 1"y (2), (2.8)
zy(t) = f(t,y0 — g(y) + "y (1), 2, (1)).

L’opérateur H est bien défini pour chaque y € L'(J,IR) & partir des
hypothéses (H1),(H2)et (H4), on obtient :

T
|5, s, = / (Ha(t)|dt

= [ lm=st)+ 1,01

< T(wl+ 0+ | ' (] t(t;<—2;_1|xy<s>|ds) i (29)

Et

2y ()] = f(ty(t), 2y (1))
< la(t)] + baly(£)] + bolzy (t)].

Ainsi

ja()] + ba|y(t)]
1 —0by

[z ()] < (2.10)
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En remplagant (2.10) dans l'inégalité (2.9), on obtient :

Isls, < Tl 4o+ [ [l (1HOLERENY )
e

(1=by)T(a+1)

1 E162 /OT (At%|y(8)lds> dt.

A b T

< T(lyol + M) + lelz,

5yl < T +M)+ e el g gyl < +o0
(2.11)

Clairement, les points fixes de I'opérateur H sont des solutions du probléme

(2.1)-(2.2)

Soit :

T(lyol + M) + ggrarm el

1 . by T
(T—bs)[ (ot 1)

T =

Et considérons ’ensemble
B.={yeL'(JR):|yllr, <r}.

Clairement B, est non vide borné, convexe et fermé.Nous allons maintenant
montrer que H satisfait I'hypothése du théoréeme 2.1.

La preuve est donnée en plusieurs étapes :

Etapel : H(B,) C B,.

pour chaque y € B,, de(2.7)et(2.11) nous obtenons

e by T

H < T + M) + +
H yHLl = (’y()’ ) (1 _ bQ)F(Oé—F 1)HG’HL1 (1 — bQ)F(Od+ 1)||yHL1

<r

puis H(B,) C B,.
Etape2 : H est continue .
comme ¢ est une fonction continue , par 'hypothése (H1) nous pouvons en
déduire que H est continue.
Etape3 : H est Compact
Nous allons montrer que H (B, ) est relativement compact.
Clairement H(B,) est borné dans L!'(J,IR), alors (i) du théoréme 2.2 est
satisfait.
Il reste & montrer (Hy), — (Hy) dans L'(J,IR) pour chaque y € B,
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Soit y € B,,alors nous avons

0 — (Ho) o)l
/t+h (1) o) — ()0
( / (Hy)(s (y)(t)|d5> dt
< /0 <E/tt+h|lo+xy() [0+:1;y()|ds>dt.

Puisque # € B, C L*(J,IR) et hypothése (H2) qui implique f € L'(J,IR)
et d’ apreés la proposition 2.1(v),il s’ensuit que I*F(J,IR), alors nous avons

[(Hy)n — (Hy)|r =

S—

0

S

IA

|
\ \

SRS

1 t+h

3 [ 16 - etolas —o
t

Comme h — 0.t € J.

Ou

() = I§ f (0 — g(y) + Igay (), 2y (1))
D’ou

(Hy)n, — (H)

uniformément comme A — 0.

Alors d’aprés le théoréeme 2.2 H(B,),est relativement compact.

Suite aux étapes 1 a 3 et au théoréme 2.2 nous concluons que H est continu
et compact.

En conséquence du théoréme 2.1 le probléme (2.1) — (2.2) a au moins une
solution dans B,.

Le résultat suivant est basé sur le principe de contraction de Banach.
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Théoréme 2.3.

supposons que les condition (H1),(H3) et (H5) soient vérifiées .si

kT
kT + <1 2.12
(1= k)(a+1) (2.12)

Alors : Le probléeme (2.1) — (2.2) a une solution unique y € L'(J,IR).

preuve :
Nous utiliserons le principe de contraction de Banach pour prouver que H
définie par (2.8) a un point fixe.

Soit v,z € L1(J,IR), et t € J. Alors nous avons,

(H)(0) ~ (HAO)] < lolo) — o(2)| + [ o) () — ()] (2.13)

0 ['(a)
puis

S)a—l

(Hy)(t) — (Hz)(2)| sklly—zHL1+/0 (t;(—

a) \azy(s) — xz(s)\ds (2.14)

par contre, on a pour tout t € J

2y (t) —2.(0)] = |f(Ey(t), zy(t) — [t 2(8), z.(2))]
< kaly(t) — 2(0)| + ko|zy@) — 120

puis

k1
Zy) — T2 < ——[y(t) — 2(¢)] (2.15)
1 — ko

On remplace l'inégalité (2.15) in égalité (2.13) on obtient

Itt) = (2, < Tlat) -+ [ ([ G S o)~ (ol ) a

@)

< oyt [ ([ 5 e - i) a

< Thly ol + o T/ k ([t — =(olas)

Tk,
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par conséquent par (2.12) H est une contraction.
Conséquence du principe de contraction de Banach, on en déduit que H a
un point fixe qui est une solution du probléme (2.1) — (2.2).

2.2 Exemple

Conséquence le probléme fractionnaire non local suivant :

—t

CDay(t) - (et+7)(1+|\y6(t)|+\0Day(t)|7 teJ:= [0, 1], o€ (O, 1], (2.16)

y(0) =3 /0 y(t)dt. (2.17)

Ensemble

ft,y,z) =

Gy Te By € x[0+00) X0, +00)

Soit y, z € [0, 4+00) et t € J, alors nous avons :

‘f(tayh Zl) - f(t,yg, ,22)‘ =

et 1 1
e+T7\1+y+2z1 1+y+x
e (Jly1 — o + |21 — 22|)

<

T @+ A 4y —y2) F (142 — 2)
ot

< — _

< (et—|—7)(’y1 Yol + |21 — 22])

< 1| |+1| |
— — —|z1 — 29].
S 8y1 Yo 81 2

D’ou : La condition (H3) est vérifice avec ki = ko = ¢ a aussi

() ~ 9(0)| < =iz~ yl,

Donc :(H5) est satisfait de k = 7 est satisfait de 7'—1 .En effet nous vérifier
que la condition (2.12)
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e T 4 3
kT + = -+ :
(1= Fko)T(a+1) 7T (1-3)T(a+1)
4 1
< st
7 T(a+1)
- 4+ 1
7 MM(a+1)
- 4+ 3
7 Tl(a+1)
et
4+ <leTl(a+1)>1 (2.18)
= - (0 .
7 TM(a+1)

D’apres le théoréme 3.2, le probléme (2.16) — (2.17) admet une unique solu-

tion intégrable sur [0, 1].
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Chapitre 3

Probléme de valeur limite multiterme

des équations différentielles
fractionnaires de CAPUTO d’ordre
variable

3.1 Introduction

L’idée principale du calcul fractionnaire est de constituer les nombres
naturels dans 'ordre des opérateurs de dérivation avec les rationnels.
Bien que cette idée soit préliminaire et simple, elle implique des effets et des
résultats remarquables qui décrivent certains phénomeénes physiques,
dynamiques, de modélisation, de théorie du controle, de bio-ingénierie et
d’applications biomédicales.
Inspiré par [14] , nous traitons du probléme des valeurs limites (PVI)

{CDa‘i”:c(t) Al L00) =0, te =0T g

z(0) =0, x(T)=0,

oul < u(t) <2,ff : JxRxXxR — IR est une fonction continue et
CDgit) ,]éﬂ(t) sont la dérivée fractionnaire de Caputo et 'intégrale de Rimann-
Lioville d’ordre variable u(t).

Dans cet article, nous cherchons une solution de (3.2). De plus, nous étu-

dions la stabilité du résultat obtenu solution de (3.2) au sens d’'Ulam-Hyers
(UH).
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3.2 Préliminaires

Cette section présente quelques définitions fondamentales importantes qui
seront nécessaires pour obtenir nos résultats dans les sections suivantes.
Le symbole C(J, IR) représente 'espace de Banach des fonctions continues
X : R — IR avec la norme

x|l = sup {|x(t)| : t € R}.

Pour —oco < a; < ay| < +00 , nous considérons les applications

u(t) : [a1, as) — (0, +00) et v(t) : [a1,a3] — (n — 1,n).

Alors, I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville gauche (IFRL) d’ordre
variable u(t) pour la fonction fo(t) [14] est

() B t (t o S)u(t)—l e .
100 = | S ks, > 32)

et la dérivée fractionnaire de Caputo gauche (DFC) d’ordre variable v(t)
pour la fonction fo(t)[14] est

t(r_ o \n—u(t)-1
cpzfpﬁ(t):/ (tr(nS)— = F(s)ds, t > ai, (3.3)

Comme prévu, dans le cas ou  u(t) et v(¢) sont constants, CFD et RLFI
avec la dérivée fractionnaire standard de Caputo et 'intégrale fractionnaire
de Riemann-Liouville,voir,

par exemple, [14]. Rappelez-vous 'observation cruciale suivante.

Lemme 5.

Soit ag, 9 > 0,a1 > 0, fo € L(ay,a9), D fo € L(ay, as).
ap
Alors 1" équation différentielle.

CDZ‘%fg =0
La solution unique
folt) = wo+wi(t —ar) +wa(t —a)* + ...+ wnp_i(t —a)" !
Et
ISE(CD:%)fQ(t) = fot) +wo+wi(t—ar) Fwa(t—a) +.. . Fw,_1(t—a)"
Avec :
n—1<a<n,w€R, [ =0,1,...,n—1. de plus :

DI () = f(t)
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Et

LI fot) = IR I fo(t) = I fo(t)
Remarque 3.1.

(]14]) Notez que la propriété du semi-groupe n’est pas remplie pour les
fonctions générales wu(t),v(t), c’est-a-dire,

1010 () # 18 p ()

Exemple 3.1.
Soit
u(t)=t, te€lo,3], v(t){i’ i;g)’;]] f(t)=1, te]0,4]
u(t t (t— S)u(t)—l ( T)vs )—1 s
RO = [ [ s e
B Pt —s) 7t ] (% (s—7)> *(s—1)3
= [ UL S ] ] e

6 24
t=1 Tgd _ 8s3 + 125 — 16
ds
24

)
)
_ /t (t —s)t! _(3—2)3—53+(s—2)4] s
0 )
)
)

Et
u(t)-l—v(t) . s)ds
[T fa(t) = /O a7 000) fa(s)d

Donc nous obtenons
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3 2 [ o4 3

3—s5)° [s* —8s®+ 125 — 16
Ful o0 ¢ o /( J
0+ 0+ f2( )‘t—?) 0 1—1(3) 24 S

~ —949 38,
g)u)+u(t)-1
]gy)lgf)fz(t)‘tz?) - /0 8 T(u ())+ () fa(s)ds
B (3 —s)* 7 (3 —s)S
= /0 ) ds T ds

1 2
= — [ (s" =125 + 545% — 108s + 81)ds
24 J,
1 3
+ s (s — 185° + 135s" — 540s° + 1455 — 14585 + 729)ds
2
= 2,01 +0,56.
~ 2,57
Alors, on obtient
01 o) i=s H # 157 fo(#) s

Lemme 6. (/14])

Soit w : J — (1, 2] étre une fonction continue, alors pour
fo € C5(J.R) = {fo(t) € C(J,R),t° fo(t) € C(J,IR),0 < § < 1},
I'intégrale fractionnaire d’ordre variable Igf fo(t) existe pour tout point sur
J.
Lemme 7. ([14])

Soit w : J — (1, 2] étre une fonction continue, alors
1, fo(t) € C(J,R)
pour fo € C(J,R).
Définition 3.1.
([14]) Soit I < IR, est appelé intervalle généralisé s’il s’agit soit d'un
intervalle, soit de {a;},ou{}.

Un ensemble fini p est appelé une partition de [ si chaque x dans [
appartient exactement a 'un des éléments généralisés intervalles E dans
.

Une fonction ¢g: I — IR est dite constante par morceaux par rapport a
la partition p de [ elle, pour tout FE € p, g est constante sur FE.
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Définition 3.2. (/14/)

L’équation de (3.1) est (UH) stable s'il existe ¢y > 0 tel que, pour tout
e >0 et pour toute solution z € C(J,IR) de I'inégalité suivante

‘D2 (t) + fu(t, 2(t), I1V2()| <€, te ] (3.4)

Il existe une solution x € C'(J,IR) de I’équation (3.2).
Avec |2(t) — z(t)] < cpe, t € J

3.3 Existence de solutions

lintroduisons I’hypothése suivante.
(H1) Soit n € IN Soit nun entier appartenant a IN,
P = {Jl = [O,Tl], JQ = (Tl,TQ], Jg = (TQ,Tg], ceny Jn = (Tn_l,T]}
Soit une partition de l'intervalle J, et soit u(t) : J — (1,2] une fonction
constante par morceaux par rapport a p c’est-a-dire,

uy, st teJp,
uo, St teE Jo,

u(t) = > wh(t) =<
=1 ’

Uy, St teJy,

ol 1 < u; < 2 sont des constantes, et I; est I'indicateur de I'intervalle
J = (111, T)),=1,2,...,n (avec To = 0,T,, = T) tel que

1, pour teJ,
Ii(t) = .
o, pour ailleurs

Pour chaque [ € {1,2,...,n}, le symbole E; = C(J;,IR) indique 'espace
de Banach des fonctions continues x : J; — IR équipé de la norme

]| g, = sup [x(£)] .
ted,

Alors, pour tout t € J;,l = 1,2,...,n, la dérivée fractionnaire de Caputo
gauche d’ordre variable u(t) pour la fonction z(t) € C(J,IR), définie par
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(3.3), pourrait étre présentée comme une somme de dérivées fractionnaires
de Caputo gauche d’ordres constants u; = 1,2, ..., n,

DM (1) = /0 l%x<2>(s)ds+...+ /T _ %x(z)(s)ds (3.5)

D’aprés (3.5), PVI (3.2) peut étre écrite pour n’importe quel
te J,=1,2, ..,n,sous la forme,

/ )T o) et / )T (st fi (1), () = 0.1 € )

0 F(Q—U1) T, P(Q—ul) 1\, ) 0t 9 .
(3.6)

Dans ce qui suit ,nous présentons la solution de PVI (3.2).

Définition 3.3.

PVI (3.2) a une solution s'il existe des fonction x;,1 = 1,2, ..., n, de sort
que x; € C([0,77],IR) remplissant Eq (3.6) et 2;(0) = 0 = x;(17).

Soit la fonction = € C(J,IR) ,telque x(t)=0 surte [0,T;_4] et
il résout ’équation intégrale (3.6).
Alors (3.6) se réduit a

cD;jtlx(t) +f1(t,:c(t),[%ltlx(t)) =0, teJ,
Nous traiterons du PVI suivant :
{cD;}lm(t) +f1(t,x(t),];{+_la:(t)) =0, teJ,
x(ﬂ—l) - 07 Z’(T}) = 0.

Pour notre propos, le lemme a venir sera la pierre angulaire de la solution de
PVI (3.7).
Lemme 8.

Soit [ € {1,2,...,n} un entier naturel ,f; € C(J; x IR x IR, IR), et il existe
un nombre & € (0,1) tel que #°f; € O(J; x R x IR, IR).
Alors la fonction = € Ej est une solution de PVI(3.7) si et seulement si z
solution I’équation intégrale

2(t) = / Gl ) (s (), I (s))ds (3.5)

Ti—

(3.7)

ou G(t, s) est la fonction de Green définie par

i (=T =)@ st = (=) '], Tia<s<t<T

Gl(t, S) =

(M =T) (=T (M= )", T <t<s<T,
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Ou:l=1,2,..n.
Démonstration 3.1.

Nous supposons que z € Ej est une solution de PVI(3.7).

En employant opérateur des I, deux cotés de (3.7) et en considérant le
-1

lemme 2.1, on trouve

zr(t) =w +wo(t —T1-1) — ]%ltlfl(t,:v(t), I%ltla:(t)), te J.

par x(7T;_1) =0 onobtienta w; =0
Soit x(t) satisfaisant x(7}) = 0.
Ainsi ,on observe que

W2 = (,‘Tl - ﬂ—l)_llé%lfl(ﬂa x(irl)u I;;—tlx(irl))
Puis on trouve

x(t) = (T = Tio) (= Ti) I AT, 2(Th), I 2(Th)

—I fl(t,x(t),l%ltlx(t)), teJ

-1

Par la continuité de la fonction de Green qui implique que

T

() = / Gi(t, ) fi(s,2(s), I (s))ds.
T‘lfl -1

Inversement, soit = € E; une solution de I’équation intégrale (3.8).

Concernant la continuité de la fonction #°f; et le lemme 2.1, on en déduit

que z est la solution de PVI (3.7).

La proposition suivante sera nécessaire.
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Proposition 3.1.

Supposons que °f; : J x R x IR — IR, (6 € (0,1)) est une fonction
continue, u(t) : JJ — (1,2] satisfait (H1), alors les fonctions de Green du
probléme de valeur limite (3.6) satisfait
les propriétés suivantes :

1. Gi(t,s) > 0 pour tout 1)1 <t <s <1,
2. maxeey, Gi(t, s) = Gi(s,s), se€Jp,
3. Gi(s,s) a un maximum unique donné par
1 ul—l
Git,s) = — |(T;7 —T;—1)(1 — —
I‘?GE?]}Z( l( 78) F(uH—l) ( : l 1)( ul) 7

oul=12..n.
Démonstration 3.2.

Soit p(t,s) = (T} — Ti—1) ' (t = Ti—1)(Ty — )"t = (t — )" .
On voit que

pr(t,s) = (T =Ti) (L —s)" " = (w — 1)(t —5)" "
(T = Ti) (T = Tra)" ™ — (T — Ty )2

IA

ce qui signifie que (¢, s) est décroissant par rapport & ¢ donc
o(t,s) > ¢(T1,s) =0 pour:T; 1 <s<t<T

Ainsi, a partir de cela et de 'expression de  G(t, s), nous avons G(t,s) > 0
pourtout 7)1 <t<s<T;, [=1,..n.

Puis que ¢(t, s) est décroissant par rapport & ¢ alors ¢(t,s) < ¢(s,$)
pour Tj_1 < s <t <T;.Par contre, pour Tj_; < s <t < 7T}, on obtient

(T = Toa) ™ (= Ta) (T — 8)" ™ < (T = T11) s — Ty 1) (T — )"
Ceux-ci assurent que

max G(t,s) =G(s,s), se[l1.1—T), l=1,...,n.
Te[Ti T

De plus, nous vérifions (3.3) de la proposition (3.2).
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Clairement, les points maximaux de G(s, s) ne sont pas T;_; et Ty,
[=1,..,n.
Pour s € [T}_1,T],l =1,....,n, on a

T 0= T [T 9 (- (s = T (T )]
— 0= T 0= 9 (0= ) (= (s = T0)
- F(:tu) (Tr = T12) (T = )" [T + (w — 1)Ti1 — ws]

ce qui implique que les points maximaux de G;(s, s) sont
_ Tt(u-1)Ti,

m , =1,...,n. Ainsi, pour [=1,...,n,

S

max Gi(s,s) = Gl<

T+ (w— 1)1 Tp+ (w — 1)Tl—1>
s€[Ti_1,T)] ’

Uy u
1

=F@%3@ﬂ—ﬂou—aﬂW1

Nous prouverons les résultats d’existence pour PVI (3.7).
Le premier résultat est basé sur le théoréme 2.1.

Théoréme 3.1.

Si les conditions du lemme 3.2 sont satisfaites, et il existe des constantes
K,L > 0 telles que £ | fi(t,y1, 21) — f1(t, 42, 22)] < K |y1 — yo| + L |21 — 22
pour tout y;,2; € R,i =1,2,t € IRy, et I'inégalité

(T} = T (T = Tia) (1 — ) L(Ti - Ti_y)"
(1 =)0 (u +1) (K NOEE) ) <1 (3.9

est vérifiée.
Alors PVI (3.7) posséde au moins une solution dans Ej.

Démonstration 3.3.

On construit 'opérateur

W:Eg—)El

comme suit :

T
Wa(t) = Gi(t, s) fi(s,x(s), I} x(s))ds, te€Jp (3.10)
T, -1
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Il résulte des propriétés des intégrales fractionnaires et de la continuité de la
fonction 0 f; que l'opérateur W : E; — E défini en (3.20) est bien défini.

}%l > F(Ur+1)(17 j}-_l) l(l — ﬂ;) —1

> (T =T ) (T —Ti—1) (1— 2 )t o
b (1=0)T (w+1) l (K + Lw)

avec

fr=sup|fi(t,0,0)].
ted;

On consideére ’ensemble
By = {z € Byllely < R}

Il est clair que Bp,, est non vide, fermé, convexe et délimité.
Nous démontrons maintenant que W satisfait I’hypothése du théoréme 2.1.
Nous prouverons 1 cela en trois phases.

Etapel : Réclamationa :W (Bg,) C W(Bg,).
Pour x € Bp,, par la proposition 3.2, on a :

Walo) = | [ Gulto)fuls,a(s). I3 als)ds

T

< /TlGlts‘flsx ),I“l ())’ds

T

< fzfiqj(ua—ﬂlxl—ﬁy)MA

<[ |tsaton g o) - s 0.0)

1 1\t h
+-ﬁ5:50n—nﬂa—a0 LAm@@MMS
1 T\ “
< T+ 1) <(Tz —Ti—1)(1 - Ez)> /TH sTO(K |z(s) IT+1x(3)‘)ds.
(T} =T (T — Tia) (1 = 2))n? (Ty — Tj_1)™
: (=) + 1) (K+waH4»>&
< Ry

35



ce qui veut dire que W (Bp,) C Bp,.
Etape 2 : Affirmation W est continu.

Nous supposons que la suite (x,) converge vers x dans FEj, et t € J.
Alors :

(W) ()~ (Wa)()

s

< /T Gilt, )| s, 2(s), I w(5)) = fills,a(s), I (s))|ds

g (@ (1-2)7

x /T Tll = (K xn(s)—(az)(s)’+Llul a:n(s)—(:r)(s)‘)ds

s
K 1\ T
— |\ (-1 |1 — — Ty — X s ds
T (@70 (173)) el

L 1\\“’ oo
— (1 =T 1 —— ‘ —d
*'NW+U((Z Z”( u)) ELAS ’

K(T7 = T (T = T (1 = )

Uy

IA

IN

7, (Tn — x)‘

_ _
- (1 =0)I'(w +1) el
R Ve U K Y

(=) (w+1) o
i (e LV ) S G ek VL DY
< (1= 0)T(u + 1) P(w +1) -

C’est-a-dire que nous obtenons
(Wap)(t) — (Wx)(t)’ 50 si m— 00

Donc : I'opérateur W est continu sur Ej.

Etape 3 :W est compact.

Nous allons maintenant montrer que W (Bpg,) est relativement compact, ce
qui signifie que W est compact.

Clairement, W (Bpg,) est uniformément borné car, a I’étapel, nous avons
W(BRI) - {W(l‘) SRS BRl} C W(BRz) J

donc pour chaque x € Bg, , nous avons  |[|[W(x)| 5 < R , ce qui signifie
que W (Bg,) est borné.

Il reste & indiquer que W(Bpg,) est équicontinu

36



Pour t,to € J;, t1 <12, et x € Bp, ,on a.

(Wa)(tz) = (Wa)(th)]

T T;

Gg(tg,s)fl(s,x(s),l%ltlx(s))ds . Gl(tl,s)fl(s,a:(s),I%ltlx(s))ds

T 1 T
T
ggu/ Ka@%s)—c%@hsﬂlﬁ(&a(@,qg;as»]ds
T, -1

T
gl/ Gilta, ) = Gultr, )| | fa(s, 2(5), I a(s)) = fu(s,0,0)| ds

T

T,
+ / |G(ta, ) — Gi(t1, )| | f1(s,0,0)|ds

T

St/lﬁﬁmﬁ—Gﬁhﬁwéﬂﬂﬂﬂ+L

J%f@M@

T 1 n
T
+ f* |Gi(ta, s) — Gi(t1,s)| ds
Ty,
T
< (Kl o] ) [ 5 6utns) = Gt s)as
-1 ; T,
. 1
+ f* |G(ta, s) — Gi(t1, 8)| ds
T,
— T —Tiq)" /Tl
< TO°(|K L( ty, s) — Gy(t d
< 1 (8 5l ([ (6t = Gt o] s
T
+ f Gi(ta, s) — Gi(t1,s)| ds
T

par la continuité de la fonction de Green .
Dou [|[(Wx)(t2) — (Wz)(t1)||, — 0 comme [ty —t1| — 0. Cela implique
que W (Bpg,) est équicontinu.

Par conséquent, toutes les conditions du théoréme 2.1 sont remplies, et il
existe donc z; € Bp, tel que Wz = 2;  qui est une solution de PVI
(3.7). Depuis  Bg, C E; Tlaffirmation du théoréme 3.2 est prouvée.

Le deuxiéme résultat est basé sur le principe de contraction de Banach.
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Théoréme 3.2.

Soit les conditions du théoréme 3.2 satisfaites .Alors PVI (3.7) a une
solution unique dans Ej.

Démonstration 3.4.

Nous utiliserons le principe de contraction de Banach pour prouver que
W défini dans (3.20) a un point fixe unique .
pour x(t),y(t) € E; par la proposition (3.2),on obtient que.

(Wa)(t) — (Wy)(t)

T, T

= | [ Gt )il as) It 2() = | Gilt ) fls (o), Tk y(s))ds

T 1 =t T 1
1

= | Gilt, s)| i(s, 2(s), Ipy 2(5)) = fi(s,y(s), Ins y(s))

o (@-mo (-2
)i

< £f35<kﬂ@—y@> £(s) — y(s)

ds

IA

+ LI

+
1.,

K 1\ \“* oo
< T(w +1) <(Tl —Ti1) (1 — u_z)) |z — ?JHEI/T s "ds
-1
L(T‘l _ ﬂ_l)Qul_l(l _ ull)ul—l T 6d
N B _
(F(uH—l))Q Hx y”Ez /TZIS S
1 1\ \“*
< —\(1T; =T 1 ——
. NW+4>OZ l”( w))

L(T, — Tz—1)ul) /Tl 5
x | K+ T —Y|E s %ds

(T = T (T = T ) (1 — )" L(Ty — Ty-1)"
(= )T(u + 1 (K F(u+ 1) )”x‘“m

Par conséquent, par (3.9),'opérateur W est une contraction.Par conséquent

<

.par le principe de contraction de Banach,WW a un point fixe unique x; € Ej,
qui est I'unique solution du probléme (3.7) ,l’affirmation du théoréme (3.2)
est prouvée.

Nous allons maintenant prouver le résultat de I'existence de.PVI (3.2).
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Nous introduisons I’hypothése suivante :
(H2) soit fi € C(J x R x R, IR) et il existe un nombre ¢ € (0,1) tel que :
t°fi € O(J x R x IR, IR)et il existe constantes K, L > 0 telles que

1 f1(t, y1,21) — fi(t,y2, 22)| < Klyr — y2| + L]z1 — 29
pour tout yi,yo, 21,20 € R et t € J.

Théoréme 3.3.

Soit les conditions (H1),(H2) et I'inégalité (3.9) satisfaites pour tout
le{l,2,...,n}.
Alors le probléeme (3.2) posséde au moins une solution dans C(J, IR).

Démonstration 3.5.

Pour tout [ € {1,2,...,n} d’apres le théoréme 3.2 PVI (3.7) posséde au
moins une solution * € Ej. pour tout | € {1,2,...,n},nous définissons la
fonction

07 te [071—2—1]7
T — .
x;, teJ.

Ainsi, la fonction x; € C([0,7;], R) résout I'équation intégrale (3.6) pour
t € Jyavec 2;(0) = 0,z,(T;) = x(T;) = 0.
Alors la fonction

xl(t), teJ;
0, teJ
Ta(t) =4 1
To, tE Jo

(3.11)

o) = {0, te 0,71

T, teJ

est une solution de PVI (3.2) dans C'(J, R).
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3.4 ULAM-HYERS stabilité

Théoréme 3.4.

Soit les condition (H1),(H2) et I'inégalité(3.9) satisfaites.
Alors PVI (3.2) est (UH) stable.

Démonstration 3.6.

Soit € > 0 un nombre arbitraire et la fonction z(t) de z € C(J;, IR) satisfait
'inégalité (3.4).
Pour tout [ € {1,2,....,n}  ,on définit les fonction 2z (t) = z(t),
t€0,71], etpourl =23, ...,n:

B 0, t e [0,Tl_1],
alt) = {z(t), te .

Pour toute [ € {1,2,...,n}, selon Eq.(3.5) pour ¢t & J ,nous obtenons

ot —s)tu
cp® o :/ ( )(5)ds.
7, A(8) L T2—w) (s)ds

En prenant le (IFC) I

7+ des deux cotés de l'inégalité (3.4),nous obtenons
-1

Tl up ! (t _ S)UZ_I
2(t) + Gi(t,s) fi(s, z1(s), Iy zi(s))ds| < € s
T -1 11 F(ul)
(T — Ty q)"
€
- F(ul + 1)

D’apreés le théoréeme 3.4 \PVI (3.2) a une solution a = € C(J,IR) définie
par z(t) = x;(t) pourt € J,l=1,2,..,n,
ou

0, tel0,7;-
7 = ~7 € [ y 41 1]7 (312>
Xy, te Jla

Et ;€ E; est une solution de  (3.7) . D’aprés le lemme (3.2),1’équation

intégrale
T,

z(t) = Gl(t,s)fl(s,@(s),l;lﬁrlfl(s))ds (3.13)
T -

Tient.Soit t € J;, | =1,2,....n. Ensuite ,par Egs.(3.22) et (3.23) ,on

obtient :
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IA

IA

2(t) — u(t)

z(t) — a(t)

T,

alt) = | Gilt,s) fils, @ls), I 7i(s))ds

T

a(t) - / Gilt. ) s, ls). I 2 (s)ds

T

| Gt fts. a1k ao)is

T

| Gttt aits). 1 a)s

Ti—1

alt)+ [ Gilts) il (o). I ()

Ti—1

T
/ Gl 5) (s 2(s), 12 1(s)ds

Ti—1

/ Gt s) fuls, Fals), I, (s))ds|ds

T

: 6(?@?—3% * T T <<Tl ~ T (1 - ul))

fl(s,zl(s),I%ltlzl(s))ds — fl(s,fl(s),l;lt zy(s)|ds

/Tz
T

= E(TIZ‘(;ZZELSW * F(Ul1+ 1) ( i (1 - _>>

a(s) = @i(s)| + LI},

+
-,

[ (o) s

At e (1) (1‘1))

(Kl = @il + L L (Zz—fﬂ)HEl)/T s'ds
-1
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(T =T (=T (T —Tie 1>(1 L)y

€
- Dlw+1) (1—=06)l'(w —1)
~ (1 =Ty )™
< (0= @l + L5 e il
(=T (T = T (T = Tia) (1 = )™
- F(ul + 1) ( ) (ul + 1)
(T — Ti—1)™ ~
K+ L —
< (4 LS5 - s
(1) — Tj—q)™
T+ 1) + pllz — =,
Ou :

T1—5 . T1—5 T — T, 1\ \u;—1 . u
= max (7 )T =T) (1 = ) oo =Ty
1=1,2,....n (1 —=0)(I'(w+1) I'(uw +1)
Alors (T — Ty

1 — Tp1)™
1-— — <
(1= )l =l < L
On obtient ,pour chacun t € IRy,
(1) — Ty )™

(z(t) —x(t)’ < o =2l S e opt gy =

Donc :PVI(3.2) est stable.

3.5 Exemple

Considérons le probléme de valeur limite fractionnaire suivant :

cD"W oy (t 2 teJ=]0.4
or (1) + 6t (1 ()| HIp e(®)) — 0,4), (3.14)
z(0) =0, =z(4)=0.
Soit
t7
t = t 0,4] x [0 0 .
filt,y, 2) 6y t2) (t,y,2) € [0,4] x [0, +00) X [0, +00)
S te i :=10,2],
u(t) =42 1:=10.2] (3.15)
1 t € JQ :]2,4]
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Par suite nous avons :

1 1 1 1
e fl(t’yl’zl)_fl(t’y2’22)‘ ~ |6et <1+y1+zl B 1+y2+22> |

()yl_yQ‘—F‘Zl—ZQ‘)
6e'(1 4+ y1 + 21)(1 + 12 + 22)
1
et
< Sy =gl + 2l — 2
< 691 Y2 621 22]-

IA

< —(lyr — w2l + 21 — 22)

Par conséquent, la condition (H2) est vérifiée avec 6 =3 et K =L =g.
par (3.25),d’aprés (3.7),nous considérons deux PVI auxiliaires pour
les équations différentielles fractionnaires de Caputo d’ordre constant

9 -1
°Dg.x(t) + L2 —— =0, teJ,
Get (14| ()| +1 7, = (t)) (3.16)
z(0) =0, z(2)=0.
et
5 =1
‘Dl z(t) + L2 =0, te s,
Get (1+] ()| +1,1, = (t)) (3.17)

r(2)=0, xz(4)=0.

Ensuite ,nous prouvons que la condition (3.9) est remplie pour [ =1.
En effet

(I @ - T - D) (@ Ty
T(w + 1)(1—9) (K+LTEE177)

2:)(8)% /1 1
:LJ&L<_+ ):0w%<1

sD(5) \6  6I(Y)

Conséquence ,la condition (3.9) est réalisée.
D’apreés le théoréme 3.2 ,le probléme (3.26) a une solution 7 € F; On prouve
que la condition (3.9) est remplie pour [ = 1 En effet,

(T30 — TN (Ty — Th)(1 — L)yt (T, — 1)
uz + (1 =) X<K+me+n>
@%U%C I

_|_
6 60(9)

) = 0.0375 < 1.



Ainis, la condition (3.9)est satisfaite . D’aprés le théoreme 3.2 PVI (3.7)
posséde une solution 9 € Fs.
Alors :d’apreés le théoréeme 3.4 PVI (3.14)a une solution

o(t) = {a?l(t), te gy,

CCQ(t), teJs

ol

0,teJ
ﬂfg(t){/: 1

xg(t),t c JQ,

D’apreés le théoréeme 3.5 PVI (3.24) est (UH)stable.
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Conclusion

En résumé, I’étude de 'existence et de 'unicité des solutions pour les équa-
tions différentielles d’ordre fractionnaire enrichit la compréhension théorique
et les applications pratiques des systémes dynamiques.

Elle nécessite une approche rigoureuse et souvent sophistiquée, combinant
des méthodes analytiques et numériques pour surmonter les complexités in-
hérentes a la nature fractionnaire des dérivées et intégrales.
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