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Résumé

Un EHNR est un espace de fonctions qui possede une fonction speciale appellée noyau
reproduisant. Le noyau reproduisant permet de calculer la valeur d’une fonction a un point
donné a l’aide de produit scalaire. En illustrant leur importance et leur utilité a travers I’étude
des espaces de Hardy. Nous espérons que ce travail contribuera a une meilleure compréhension

de ces espaces et de leurs applications.

Abstract

A RKHS is a function space that has a special function called a reproducing kernel. The
reproducing kernel allow to calculate the value of a function at a given point using the inner
product. By illustrating their impotance and their usefulanees through the study of Hardy
spaces. We hope that this work contribute to a better understanding of these spaces and

thier applications.
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Notations

K: le corps R ou C.
H espace de Hilbert.
(,) Le produit scalaire.

K(z,y) fonction définie positive.

N(.,y) Noyau reproduisant.

H espace de Hilbert a noyau reproduisant.

H(K) espace de Hilbert a noyau reproduisant correspondant a la fonction définie positive K.

EHNR Espace de Hilbert a noyau reproduisant.



Introduction

Les espaces de Hilbert a noyau reproduisant (EHNR) jouent un réle fondamental en
analyse fonctionnelle et trouvent des applications dans divers domaines tels que la théorie
des opérateurs et la géométrie des espaces de Banach. Ce type d’espace constituent une
classe importante d’espaces de Hilbert en raison de leurs propriétés particulieres et de leurs
applications variées. Leur caractéristique distinctive est la présence d’un reproduisant, une
fonction qui permet de représenter les évaluations ponctuelles comme des produits scalaires
dans I'espace. Cette propriété confere aux EHNR une structure riche et polyvalente, facilitant
I’analyse et la résolution des problemes dans de nombreux domaines de la mathématique
appliquée et théorique. Ce mémoire est organisé en trois chapitres principaux :

Chapitre 1 : Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présenterons les notions de base et les résultats préliminaires
nécessaires a la compréhension des concepts développés ultérieurement. Nous aborderons les
définitions et propriétés fondamentales des espaces de Hilbert, les opérateurs linéaires et les
concepts de noyaux de reproduction.

Chapitre 2 : Espaces de Hilbert a Noyau Reproduisant

Le deuxieme chapitre est consacré a la théorie des noyaux reproduisant. Apres avoir donné



TABLE DES MATIERES

la définition générale d’'un noyau reproduisant, nous établissons les principales propriétés
des noyaux reproduisant en tant que fonctions de deux variables. Ensuite, nous définissons
les espaces de Hilbert a noyau reproduisant et étudions leurs propriétés a travers plusieurs
théoremes. De plus, nous décrivons la construction d’'un espace de Hilbert a noyau repro-
duisant a partir d’'une fonction définie positive. Nous concluons ce chapitre par quelques
opérations sur les espaces de Hilbert a noyau reproduisant, telles que la complexification, les

sommes et les différences de noyaux reproduisant.

Chapitre 3 : Espace de Hardy dans le Disque Unité.

Dans le dernier chapitre, nous nous concentrerons sur les espaces de Hardy, un exemple
classique et important de EHNR, dans le contexte du disque unité. Nous examinerons leurs
propriétés spécifiques, les fonctions qui les composent, et les applications pertinentes. Ce
chapitre illustrera comment les concepts généraux des EHNR se spécialisent dans le cadre

des espaces de Hardy.
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Chapitre 1

Préliminaire

Dans ce chapitre nous présentons des notations, définitions et des théoremes concernant

I’analyse fonctionnelle et ’espace de Hilbert qui sont utilisés dans ce mémoire.

1.1 Espace de Banach

Définition 1. (La norme) :

Une norme sur un K-espace vectoriel E est une application : ||-|| : E — R possédant les
Proprietés suivantes

(1) Yz € E non nul, on a ||z|| # 0.

(2)Vx € E et tout A € K, on a ||[A\x|| = |A|[|z]| -

(3)Vx,y € E, on a ||z +y|| < ||| + ||lyll, (inégalité triangulaire).

Définition 2. (Espace vectoriel norme) :

Une espace vectoriel normé est espace vectoriel Esur K muni d’une norme||.||.

11



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Définition 3. (La convergence) :
Une suite de fonctions (f,),n € N de I dans K converge simplement vers la fonction f si

pour tout x € I, la suite numérique (f,(z)),n € N converge vers f(x) ,on note f,(x) — f(x).
Proposition 1. Si la suite (F,),n € N converge uniformément alors, sa limite est unique.

Définition 4. (La continuité) :
Soient (E,||.|) et (E,|.|)deuz espace normés, et f : E — E'une application ,on dit que f
est continue en xg € E si : Ve > 0,30 > 0,VX € E: ||z —xo]| < = || f(x) — f(zo)]| <&

c-a-d :

Définition 5. (Suite de Cauchy) :
Soit (E,||-||) un espace normé, U,, : N — E. La suite (U,),n € N est dit suite de Cauchy si :

Ve >0, Ing € N,Vm,n € Nyn,m > ng, on dit ||u, —u,|| <e.
Proposition 2. Tout suite convergente est de Cauchy .

Définition 6. (Espace complet) :

On dit que ’espace vectoriel normé (X, d) est complet si toute suite de Cauchy converge.

Définition 7. (Espace de Banach) :
Un espace de Banach est un espace vectoriel norme (E, ||||), qui est complet pour la distance

associe a la norme.

Définition 8. (Opérateur linéaire) :

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps des scalaires .

12



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

une application T : E — F est dite linéaire si :

T(ax+y)=aTl(zx)+ Ty x,y € F,aek. (1.1.1)

T est aussi appelée opérateur linéaire ou transformation linéaire.

Définition 9. (Opérateur linéaire borné) :
Soit E et F deux espaces normés T : EE — F est dit borné s’il existe une constante M > 0,

telle que :

ITz| < M|jz|;Vz € E, (1.1.2)

pour tout ¢ € E

Théoreme 1. Soit T un opérateur linéaire entre deux espaces vectoriels normés E et F.
Alors les assertions suivantes sont équivalents .

a) T est borné

b) T est continu sur E.

c) T est continu a l’origine.

Définition 10. (la densité ) :
Soit A un sous-ensemble d’un espace normé (X, |.|).
A est dense dans X si :

A= X ou A désignée l'adhérence de A .

13



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

1.2 Espace de Hilbert

Définition 11. (Produit Scalaire) :
Soit H un espace vectoriel.
Un produit scalaire (u,v) est une forme linéaire de H x H dans C, définie positive, notée

(.,.) telle que pour tout x,y,z dans H et A\ dans C on a :

(+y,2) =(z,2) + (y,2)

(z,y) = (y,2)
(Az,y) = Mz, y)

(z, \y) = Az, y)

Définition 12. (Espace Pré-hilbertien) :

Un espace pré-hilbertien est un espace sur C muni d’un produit scalaire .

Définition 13. (Espace de Hilbert ) :
Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H, muni d’un produit scalaire(u,u) et qui est

complet pour la norme (u, u}é dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.

Théoreme 2. (inégalité de Cauchy-Schwartz) :
soit (E,{.,.)) un espace pré-hilbertien réel. Soit ||.|| la norme euclidienne associée a ({.,.))*

alors

Y(@,y) € E% [z, )] < [l llyll (1.2.1)

Définition 14. On dit fonctionnelle linéaire(fonction d’évaluation) L, la fonction définie

sur E par L,(f) = f(x); tqg: E' - R; ' ={ftqf : E — R}.

14



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Définition 15. (Espace dual) :
St X est un espace linéaire normé, alors son espace dual est ’ensemble des formes linéaires

continues dans X .l’espace dual est généralement noté par X' en d’ autres termes

X'=T:X — R, T est continue. (1.2.2)

Théoreme 3. ( représentation de Riesz)
Soit H un espace de Hilbert sur le corps K et | dans H', alors il existe un et un seul élément

x dans H, tel que

Wy) = (z,y),Vo,y € H de plus

(1.2.3)

1tz = ]l

Définition 16. (Orthogonalité) :

Soit H un espace de Hilbert, et soient x,y € H, on dit que les vecteurs x ety sont orthogonaucx,
st (z,y) =0, et on note alors x L y soient A un sous-ensemble de H et x € H, on dit que x
est orthogonale a A si pour tout a € A on a (x,a) =0, et on écrit x L A.

Soient A et B deux sous-ensemble de H. On dit que A et B sont orthogonaux si pour tout

vecteur x € A et tout vecteur y € B on a (z,y) =0, et on écrit A L B.

Définition 17. Soit A C H. On appelle complément orthogonale de la partie A [’ensemble,

noté At constitué des vecteurs de H orthogonaux & tous les vecteurs de A

At ={z € HVa € A, (a,z) =0}

15



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Théoreme 4. Si M est une partie non vide d’un espace de Hilbert H, alors

lespace engendré par M est dense dans H si et seulement si M+ = {0}.

16



Chapitre 2

Espace de Hilbert a noyau

reproduisant

Soit F' une classe des fonctions finies (réelles ou complexes), définies dans un ensemble

abstrait X. Supposons que cette classe forme un espace de Hilbert.

2.1 Noyaux reproduisant

Définition 18. soit X un ensemble et soit K : Xx X — C une fonction de deux va-
riables. Ensuite, K est appelée fonction définie positive si pour tout (o, aq, ..., ap) € C, et

(x1,29,...,2,) € X, on a

ZZE%K(@,%) > 0.
i=1 k=1
Définition 19. Noyau reproduisant :

Nous dirons qu’une fonction N(x;y), définie pour tous x ety de E, est un noyau reproduisant

pour la classe F

17



CHAPITRE 2. ESPACE DE HILBERT A NOYAU REPRODUISANT

St :
(1) pour tout y fixre, N(x,y), en tant que fonction de x,appartient a la classe F';

(2) pour tout fonction f de F, N{x,y) reproduit cette fonction ,c’est a dire que l'on a

f(y) = (f, Ny) (2.1.1)

supposons qu’il existe pour la classe F' un noyau reproduisant N(z,y), nous allons démontrer

les propriétés suivantes de ce noyau reproduisant :

1. N(y,z) = (N(z,z), N(z,y)) pour tous =,y € F

2. N(z,y) = N(y,z), pour tous z,y € F

3. N(z,y) < v/N(z,2)\/N(y,y) pour tous =,z € E.

4. Soit y € F, alors le suivant sont équivalant
i. N(y,y) =0.
ii. N(z.y) =0 pour tout x € E.

iii. f(y) =0 pour tout f € F.

preuve : 1. N(y,y) > 0.

N(y,y) = Ny(y) = (Ny, Ny) = [N, || > 0.

2. N(z,y) = N(y,z).

N(z,y) = Ny(x) = (Ny, No) = (Ne, Ny) = Nao(y) = Ny, ).

3. [N(z,y)| < N(z,2)N(y,y)
On utilise 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

IN(2,9)] = [(Nys No) | < IV [PING 2 = (N, N,) (N, ).

18



CHAPITRE 2. ESPACE DE HILBERT A NOYAU REPRODUISANT

4. N(z,y) < +/N(z,2)\/N(y,y) pour tous z,r € E.

N(z,y) = Ny(x) = (Nyy No) <IN [INz]] < V/(Ny, Ny) v/ (No, No) = /Ny (y)y/ No(2)

VN y)V/N(z,z).

2.2 Espace de Hilbert a noyau reproduisant

2.2.1 Définitions et propriétés

Définition 20. Un espace de Hilbert H des fonctions définie sur un ensemble X a valeurs

complexes est un espace de Hilbert a noyau reproduisant si H possédée un noyau reproduisant.

Théoreme 5. Soit H un espace de Hilbert de fonctions définie sur une ensemble X a valeurs
dans K, H est dite un espace de Hilbert a noyau reproduisant si et seulement si Vo € X | la

fonctionnelle dévaluation E, définie sur H par Ex(f) = f(x) est bornée.

preuve : Supposons que N est un noyau reproduisant de H, alors par la propriété repro-

ductrice et I'inégalité de Cauchy-Schwartz on a pour tout x € X

[E(H] = [F@)] = [(f, No)| < (No, Na)2||f[| = N, )2 £]],

Alors Vo € X | E, est bornée.

Inversement, Supposons que pour tout € X la fonctionnelle linéaire @ définie sur H est

bornée, alors par la représentation de Riesz, pour tout z € X il existe une fonction g, € H

19



CHAPITRE 2. ESPACE DE HILBERT A NOYAU REPRODUISANT

tel que

f(x) = (f, 9x)

Si on mette NV, au lieu de g,, alors pour tout y € X on a N,(y) = g.(y), par consonance N

est un noyau reproduisant pour H. O

Théoréme 6. Le noyau reproduisant N(y,x) d’un espace de Hilbert a noyau reproduisant

H est une fonction définie positive .

preuve : On a

n n n n

0<|| ZO‘iNyi|’2 = <ZaiNymZajNyj> = Zzaia_j<NyivNyj> = ZZO‘ZO‘_JN(%,%)
i=1 i=1 =1

i=1 j=1 i=1 j=1

Par conséquent

S a@N () > 0
i=1 j=1
L]

Théoreme 7. soit H un espace de Hilbert des fonctions définie sur un ensemble X a valeur

dans K, si H admet un noyau reproduisant N(x,y) ,alors N est unique .

preuve : Soit H un espace de Hilbert définie sur I'ensemble X, on suppose que N(z,y) et
N'(x,y) sont deux noyaux reproduisant de ’espace H

on a .

1Ny = Nyl = (Ny = Ny, Ny = N
= (N, — N!,N,) — (N, — N, N")
= (Ny = Np)(y) — (Ny — Ny)(y)
=0

20



CHAPITRE 2. ESPACE DE HILBERT A NOYAU REPRODUISANT

Alors N, = N,, cela signifie que Ny(z) = N,(z),Vx € £, par conséquent on a

N(z,y) = N'(z,y),Vx,y € £ n

Exemple 1. Soit X un ensemble non-vide quelconque et soit I*(x) un espace définie par

l2(x):{f:Xr—>(C;Z|f(x|2<oo}

rzeX

Pour tout f,g € I*(x) on définie un produit scalaire sur I*(x) par

(fr9) = fl@)g(@).

zeX

Alors I(z) devient un espace de Hilbert des fonctions définie sur X

Si on fize un point y € X, et on e, € I*(x) la fonction donné par

lsiy==x
ex(y) =

0siy+#x

C’est clair que {e,}y € X est un base orthonormal de I*(x) et de plus pour touty € X on a :

(frey) =D f(x)e,(x) = f(y)

zeX

Donc pour tout y € X, e, est un noyau reproduisant de I*(x), et on peut écrit

1, st x =y;
N(z,y) =

0, st x #y.

21



CHAPITRE 2. ESPACE DE HILBERT A NOYAU REPRODUISANT

Proposition 3. Soit H un EHNR sur l’ensemble X avec le noyau N, alors espace engendré

par les combinaisons linéaire des fonctions Ny(.) = N(.,y) est dense en 'H

preuve : Soit M = vect{N,; y € X}, et f € M+ | alors pour tout y € X on a
(f,N,) =0<% f(y) =0, dou f =0 alors M+ = {0}.

Donc M est dense dans H. O]

Lemme 1. Soit H un EHNR sur X et soit {f,} une suite de fonctions dans H.

si lim || f, — f|| =0 ,alors lim f,(x) = f(x) pour tout x € X.
n—o0 n—00
preuve : On a [fo(z) = f(z)] = [(fo = f, No)| < [l fu = FIINell — 0 -

Proposition 4. Soit H;,i = 1,2 des EHNR sur X avec noyauz K;,i = 1,2,soit ||.||; denote
la norme sur lespace H;,si Ki(x,y) = Ks(x,y) pour tout x,y € X, alors Hy = Hy et

[flly = [[fll2 pour tout f

2.2.2 La construction d’un espace de Hilbert a noyau reproduisant

Théoréme 8. (Moore-Aronszajn)
Soit X une ensemble et soit K : X x X — K une application, si K est une fonction définie
positive, alors il existe un espace de Hilbert a noyau reproduisant H des fonctions sur X tel

que K est le noyau reproduisant de [’espace H.

preuve : Soit k, : X — K est la fonction définie par ky(z) = K(z,y) pour tout =z € X,

Définissons ’ensemble des combinaisons linéaires finies des fonctions &, comme suit :

=1

W = {Zaikyi|n€N,ai e K, y; EX}

22



CHAPITRE 2. ESPACE DE HILBERT A NOYAU REPRODUISANT

Soit B : W x W — K un application définie par :

B(f,9) = B(Y_ ajky,, > Biky) =Y a;BK (y;,4:)
j i i

ol Qy, 51 eK
Les représentations de f et g ne sont pas uniques a priori dans W, on montre que ’application

B ne dépend pas de cette représentation. En effet :

n n

)= 33 = 3o (S a0) = S

i=1 j=1 j=1

Donc I'application B ne dépendra qu’aux valeurs prises par f aux points y; et non prises aux
B;. Le raisonnement est identique pour g.

Alors B est bien définie.

Il est facile de virifier que B est une forme equilinéaire. Puisque K est dfinie positive, alors
pour tout f =3 a;y;, ona B(f, f) =32, >, ajai K (yi, y;) 2 0, Donc B est définie positive.
Par conséquent B définie un produit scalaire sur W. Ca veut dire que W muni de B est un
espace pré-hilbertien.

On note par H 'espace complet de W, alors H est un espace de Hilbert , on note sa produit
scalaire par (., .)3.

On définie I'ensemble

H={h:h(x) = (h,k)u; h € H}

Alors ﬁ est un ensemble de fonctions définie sur X .

Maintenant on définie I'opérateur T : H — H par T'(h) = /f;, c’est clair que 7" est un opérateur

23



CHAPITRE 2. ESPACE DE HILBERT A NOYAU REPRODUISANT

linéaire et H est un espace vectoriel.

L’oprérateur T est injective, en effet :

T(h)=0= h=0= (h,ky)1 = 0, ce qui implique que h L k,, Vx € X, et par suite h L W,
puisque W est dense dans H on a h = 0, alors I'opérateur 1" est injective.

L’opérateur T' est un isomorphisme de H vers H d’ott H est un espace de Hilbert, on définie
le produit scalaire sur 7 par Vhy, hy € H, </f;1,/};2>ﬁ = (h1, ho)n.

Il reste a montrer que H est un EHNR pour cela il suffet de montrer que Vx € X la fonc-

tionnelle , d’évaluation E, définie sur H est bornée, en effet :

| Ex(h)] = [h(z)] = (B, ka)ael = [(hs ko)l < lPllgllkall5

Alors pour tout z € X la fonctionnelle F, est bornée.

On remarque que ﬁ(x) = (h, k)5 = (ﬁ, ];;>ﬁ, alors k, est un noyau reproduisant de ’;Q, de
plus on a /{;Ax =k,.

Par conséquent H est un EHNR de fonctions définie sur X et k, = (kg ky)w = K(x,y) est
leur noyau reproduisant.

]

Remarque 1. Etant donné une fonction définie positive K : X x X — K, nous notons H(K)

l'unique espace de Hilbert a noyau reproduisant correspondant a la fonction définie positive

K.
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CHAPITRE 2. ESPACE DE HILBERT A NOYAU REPRODUISANT

2.3 Operation sur noyaux reproduisants

2.3.1 La complexification

La complexification d'un espace de Hilbert a noyau reproduisant est un concept intéressant
qui permet de traiter des fonctions a valeurs complexes méme si I'espace original est défini
sur a valeurs réelles.

Soit ‘H un EHNR de fonctions définie sur un ensemble X a valeurs réelles avec un noyau
reproduisant N.

Soit S ={fi+ifs: f1, f2 € H}, qui est un espace vectoriel des fonctions a valeurs complexes
sur X .

Si on défini

(i +ifo, 1 +ig2)s = (f1,91)n + i(fo, g1)n — i1, 92)n + (f2, 92)m

alors il est facile de vérifier que cela définie un produit scalaire sur S ,avec la norme associés,

£ +ifolls = 11l + 1 fall3-

par conséquent S est un espace de Hilbert et puisque

(fi +if2, Ny)s = (f1, Ny) +i{fa, Ny)s = fi(y) +ifa(y),

nous avons que S équipé de ce produit scalaire est un ENHR de fonctions a valeurs complexes

sur X avec le méme noyau reproduisant N. Nous applons cela la complexification de H.
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CHAPITRE 2. ESPACE DE HILBERT A NOYAU REPRODUISANT

2.3.2 Somme et différence de noyaux reproduisants

Théoréme 9. (Théoreme des sommes de noyaux d’ Aronszajn)
Soit Hy et Hy des EHNR de fonctions définie sur l’ensemble X avec des noyaux reprodui-
sants Ny et Ny respectivement, et soit ||.||1 et ||.||2 les normes correspondantes aux H,y et Ho,

st on prend N = Ny + Ny alors

H(N) ={fi+ fo: f: € Hiyi=1,2}

Si ||.|| dénote la norme sur H(N),alors pour f € H(N) on a

AP = min{LAsllF + [ fallf: f = fo+ fo: fi € Hiyi = 1,2}

Définition 21. Soient H;, i = 1,2 deux espaces de Hilbert, avec normes ||.||;,i = 1,2 respec-
tivement, nous dire que Hy est contractivement contenu dans Hy a condition que Hy soit un

sous-espace de Ho (pas nécessairement fermé) et pour h € Hy, ||h|l2 < ||h||1 -

Théoreme 10. Soit H;,i = 1,2,s0ient des EHNR dans l’ensemble X avec des noyauz
reproduisants N;,© = 1,2 respectivement,alors H, est contractivement contenu dans Hy si et

seulement si No — N7 est une fonction définie positive.
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Chapitre 3

Espace de Hardy

Les espaces H? ont un grand nombres de propriétes intéressantes .

Définition 22. Fonctions holomorphes :

Soit D un ouvert de C , f est une fonction holomorphe dans D < f dérivable en tout point

de D.

3.1 Espaces de Hardy dans le disque unité

Soit U = {z € C : |Z] < 1} le disque unité ouvert.Notons par H(U) 'ensemble des

fonctions holomorphes dans U.

Théoréme 11. Soit f € H(U) défini pourr:0<r <1;

M,(f,r) = % /_w |f(re®)Pdg} 7, (0 < p <ox). (3.1.1)

Les fonctions M, sont croissantes par rapport a la variable r dans [0, 1].
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CHAPITRE 3. ESPACE DE HARDY

ce théoreme suggére la définition suivante :

Définition 23. Soit f € H(U) et 0 < p < 0o .posons :
| fll, ou M,(f,r) est définie au théoreme(11), la classe H,(U),est définie comme [’ensemble

des fonctions f € H(U) pour lesquelles || f||, < oc.

Remarque 2. Comme les fonctions M, sont croissantes par rapport a la variable r dans

[0,1] ,si f € H(U) alors || f| =
Théoréme 12. pour 1 < p <oc;l’espace (H(U), ||.||,) est un espace de Banach.

Définition 24. (Inégalité de Jenssen) :

Soit w une mésure positive sur o—algébre ;M sur un ensemble Q telle que u(2) = 1. soit f
une fonction a valeurs réeles; appartenant a L'(u) ; telle que a < f(x) < b;

pour toute x € Q.51 ¢ est une fonction convere sur [a,b] ;

on a linégalité

o /Q " ) < /Q " (of)du. (3.1.2)

Remarque 3. Les cas a = —oo et b= oo ne sont pas exclues .

Il ne peut que wof n’appartiennent pas o L*(u).

3.2 Fonction de Szego associées au disque unité

Définition 25. Fonction de Szego associées au disque unité .
les fonctions de szego rentrent dans le cadre général de representation des fonctions positives.
Soit F € H?*(u) et F* sa limite non tangentielle .Si l'on pose
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CHAPITRE 3. ESPACE DE HARDY

f(0) = |F*(e?)|.Alors f € L*(T),et on montre que log(f) € L*(T) .
réciproquement étant donnée une fonction f € L2, f presque partout positive et log(f) €

LY(T),on montre qu’il existe une infinté de fonctions F de la classe H*(u) tel que

F(0) = [F(e”)]

presque partout pour —m < 6 < w.0n s’intérésse a une fonction particuliére f de la classe

déricte auparavant ,dite fonction de szeqd,qui 'objet du théoréme suivant .

Théoreme 13. soit f une fonction non négaiive inteégrable au sens de lebesque sur l'inter-

valle [—m, | et vérifiant la condition de Szegd

/ logf(0)dh > —oc. (3.2.1)
alors la fonction défine par :
1 [ 1+ ze ¥
Dy(z) = exp{g/_ﬂ log(f(@))mde} (2] < 1). (3.2.2)

dite fonction de szeqo associée a Uet a la fonctoin poids f, posséde les propriétes suivantes :
1)D; € H*(u).

2)D,(z) £0 Vz e U .

3)|D3(eix)| = f(z) presque partout sur [—mr].ou D} est la limite non tangentielle de Dy .

4)Ds(0) >0 .
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CHAPITRE 3. ESPACE DE HARDY

Définition 26. Fonctions holomorphes :
Soit D un ouvert de C

f est une fonction holomorphe dans D < f dérivable en tout point de D .

Proposition 5. Soit f(z) = u(z,y) + iv(z,y),avec z = x + iy,
alors f est une fonction holomorphe si et seulement si u(x,y) et v(x,y) ont leurs premiéres

dérivés partielles continues et satisfaisant les conditions de Cauchy-Riemann :

ou v
or Oz
(3.2.3)
du v
dy Iy
preuve : Construction de Dp
Considérons 'integrale de poisson associée a la fonction log(f) qu’on note par :
)= 5 [ toaFO) gt (3.2,
u(r,x) = — 0 . 2.
’ 21 ) . J 1 —2rcos(x — 0)r?

La fonction u est harmonique dans le disque unité puisque log(f) € L!([—m, 7], df).

Considérons maintenant la fonction holomorphes h(z) dont u(r,z) est la partie réele et

éxigeons que h(0) soit réele pour avoir I'unicité de h , la fonction cherchée sera donc

o(2) = el3h(=)}

On montre facilement que :
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CHAPITRE 3. ESPACE DE HARDY

ReDy(z) = Reg(2); (z = re® 0 <r < 1).

1)Montrons que :

1 [" ’
de > Otel que :Vr: 0 <r <1; 2—/ |Dy(re™)|?dz < c. (3.2.5)
™ —T
En effet
1 1
|Ds(2) =le{5 (Reh(z) + Imh(z))}| = e{5 Reh(2)}
(3.2.6)
1
:G{—U(’I",,I)}.
2
z=1re®"0<r <1 ona:
| Dy(re™)[* =e{u(r,z)}
Parsuit: e i/ﬂzo (F(6)) L i
arsuut; pour o\ 2m ), J 1 —2rcos(xz — 6) + 12
<i/ﬂf(9) Lo df (inégalité de jenssen)
2 ), 1 —2rcos(xz —6) + 12 ceatite de Jerissen).

(3.2.7)
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CHAPITRE 3. ESPACE DE HARDY

En inégrant par raport a x obtient

2 . e x_27r o \27 ) . 1 —2rcos(x —0) 4 r? v

™

1" 1 W 1 -2
o ) 1(6) <§/_7T 1—27“003(1’—0)—1—7"2) a0

1 ™
=— 0)=C.0< 1.
27T/_7rf() Co<r<
1)Ce que donne le point .

2)Est évident .

3)Dy € H?(u), notons par D} la limite non tangentielle de Dy ; et comme :

. . 1—r?
DA = cap {7, toaFO) =g

il vient :

*( ix\|2 __ 7 ix|2
| Dy(e™)[" = lim [ Dy(re®|

1 [7 1—1r?
= lim — [ 0 do
<P {TI_IE 27 / o9(f(9)) 1 —2rcos(x —0) + 12 }

-

— elogf(x), p-p sur[—, 7;
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(H(0) est réel construction)
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