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Introduction

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un
domaine intéressant a explorer ces dernieéres années. Notons que cette théorie a
de nombreuses applications dans la description de nombreux événements dans le
monde réel. Par exemple, les équations différentielles fractionnaires sont souvent
applicables dans l'ingénierie, la physique, la chimie, la biologie, ...etc [8,11,15].
Dans ce mémoire, nous allons nous inspirer des articles de [1,2, 3, 4] pour faire le
point surtoutes ces études endonnant plusieurs résultats d’existence des solutions
pour certaines classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire, moyennant
la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville dans des espaces de Banach. Cette
étude se fera principalement a ’aide de théoréme de point fixe de Darbo combiné
avec la technique de la mesure de non compacité de Kuratowski. Ce mémoire
comprend trois chapitres. Le premier chapitre intitulé “Préliminaire”, contient un
ensemble de définitions et résultats qui nous seront utiles pour la suite de cette
étude.

Le deuxiéme chapitre intitulé “L’existence de solutions d’un probléme implicite

aux limites ”, on traitera l'existence des solutions pour le probléme suivant :

Diy(s) + b (5,y(5), DEy(s)) = 0,5 € T o= [0, K],

y(0) = 0,y(K) = 0. v

Ou 1 < ¢(s) < 2, la fonction h : T x A x A — A est continue, A est

un espace de Banach réel (ou complexe) et D(ffs)est la dérivée fractionnaire de



Riemann-Liouville d’ordre variable ¢(s).
Le troisiéme chapitre intitulé “Stabilité Hyers-Ulam-Rassias”, nous étudie-
rons la stabilité d’Ulam-Hyers-Rassias pour notre probléme traité et donnerons un

exemple pour illustrer nos résultats.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRE

Dans ce chapitre, nous présentons des définitions et quelques propriétés pour
deux fonctions spéciales (la fonction Gamma et Béta). Ainsi, les définitions d’in-
tegrale et la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et differents types de sta-
bilité.

1.1 Fonctions spéciales

Dans ce pragraphe, on présente des fonctions spéciales qui sont trés utilisées

dans I'intgration fractionnaire.

1.1.1 Fonction Gamma

Pour généraliser la factorielle d’un entier naturel & la factorielle d’un nombre
non-entier, le mathématicien suisse Leonhard Euler introduit la fonction Gamma
en 1729. Cette fonction a été étudiée par plusieurs mathématicien comme Carl
Friedrich Gauss (1777-1855), Christof Gudermann (1798-1852) et Joseph Liou-
veille (1809-1882). La fonction Gamma apparait dans plusieurs domaines comme

la théorie des nombres, les séries hyper-géométriques et 'intégration définie.

Définition 1.1. La fonction Gamma est généralement définie par l'intégrale sui-

vante :

+o0o
['(z) = / t*te tdt; (pour z € C), Re(z)>0.
0



Théoréme 1.1.
Pour tout réel x > 0, la fonction Gamma est bien définie.
Preuve 1.1.

On peut écrire la fonction Gamma comme suit :
D(x) =1 + I,

ou .
I = / t* L exp(—t)dt
0
et
+oo
I, :/ t" L exp(—t)dt.
1

Puisque la fonction exp(—t) est décroissante sur [0.1], on a

1 1
1
/ t" texp(—t)dt < / t"ldt = =, 2 €]0. + oal.
0 0 z

Donc I; est converge pour réel x > 0. D’autre part, on a

txfl

—t t
1 <t=t""lexp(—t) < exp(7) =t < exp(ﬁ) — <1.

exp(%)
Donc

+o0 +o0 —t -1
/ t" L exp(—t)dt < / exp(—)dt = 2 exp(—).
1 1 2 2

Par conséquence I, est convergé pour x > 0. D’ou , la fonction Gamma est conver-
b

gente pour tout x €]0, +o00].
Proposition 1.1.

1. Relation fonctionnelle : une propriété importante de la fonction Gamma est la
relation de récurrence suivante, pour tout nombre réelle, strictement positive

r ona:

I(z+1) =al'(z).



2. Lien avec la fonction factorielle : la fonction Gamma prolonge (généralise) la

notion de la factorielle car on a :

I'(n+1)=nl,¥n e N.

m)!
VneN,I(n+3) = ;n),\/% et pour n = 0 on obtient T'(3) = /7.
“n!

La fonction Gamma est continue sur ]0, +o0|.

La fonction Gamma est strictement convexe sur |0, 4o00].

SIS A

La fonction Gamma est de class C* sur |0, +oo[ et on a
+oo
Va €]0, +oof, T®) () = / (Int)*t*~ ! exp(—t)dt.
0
7. 3xy €]1.2] ou la fonction Gamma est strictement décroissante sur |0, xo] et
strictement croissante sur [z, +00.

Preuve 1.2.

1. Par une intégration par partie, on obtient

+o0
MNz+1) = / t* exp(—t)dt
0

t=-+o00 +oo
- [ —t* exp(—t)] +x / t*~ L exp(—t)dt
0

= al(x). !

2. DeI'(x + 1) = aI'(x) et puisque I'(1) = f0+°° exp(—t)dt = 1, on déduit,

r@2) = 1.I(1)
I(3) = 2I(2) =2
D4) = 3.0(3)=3

1I=2.

1l
21 = 3L

alors, par récurrence on obtient

F'n+1)=nI(n)=nl



3.0na:vneN

n+3) = (n—35Tn—3) ! :
_ 2n—1 2n—3

= TX 5 XXéXF(§)
(2n)(2n—1)...3x2
27 (2n)(2n—2)..3x2
(2n)!

22np)

T

Donc, pour n = 0. On trouve
['(z) =7

Pour la démonstration d’autres points voir [11].

1.1.2 Fonction Béta

L’autre fonction importante dans le calcul fractionnaire est la fonction Béta
d’Euler.

Définition 1.2. (/)

La fonction Béta (z,y) est définie pour x,y € C par :

Blx,y) = /Olt“”_l(l —t)¥"'dt; avec Re(w), Re(y) > 0.

Propriétés de la fonction béta :

Proposition 1.2.

Pour tout (z,y) € C? tel que Re(z) > 0 et Re(y) > 0, on a les propriétés
sulvantes :
L Bz, y) = By, =),
2. B(x,y) = Bz + Ly) + Bz, y + 1).
) )
3. 1) == 1 = — .
Bla,y+1) =Bz +1y) x+y5(w,y)

10



1.1.3 La relation entre les fonctions gamma et béta

La relation béta est liée a la fonction gamma par la formule :

Bz, y) = == Re(x),Re(y) > 0.

1.2 L’intégral et la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville

Dans cette section, nous citons quelques définitions et résultats du calcul frac-

tionnaire au sens de Riemann-Liouville.

1.2.1 L’intégrale et la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville d’ordre constant
Définition 1.3. ([7/)

L’intégrale fractionnaire d’ordre ¢ € R, de la fonction h € L! ([a,b],Ry) est

défini par :
1 t
Ié“’)ht:—/ t—s)¥1h(s)ds, t> a. 1.1
(t) F(@)a( )7 h(s) (1.1)

ouI'(. ) est la fonction Gamma.
Exemple 1.2.1.

Considérons la fonction h(z) = (z — a)?, alors :

1 x
I?(z —a)’ = —/ (x — )7t — a)Pdt
I'(p) Ja
Pour évaluer cette intégrale, on utilise la définition de la fonction Béta et on pose

le changement de variable t = a + (x — a)k , d’ou :

11



I#(e —a) = / (@ — a)(1 - K" (& — a)klP(x — a)dk
Vo+8 1

a _ L\e—11.8
AL

— a8 + 1)

SENEEEES

O T(B+1
= Terarnt

Pour : a = 0,9 = 0.5, = 1, on obtient :

195(z) = 215

Pour : a = 1, on obtient :

INz —a)f = Lp+1) (x —a)Pt?

Définition 1.4. ([7])

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Lioville d’ordre ¢ > 0 de la fonc-
tion h € L' ([a, ], R, ), est donnée par :

(D?.h) (1) = ﬁ (%)n / (b — 8 h(s)ds. (1.2)

Ou n = [p] + 1 et [¢] désigne la partie entiére de .

Exemple 1.2.2. - Reprenons l'exemple de la fonction h(t) telle que :

12



1 dr !
D? = = = (t—qg)tBy 1 n—p—1_.8
“h(t) I ) (t—a) /0 ( s) s7ds

_ F(”"’B—80+1)B(n_‘:075+1)<t_a)5—<p

Tn— T (B—p+1)

_ Fn+p—p+1)I'(n—pl(B+1) (t — o)

Fn—o)l'(B-e+DI'(n+B—p+1)

Lpg+1)

IEEEESTC

Pour ¢ =0.5,6=0.5 eta=0, on aura :

I(1.5)
I'(1)

D10 = =T'(1.5).

1.2.2 L’intégrale et la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville d’ordre variable
Définition 1.5. ([I2]-]13]) Soit —oco < a < b < +o0 et ¢(t) : [a,b] — [0, +o0],

Uintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre variable o(t) de la fonction
h(t) est définie par :

t _ o\pls)—1
]fit)h(t) :/ &h(s)ds, t>a. (1.3)

Définition 1.6. ([12/-[153] ) Soit —c0 < a < b < +oo,n € N,p(t) : [a,b] —
(n —1,n), la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre variable ¢(t) de

la fonction h(t) est définie par :

DFOn(t) = <%)n[:+“”(t)h(t) — (%)n / t (}znsz;i(:;;lh(s)ds, t>a (14)

13



1.2.3 Quelques propriétés de l’intégrale et la dérivée frac-

tionnaire au sens de Riemann-Liouville

Si h est continue pour ¢t > a, alors I'intégration fractionnaire d’ordre réel arbi-

traire posséde la propriété suivante :
ff+(f£+h(t)) = fffﬁh(t), (p>0,8>0),
évidemment, on peut changer « et 5 on forme :
L2 (L2 h(1) = 12, (18, 0)(1) = I57R(1), (¢ > 0,8 > 0).

La propriété la plus importante de la dérivée fractionnaire au sens de R-L, pour

@ >0et t>aest:

DF 17 h(t) = h(t),

Dg+]f+h(t) = If;f}h(t)

presque partout sur [a, b], ol

b
LPla,b] = {g : [a,b] — R; h est mesurable dans [a, b] et / |h(t)|Pdt < oo}
En particulier, si § =k € N. et a > k, alors : ‘

D§+I(‘;+h(t) - Ig:kh(t),

Soient a > 0,m € N et D = 4. Sj les deux dérivées fractionnaires DS, h(t),

D" h(t) existent, on a :
Dy D2, h(t) = D27 h(D).

Remarque 1.1. ([15]/) La propriété de semi-Group est satisfaite pour les

intégrales fractionnaires de Rimanne-liouville avec les ordres constantes, mais pas

14



pour celles avec des ordres variables. En d’autres termes,
v(t) u(t)+v(t
O Oy() # 10Ty ().

Exemple : Soit

1, te€ll,3],

1, telo, 1],
v(t>_{ 2, t€|l,3],

() :{ 2, telo1],

{ /0 1 (SF_(lT))OTdT + /1 S <3F_(27))17d7] ds

on sait que,

1 2 2 .3
191 n(t) = /0 %ds +/1 % —~ g + gds,
5 17 22
24 24
(t)+o(t ! (2- 5)2+1_1 ? (2 — 3)1+2_1
Io+) Oh(t) = /O 1“(2—4—1)8d8 +/1 wsds,
115 16
TuTu T W

15



Par conséquent, on obtient

1901 h(t) 7 1O Oh () e

1.3 Fonction constante par morceaux :

Définition 1.7 (L’intervalle généralisé). ([2]) : Un intervalle généralisé, noté I,
est un sous-ensemble de [’ensemble des nombres réels R, cet ensemble peut prendre
trois formes :

- Un intervalle, représenté sous forme : [aq, asl, Jaq, aof, [a1, s, |ag, as] .

- Un point unique {a}.

- L’ensemble vide ¢.

Définition 1.8 (la partition). ([2]) : Soit I un intervalle généralisé, une partition
de I est un ensemble fini P d’intervalles généralisé contenus dans I, tels que pour

tout x appartenant a I se trouve exactement dans l'un des intervalles généralisés
E dans P.

Exemple 1.3.1. L’ensemble P = {[2,5],{5},{6},[6,9]} d’intervalles généralisés,

c’est une partition de [2,9] .

Définition 1.9 (la fonction constante par morceau). ([2/) : Soit I un in-
tervalle généralisés, soit g : I — R une fonction, et soit P une partition de la
fonction I. g est dite constante par morceauz par rapport a P si pour tout E € P,

g est constant sur £ .

Exemple 1.3.2. Soit la fonction I : [0,5] — R définie par :

;

st 0< <1,

st x=1,

st 1 <x <3,

st =3,

=
&8
I
U!\IJHOOOO

, st 3 <x<h.

16



La fonction I est constante par morceauzx par rapport a la partition {[0, 1], {1} ,]1, 3[, {3},]3, 5]}
de [0, 5].

1.4 La mesure de non compacité au sens de Kura-

towski

Nous présentons dans cette section quelques propriétés fondamentales de la

mesure de non compacité au sens de Kuratowski.

Définition 1.10. (/1)
La mesure de non compacité au sens de Kuratowski est application ¢ : Qy —

[0, 00] définie par
Y(A) =1inf{e > 0: (A € Qy) CU A, diam(A,) < €},

ol

diam (A,) = sup{|lz —y|| : xz,y € A, }.

Proposition 2.1.([I]) La mesure de non compacité au sens de Kuratowski
satisfait les propriétés suivants
1. A est relativement compact <= 9¥(A) = 0.
2.9(0) = 0.
3. 9(A) = 9(A) = I(conv A).
4. A1 C Ay = V(A1) <V (Ay).
5. 9 (A1 + Ag) < I (Ay) + 9 (Ag).
6. V(ITA) = [TN|Y(A),IT € R. 7. ¥ (A1 U Ag) = Max {9 (A;),i =1,2}.
8. ¥ (A1 NAy) =Min{d(A;),i=1,2}.
9. 9 (A + z9) = Y(A) pour toute z € A.
Lemme 1.1. ([1]) soit A est un espace de Banach. Si x est un sous-ensemble

borné et équicontinu de l’espace C(Y,A\)s, alors

17



(i) 9(x(s)) est une fonction continue pour s € Y, et

I(x) = sup d(x(s)).
seY
(ii) 0 (fOK:c(e)de re x) <2 [F9(x(0))do,

X(a)=A{z(a) :z € x},a € T.

1.5 Théorémes de point fixe :

Les théorémes de point fixe sont les outils mathématiques de base qui aident a
établir 'existence de solutions de divers genres d’équations. La méthode du point
fixe consiste a transformer un probléme donné en un probléme de point fixe. Les

points fixes du probléme transformé sont ainsi les solutions du probléme donné.

1.5.1 Concepts essenstiels :

Définition 1.11 (Le point fixe). Un point fize est une valeur dans un certain
domaine qui reste inchangée sous l’application d’une fonction donnée. En d’autres

termes, si f(x) = x, alors x est un point fize de la fonction f.

Définition 1.12 (La continuté). Soit E et F deux espaces de Banach, un opéra-
teur S : E — F est dit continu si pour toute suite (Tn,), .y dans E tel que (z,,),cn

converge vers x dans E, la suite (Sxy), .y converge vers Si.

Définition 1.13 (La compacité). Soit E et F deux espaces de Banach, un opé-
rateur S : E — F est dit compact si pour tout ensemble borné B dans E, ['image
de B (i.e S(B)) est un ensemble relativement compact dans F. Cela signifie que
la fermeture de S(B) est compact .

Définition 1.14 (Complétement continue). Soit E, F deux espaces de Ba-
nach, soit S : E — F, on dit que :
S est un opérateur complétement continue s’il transforme tout borné de E en un

relativement compact de F'.

18



1.5.2 Théoréme d’Arzéla-Ascoli

Théoréme 1.2. Soit A un sous-ensemble de C(Y, E). A est relativement compact
dans C(Y, E) si et selement si les conditions suivantes sont vérifiées :
i) L’ensemble A est uniformément borné : i.e il existe une constante k > 0 ,

tel que :
If ()] < &,

pour tout x € T et tout f € A.

1) L’ensemble A est equicontinue : i.e pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que :

[ty —taof| <0 = ||f (t1) — f ()| <&,

pour tout t1,ty € T et tout f € A.

1.5.3 Théoréme de contraction de Banach

Théoréme 1.3. Dans un espace de Banach E, un opérateur S : E — E est

considére comme une contraction, s’il existe un k € RT tel que k < 1 et
15(z) = Sl < kllz —yl|.

Selon la théorie de la contraction. Si S est une contraction dans E, alors il

posséde un unique point fize ( c-a-d : un point x tel que S(z) =x ).

1.5.4 Théoréme du point fixe de Schauder

Théoréme 1.4. Soit E un espace de Banach, ) est un sous-ensemble non-vide
convexe et fermé de E, et soit S : Q) — @Q un opérateur complétement continu,
alors S posséde an moins un point fixe dans @), d’autres terme il exist au moins

un élément v € Q) tq S(z) = x.

19



1.5.5 Théoréme du point fixe de Darbo

Théoréme 1.5. Soit T un sous-ensemble non vide, fermé, borné et convexe d’un

espace de Banach A, et supposons que S : T — Y est un opérateur continu vérifie
I(S(x)) < W(S),(S#0) C T, 1€0,1),

i.e., S est une contractions. Par conséquent, S admet au moins un point fize dans

T.

1.6 Type de stabilité

1.6.1 Stabilité au sens d’Ulam-Hyers

Définition 1.15. ([9]) L’équation (1) est stable au sens d’Ulam-Hyres s’il existe
un nombre réel Ay, > 0 tel que pour tout € > 0 et pour chaque solution z € C*(T,R)

de linégalité :
| D?2(s)) + h (s, z(s),D?tlz(s)) I<e, s€T,
il existe une solution y € C*(Y,R) de ’équation (1) vérifiant :
| 2(s) —y(s) |[< Ay, s€T.

1.6.2 Stabilité au sens d’Ulam-Hyres généralisée

Définition 1.16. ([9]) L’équation (1) est stable au sens d’Ulam-Hyres généralisée,
s’il existe une fonction v, € C(Ry,Ry), ¥,(0) = 0, tel que pour tout € > 0 et pour
chaque solution z € C*(T,R) de linégalité :

| D¥z(s)) + h (s, 2(s), D}’;Ltlz(s)) |<e, seT,
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il existe une solution y € C*(T,R) de l'équation (1) vérifiant :
| 2(s) —y(s) [< Ynle), s€T

1.6.3 Stabilité au sens d’Ulam-Hyres-Rassias

Définition 1.17. ([10]) L’équation (1) est stable au sens d’Ulam-Hyres-Rassias
par rapport a ¢ € C(Y,Ry), s’ existe un nombre réel Ay > 0, tel que pour tout
e > 0 et pour chaque solution z € C*(YT,R) de l'inégalité :

| D?2(s) + h (s,z(s),p;; z(s)) I<eh, sET, (1.5)
=1
il existe une solution y € C*(T,R) de l’équation (1) vérifiant :

| 2(s) = y(s) |< Ayeti(s), s € T.
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CHAPITRE 2

L’EXISTENCE DE SOLUTIONS D’UN
PROBLEME IMPLICITE AUX LIMITES

2.1 Présentation du probléme

On considére le probléme implicite aux limites fractionnaire suivant :

{ Diy(s) + b (5,y(5), DEy(s)) = 0,5 € T o= [0, K], (2.1)

y(0) = 0,y(K) = 0.

Ou 1 < ¢(s) < 2, la fonction h : T x A x A — A est continue, A est

)

un espace de Banach réel (ou complexe) et Dgfs est la dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville d’ordre variable ¢(s).

2.2 Existence de solutions

Supposons les hypothéses suivantes :
(Hl) Soit 6 = {Tl = [O,Kl] s TQ = (Kl,KQ] s Tg = (KQ, Kg} g Tn = (anla K] n € N}

représente une partition de Iintervalle T, et soit ¢(¢) : T — (1,2] une fonction
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constante par morceau par rapport a (3, ¢’est-a-dire,

(

1, siseTy,
w9, sise Ty,

p(s) = Z@LIL(S) =

On, siseT,,

\

ou 1 < ¢, < 2 sont des constantes et I, est 'indicateur de l'intervalle T, :=
(K,-1, K], 0.=1,2,...,n, (avec Ky =0,K, = K ) tel que

1, pourse™,
I.(s) =
0, pour ailleurs

(H2) Soit s°h : TxAxA — A une fonction continue (0 < § < mingey |(¢(s))]),

il existe deux constants 1,7y, > 0 tel que

sl (s, m1,60) = (s, ma, @)l < llm = moll + 72 la = el

pour tout 7y, ma, <1, 6 € A.
Remarque 3.1([1]) : On peut facilement montrer que la condition (H2) et l'in-

égalité suivante
v (t(s Hh (57 Dlv DQ)”) < 7119 (Dl) + ’7219 (DZ) )

sont équivalents pour tout ensemble borné Dq, Dy C A et chaque s € T.
De plus, nous définissons ¢ : T — A pour un ensemble donné de fonctions x
indiqué par
x(s) = {a(s),z e x},s €T,
et
X(T)={x(s):xz€x,s€ T}
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Maintenant, en utilisant les concepts de mesure de non compacité au sens
de Kuratowski et Théoréme du point fixe de Darbo, nous pouvons montrer qu’il
existe une solution d'un probléme (2.1).

On note par =, = C' (T,, A), 'espace de Banach des fonctions continues y : T, — A

pour chaque ¢ € {1,2,...,n} muni de la norme :
1yll=, = sup [ly(s)]-
SETL

Nous commengons par analyser le probléme (2.1). D’aprés (1.6), 'équation

de probléme (2.1) peut s’écrire

d? s (S _ Oé)l—ap(s)

ds? J my(a)da +h <S,y(s),Dg+(s)y(s)> =0, seT. (2.2)

D’aprés (H1), I'équation (2.2) peut étre présentée comme suite :

E e o [ ST de) b (). DR s) =,
(

ds? L'(2-¢) Ko T(2Z=w)
seY, (2.3)
Définition 2.1. Probléme(2.1) admet une solution, s’il existe des fonctions y,,1 =
1,2,...,n, telles que, y, € C ([0, K,], A) satisfaisant I’équation (2.3) et y,(0) =0 =
Y (KL).
Pour 0 < s < K, 1, nous prenons y(s) =0, alors (2.3) s’exprime comme
Df;ily(s) +h (s,y(s), Df;;ly(s)> =0, seT,.
Considérons le probleme aux limites suivant :
%) P —
DKLy(S) +h <s, y(s), DKLy(s)) =0,se7, (2.4)

y(K, 1) =0,y(K,) =0.

Pour 'existence de solutions du probléme (2.4), nous avons besoin du lemme

auxiliaire suivant :
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Lemme 2.1. La solution y de (2.4) s’écrit sous la forme de ’équation intégrale

suvante

y(s) = / Y Gis.a)h (a, / " Gb(s,o)y(o)da,y(a)) da, (2.5)

KL,1 KLfl

ou D7y y(s) = y(s), G.(s,) est la fonction de Green, défini comme suit :
=1

L (K, = Koo)' (s — Ko)? 7 (K = )P = (s =)o

INEH)
KL—ISQSSSKL7
GL(57a> = 1 1—p, p.—1 p.—1
o) (K, — K, 1) (s — K.-1) (K, —a) )
K_1<s<a<K,
outr=1,2,...,n.
Preuve :

Nous supposons que y € =, est la solution de probléme (2.4), et nous prenons

Df(q y(s) = y(s). En appliquant 'opérateur If(ﬁ aux deux cotés de (2.4), nous
=1

L—

trouvons (voir Lemme(2.1)),
y(s) =wi (s — K, 1)? " +wy(s — K,_1)P % = ff{ﬁr_ly(s), se,.

En raison de I'hypotheése de la fonction h avec y (K,_1) = 0, nous concluons

que we = 0. Soit y(s) satisfaisant y (K,) = 0. Ainsi, nous observons que
w1 = (KL — KL71>1—QOL [}?tly (KL) .
Ensuite, on observe

y(s) = (KL - KL*1>1_QDL (8 - Khl)%_l I%+ Y (KL) - I%+ 13/(5>7 seT,.
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Alors la solution du probléme (2.4) est donnée par :

o) = (0, = Koo)' (s = K)o [ (0= )7 gl

/8 (K, — K )" (s—K,_ )" " (K,—a)” ' = (s — a)? M) y(a)da

K,—1

- r<1soé> {

K,
+/ (K, — Kb_l)lf““ (s — Kb_l)“oﬁ1 (K, — a)‘pfl y(a)da] ,

par la continuité de la fonction de Green, nous avons :

K,

ys)= [ Gus.am (a,

KL—I

Y a)y(a)da,y(a)) da.
K,

Inversement, soit y € Z, une solution de ’équation intégrale (2.4), puis par la
continuité de la fonction s°h et le lemme (2.1), nous pouvons facilement vérifiant
que y est la solution du probléme (2.4).

La proposition suivante sera nécessaire.

Proposition 3.1. : ([I]) Supposons que s°h : TxAxA — A, (0 < § < minger |(¢(s))])
est une fonction continue, p(s) : T — (1, 2] satisfaite (H1). Alors, la fonction de
Green du probléme aux limites (2.4) vérifiée les propriétés suivantes :

(1) Gi(s,a) > 0,VK, ; <s,a < K,

(2) maxser, G,.(s,0) = G (o, ), € T,

(3) G,(a, @) admet un maximum unique donné par :

1 (K —K,_\*'
max G, (a, o) = . )

outr=1,2,...,n.

Le premier résultat d’existence est basé sur le théoréme du point fixe de Darbo.
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Théoréme 2.1. Supposons les hypothéses (H1)-(H2) sont satisfaites, et si

(KL - KL—1)¢L_1 (KLlils - KLI—_lé) (’71 (KL - KL—l)SOL

(1—6)4%~1T (p,) 41T (,) + 72) <1 (2.6)

Alors le probleme (2.4) admet au moins une solution sur Y.

Preuve : Considérons I'opérateur
S:=Z —Z

Défini par
K,
Sy(s) = / G.(s,)y(a)da, seT,, (2.7)

KL*I
ol

y(a) = h (a,/KL Gb(s,a)y(a)da,y(a)) .

K/,—l
L’opérateur S définit par (2.7) est bien défini a partir de la continuité de la

fonction s°h et les propriétés des intégrales fractionnaires.

Soit
h*(KL—KL_l)wb
490711 (e0)
RL > )
= L (KLfKL,l)“’L_l(Kblfng}:{S) (K —K,_1)? n
(1-0)4% 1T (p,) (e )2
avec

h* = sup [[a(s, 0, 0)[[.

SGTL

On considére 'ensemble

Bp, = {y €=, Hy| g, < RL}-

Il est clair que Bg, non vide, bornée, fermé et convexe.
Nous allons maintenant montrer que le théoréme (1.6) est satisfait. La preuve sera

donnée en quatre étapes.
ETAPE 1 : S(Bg,) C (Bg,).
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Par la proposition (3.1) et (H2), on a

K,
IWMQH—‘ G, (5. a)y(a)da
KL—l
K,
< [ G5 a)ly(e)da
KL—l

1 (K~ K \*" 5
s (55) [ vt
_ p,—1 K, K,
() e emn)
. po—1 K, K.
KL KL—I) / h (Oé,/ GL(S’O'>y(O'>dO',y(OC)> - h(O{, 070)‘
4 Kp1 K1

K, —K_,\* ' %
(5) [ 0.0l

daov,

da

K, 1

< (KL KLl)%_l /KL a‘é (7
N F(@L) 4 KL,1 '

(K, — K, 1)*

< 1
~ I'(p)

n 1
[ (v.)

1

/ G5 0)(o)do

bel

+vaaw)mx

4e.-1T0 (@L) ’
1 (K, - KL_1)¢L1 /K i (71 (K, — K,_1)*
< a lyllz, + 12llyllz, ) do
I'(o) ( 4 Ky 4271 ()
h* (K, — KL_1)%
4271 ()

(KL _ KL71><PL—1 (KLl—(S _ KL1:15) " (KL o KL_1>SOL R h* (KL _ KL—l)%
- (1 —0)4#7'T () 42711 () ) 42711 (,)
<R,

ce qui signifie que S (Bg,) C Bg,.
ETAPE 2 : S est continu.

Soit (y,) une suite telle que y,, — y dans Z,, on démontre que |[|(Sy,) — (Sy)llz, =
0.
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En effet pour s € T,, d’aprés la proposition (3.1) et (H2), on obtient :
K,

1(5yn) (s) = (Sy)(s)]| < G5, @) lyn(@) = y(e)l da,

Kb—l

G () e s

K_ 1 Wb_l KL KL
< ‘ - h{«, G,(s,0)yn(0)do, y,(«
rm)( 72) (e [ G )
K

h (a, " Gu(s, o)y (a)da,y(a)) |da,

Kbl

K K_ p,—1 K, K, K,
< ( =) [T at (] [ csomtorio - [ Gits. oo
F ()OL Kl,—l K/,—l KL—I
) -l
Wb_l KL KL
< ( BT [ atn [ o) lnfe) - v(o)ldo
(PL K,—1 K,

+72||yn a) —y(a )||)

KL K,! s " (KL KL 1)
( ) /Ka < T (g M= lls + 2l —y
K

— 1 SOL 1 (Kl 4 KLl__lé) 71 (KL o KL—l)SDL + ||
(1—0)4%1T (p,) 1217 () =

EL> dao,

(
KL

Yll=

—vL

i.e.,on a

1(Syn) — (Sy)llz, — 0 as n — oo.

Par conséquent, S est un opérateur continu.
ETAPE 3 : S est compact.
On démontre que S (Bpg,) est relativement compact, ce qui signifie que S est
compact. Clairement S (Bg,) est uniformément borné car a I’étape 1, nous avons
S(Bgr,) ={S(y) : y € Bg,} C Bg, ainsi pour chaque y € Bg, on a ||S(y)|lz, < R.,

ce qui signifie que S (Bg,) est uniformément borné. Il reste & montrer que S (Bg,)

est équicontinu.
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Pour 51,50 € 1,,51 < sy et y € By, on a:

Y

/KL G, (s2,a) y(a)dov — /KL G, (51, 0) y(a)da

KL—l Kl,—l

1(Sy) (52) — (Sy) (s1)]| = '

< / (G (s2.0) — G (11, 0)) ()| da,

K/,—l

K, K,
<[ ||GL<S2,a>—Gb<sl,a>||h(a, / Gb<s,a>y<a>da,y<a>) lda,
K,—1 K,_1

K KL—I

<[ ||GL<52,a>—GL<sl,a>u(Hh(a, B Gi(s.olyla)da,sfa) ) e 0,0)|

r—1

+ [[A(e, 0, 0)||>da

< / G (s20) — G, (s, ) [cﬂ (% / " s, 0)lo)do

Fulyfa)l) + 1] do

K,—1 K,—1
K %)
L K, — K, .
< [ 06 o) = Gt [ (RS e vl ) + 1]

<

(71 (KL - Kb—l)% (KL—l)ia

KL
-5
Ty L) )uyna | 16u(s2.0) = G (s1,0) | o

K/,—l

K,
[ Gy (s20) = G (51,00 da
K/,—l
d’aprés la continuité de la fonction de Green. Ainsi [|(Sy) (s2) — (Sy) (s1)ll 5 —
0 quand |sy — s1| — 0. Cela implique que S (Bg,) est équicontinu.
En conséquence de I'étape 1 a ’étape 3 avec le théoréme d’Ascoli-Arzéla, on résult

que S est complétement continu.
ETAPE 4 : S est une contraction.
Six € Bg,,s€Y,,ona:

D(S(0)(s) = 9((Sy)(s),y € X)
< {/K G, (s,a)0h (a, /KL GL(s,a)y(a)da,y(a)) do,y € X} :

KL,1 bel
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Alors, d’aprés la remarque 3.1, on a :

w5 <{ [ s o ([ oo + o] anye .

KL—l KL—l
1 K, —K_ 1, {71 (K, — K1) 5 /K 3
< . I(x o °do
{F(¢L)( 4 ) 4%_1F (QOL) ( ) K.
K,
+720(x) / Of‘sda} Y€ X}’
KL—l
KL176 . KL_ 1—6 KL . KL— w.—1 KL . KLf P ~
_< 71 ) ( 1) 7 — 1) + 72 ) 9(x)-
491 (1 =) () 42710 (@)
Donc
~ (K7 = K,.'7%) (K, — K_)?™ (3 (K, ~ K )™ 9
v, < v v ¢ ¢ L ‘z P(x).
(S0 < =0T (2 ( 1T () ”2) W

D’aprés (2.5), nous concluons que S est une contraction.
D’aprés le théoréme (1.6), le probléme (2.4) admet au moins une solution y, dans
Bp, définie par :
0, sel0,K,4]

Y, = _ (28)
v, s€ET,.

On sait que y, € C' ([0, K,],A) défini par (2.7) satisfait I’équation

d2 K (8 _ a)l—gal s (8 . Oé)l_% o B
] (/0 Wyb(a)da +...+ /KL_I mgﬁ(a)da) +h (o, y. (@), D¥iy. () =0,

pour s € T, ce qui signifie que y, est une solution de (2.3) avec y,(0) = 0,y, (K,) =
v, (K,) =0.

En conséquence, nous obtenons que le probléme aux limites (2.1) admet au moins
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une solution définie par :

yi(s), seTy,
O, s € Tl;
ya(s) = _
Y2, ERS TQ
y(s) = 4
0, se[0,K, 4],
yn<3) =3 _
\ 7, s€,.

Il constitue une solution de probléme (2.1).
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CHAPITRE 3

STABILITE ULAM-HYERS-RASSIAS

3.1 Stabilité Ulam-Hyers-Rassias

Théoréme 3.1. Supposons que les hypothéses (H1), (H2), (2.5) soient vérifiées
et
(H3) Soit ¢ € C(Y,,A) est une fonction croissante, et s’il existe Ay > 0 tel que

I b(s) < Aysy¥(s), pour toute s € Y,.

Alors, I’équation de probléme (1) est Ulam-Hyers-Rassias stable par rapport a
1.

Preuve : Soit z € C'(T,,A) est une solution de 'inégalité suivante :

HD}’}kﬁz(S) +h (s, z(s), D?Liﬁz(s)) H <e(s),seT,. (3.1)

Soit y € C'(Y,, A) est une solution du probléme posé

D% 1y(s) +h <s, y(s), D}’}i_ﬁy(s)) =0,se7,
) (KL*1> = an (KL) =0.

En utilisant le lemme (2.1), on a :
K,

yo) = [ Gus.am <a,

KL*I

K,

G.(s,0)y(o)do, y(a)) do.

KL*I
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Par l'intégration de (3.1) et a partir de (H3), on obtient

K,

z(s) + G.(s,a)h (a,

Kb—l

K,

s (S_Q)so(b)fl Ao
S/K o) V@

< 6/\1[)(5),17Z}(8) :

G.(s,0)z(0)do, z(oz)) do

KL—l

D’autre part, d’apreés la proposition (3.1), nous avons, pour chaque s € T,

1205) — vl < =) = [ Guis.om (a, " Gb(s,a)z(a)da,z(a)) da
K, KLKhl e K,
+ G.(s,a) ‘h <a, Gb(s,a)z(a)da,z(a)> —h (a,/ Gb(s,a)y(a)da,y(a)ﬂ dov,
K,_1 . K,_1 . K,_1
<|lz(s) + G.(s,a)h (a, G.(s,0)z(0)do, z(a)) da
X K,—1 p K,_1 .
+ G.(s,a) ‘h <a, Gb(s,a)z(a)da,z(a)> —h (a,/ Gb(s,a)y(a)da,y(a)ﬂ deo,
S)\w(s)ﬂb(s)
rr (B2 [T ([ Gtsleton = utodldo +alista) = el ) do
SAy()€d(s)
1 KL - Ka—l Pl K. 4 (KL - KL—l)wL
g () o (e v el o

<Ay(s)€P(s) +

=t

(K, — K,1)* " (K} — K1) (71 (K, — K,_1)*

(1= 54" 1T () T () ”2> l==v

Donc

< Ay € (8).

K, —K,_)* " (K" — K7 K, —K,_)*
lz=ylle, [1 - a _1) ( 1) (%( ) +72)

0)4#~1L (¢,) 421 ()
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Alors, pour tout s € T,

-1

(KL - KL—l)QpLil (KLlits - KLl—_ld) 71 (KL - KLfl)@L
—yllg, < [1- A(s
Iz = yllz, < (1 —0)4»—1T (g,) 49717 (,) 72 w(s)€P(s)
= cge(s).
Par conséquent, I’équation de probléme (1) est Ulam-Hyers-Rassias stable.
3.2 Exemple
Considérons le probléme aux limites suivant :
ly()|+[DE y(s)]
DEY ot =0, s€T:=[0,2
o Y(s) + (s-+1) 2 (9+¢*)(1+32(s)) 0 0,2] (3.2)
y(0) =0, y(2)=0.
Soit
h(s,m,2) = Ttz (5,7, 2) € [0,2] x [0, 400) x [0, +00).
(s+1)2(9+¢€°) (1 + w2
2, seT:=[0,1],
pls) =9 -
4 SETQ :]1,2]
(3.3)
Alors, on a :

< 1 mta Mt
“94e|14+7F 1473

S% |h (Saﬂ-lagl) —h (S,7T2,§2)

<

1
< E |(7T1 +§1) - (7T2+§2)|

< D im—mltE -l
_107T1 T2 1O§1 Q2] -

D’ou la condition (H2) est satisfaite avec § = 3,71 =72 = 15.

Par (3.3) I’équation du probléme (3.2) est décomposée en deux expressions comme
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suit :

9
D% ly(s)[+| D, y(s) 0 T
=0, S € )
0+y(8) + (5_;’_1)%(9—‘,—68)7(1"1‘3/2(8)) 1
ly(s)|+| Dy (s)

D =0, s€ET,.
“y< 8) + (1) 2 (9+¢7) (142(s)) o2

Pour s € Ty, le probléme(3.2) est équivalent au probléme suivant :

. )+ D8 ys) . .
=0, € 1y,
o(s) + (1) (9e*)(1142(5)) se (3.4)

y(0) =0, y(1)=0.

Nous vérifions que la condition (2.5) est satisfaite

(K1 — Ko)™ (K17 — Kq ™) (% (K, — Ko)* +7) s (1) (5w 42
T-hF T\ ey ) T T e T
~ (0.3380 < 1.
Soit (s) = 52 1 s
B0 = £ [ - artataa
< Fég) /Os(s—a)élsda
8
Sor”

Ainsi la condition (H3) est satisfaite avec 1(s) = s et Ay(s) = QFLQ.

D’aprés le théoréme (2.1), le probléme (3.4) admet une solution y; € = , et d’aprés
le théoréme (3.1), I'equation de probléme (3.4) est Ulam-Hyers-Rassias stable.

Pour s € 15, le probléme (3.2) peut-étre formulé comme suit :

. y(s)1 D, ) . .
= ) G Y
frvle) + (1T Oe) (1492(5)) TE (3.5)

y(1) =0, y(2)=0.
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Ainsi que

(K2 _ K1)<P2—1 (K21—5 o Kll—é) (/71 <K2 . K1)<P2 N ) B (1)% <2% — 1%) 1_10(1)£
(1= 0)47 1T () T () )T T i (D) ‘

~ (0.0441 < 1.

Alors, la condition (2.5) est satisfaite, et

vz _ ! ) fa2da
[1+ (3)_1—‘(2)/1(3_04) dov,
\/5 s
< 6 /1 (s —a)tda,
< V2 0) == duca ()

Par conséquent, (H3) est satisfait par i(s) = s2 et Ay(s) = %.
4
D’aprés le théoréme (2.1), le probléme (3.5) admet une solution y, € Z, définie

par :

0, seTyq,
y2(3):{ '

ya(s), se€ T

Par conséquence, le probléme aux limites (3.2) admet une solution

yi(s), se€Ty,
y(5> = 07 ENS Tl)
Ya(s) = ¢ _
yQ(S), S € TQ.

De plus, d’apres le théoréme (3.1), 'équation de (3.2) est Ulam-Hyers-Rassias
stable.
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Conclusion

Notre but principal, dans ce mémoire, est de présenter 'existence et stabilité
des solutions de notre probléme. Ces résultats ont été obtenus par 1'utilisation du
théoréme de point fixe de Darbo combiné avec la mesure de non compacité de
Kuratowski.

D’aprés notre analyse, il clair que les résultats obtenus est une généralisation
lorsque u(t) est une fonction constante, c’est-a-dire nous avons converti le pro-

bléeme fractionnaire d’ordre variable en un probléme équivalente d’ordre constant.

Par conséquent, tous les résultats de ce travail montrent un grand potentiel pour

étre appliqué dans diverses applications des sciences.
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