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RESUME

Dans ce mémoire, nous avons étudié 'existence et 1'unicité de solutions de certaines équa-
tions intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville. Les résultats obtenus ont été via
I'approche des théorémes du point fixe (Banach, Schauder, Leray-Schauder et Monch) et la

mesure de non compacité, on a illustré ces résultats par des exemples.



NOTATIONS GENERALES

LP

loc

([0,a], E)
Lin ([0, 00[, E)
C([0,a], E)
C(J,R)
BCO(Ry)

P.P

A
conv(A)
conv(A)

B(ug,n)

Ensemble des nombres réels.

Ensemble des nombres réels positifs.

Ensemble des nombres naturels.

Mesure de non-compacité de Kuratowski.

Espace des fonctions intégrables.

Espace des fonctions localement intégrables sur [0, a].

Espace des fonctions localement intégrables sur [0, oo.

Espace de Banach des fonctions continues bornées de [0, a] dans E.
Espace des fonctions continues de J dans R.

Espaces de Banach de toutes les fonctions bornées et continues de R, dans R.
Presque partout.

Fermeture de A.

Enveloppe convexe de A.

Enveloppe convexe fermé de A.

Boule de centre ug et de rayon 7.

Mots clés : Equations intégrales, solution LP, mesure de non-compacité, existence et unicité,

équation intégrales quadratiques, point fixe, applications de contraction, espace de Fréchet.
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INTRODUCTION

L’objectif de ce travail est de présenter des résultats d’existence et d’unicité des solutions
pour quelques types d’équations intégrales fractionnaires.

Les équations intégrales sont I'un des outils mathématiques utiles dans I'analyse fonction-
nelle et appliquée. Cela est particulierement vrai pour les problémes de vibrations, mécaniques,
I'ingénierie et de la physique. On trouve de nombreuses applications des équations différentielles
et intégrales d’ordre fractionnaire en viscoélasticité, électrochimie, controle, milieux poreux,
électromagnétique, etc. Il y a eu un développement significatif dans les équations différentielle
ordinaires et partielles d’ordre fractionnaire ces derniéres années.

Parfois, il y a intérét a réduire la résolution d’un probléme a valeur initiale ou bien aux limites
avec des conditions locales ou non locales a la résolution d’une équation intégrale équivalente,
qui facilite la preuve d’existence de solution d’une celle équation différentielle, en utilisant les
théorémes de point fixe comme le théoréme de Banach, Schauder, Leray Schauder et de Ménch
puisqu’ils fournitent les outils nécessaires pour avoir des résultats d’existence dans beaucoup
de problémes non-linéaires différents.

Ce mémoire se compose en quatre chapitres.

- Premier chapitre, nous donnons quelques définitions, théorémes et rappels sur les es-

paces fonctionnels et quelques théorémes de points fixes.
- Deuxiéme chapitre, on a étudié l'existence de solution dans l'espace des fonctions

intégrables de ’équation fractionnaire suivante

t— S)Ozfl

u(t) = (Pu)(t) —i—/o (FT(QU)(S)CZS, p.p, t>0

ou P et QQ sont des opérateurs de Volterra.
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- Troisiéme chapitre, on a étudié I'existence et 'unicité de solution des équations inté-

grales quadratiques avec modification linéaire de ’argument.

xz(t) = f(t) + (Aa:)(t)/o u(t, s, x(s), z(as))ds, te€ J,

x(t) = f(¢) +g(t,a:(t))/0 u(t, s, x(s), z(as))ds, teJ,

- Quatriéme chapitre, nous obtenons 'existence et la stabilité asymptotique locale des

solutions d’équations intégrales d’ordre fractionnaire

1
I(r)

B(t)
u(t) = f(t, ula())) + /0 (B(t) = 5)""g(t, s, u(v(s)))ds; sit € R,



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre nous présentons des notations, définitions et des théorémes utilisés dans
ce mémoire.
Soit C' = ([0, al, E) l'espace de Banach des fonctions continues bornées de [0, a] dans E muni

de la norme

[u( )z = sup [[u(t)| e
0<t<a

LP(]0,al, E) désigne la classe des fonctions intégrables de Lebesgue sur l'intervalle [0, a] muni

o = ([ luorar)”

1.1 Rappels sur les espaces fonctionnels

de la norme

Définition 1.1.1. (Espace de Banach)

Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Définition 1.1.2. (Espace Cla,b])

L’espace des fonctions continues sur [a,b], muni de la norme :

[z]| = sup [z()].
t€la,b]

Définition 1.1.3. (Espace de Fréchet)
Un espace de Fréchet est un espace vectoriel topologique réel complet dont la topologie induite

par une famille dénombrable et séparant de semi-normes.
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p

Remarque 1.1.1. I est bien connu que L,

([0,00[, E) est un espace de Fréchet par rapport

aur Semi-normes.

1/P

2%
|MOM%=(/ wmww) pour 1< p< oo
0

avec ty € [0,00[,k =1,2,....

Définition 1.1.4. Soient (E,d), (F,d') deux espaces métriques et f : E — F une fonction.

On dit que f lipschitzienne sur E, s’il existe une constante M > 0 telle que

d(f(x), f(y)) < Md(z,y),Vz,y € E

On dit ausst que f est M-lipschitzienne.

On dit que f est contractante si elle vérifie M < 1.

Définition 1.1.5. ( Espaces des fonctions intégrables de Lebesgue LP) Soit L'(J,R)

I’espace de Banach des fonctions u Lebesgue intégrables muni de la norme

lul|p = /J () dt.

Tandis que LP(J,R) désigne l’espace des fonctions intégrables de Lebesque sur J ot |ul? appar-

tient a L'(J,R), muni de la norme

1
nwmzuwwwf,um<w
J

En particulier, si p = oo, L°(J,R) est l’espace de toutes les fonctions u qui sont essentiellement

bornées sur J avec un sup essentiel

l|u||pe = esssup |u(t)] = inf{c > 0:|u(t)| <c p.p}
teJ

1.2 Quelque définitions et théorémes

Définition 1.2.1. (Semi norme) Une semi norme est une application d’un espace vectoriel
dans l’ensemble des réels positifs. C’est presque une norme mais une propriété est manquante,

la semi norme d’un vecteur non nul peut étre nulle.

Définition 1.2.2. (Ensemble convexe) Une partie C d’un espace vectoriel réel E est dite

convexe si et seulement si :
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Ve,y e C, Ya € [0,1]: ar+ (1 —a)y € C.

Définition 1.2.3. Soit C(J,R) l’espace des fonctions continues d’un intervalle compact J dans
R de l’espace de Banach X, M est un sous ensemble de C(J,R).

1. On dit que M est équicontinu si et seulement si :

Ve > O, 35 > O,Vf < M,th,tg eJ: Htl _tQH < o= ”f(tl) —f<t2)H <e.

2. On dit que M est uniformément borné si et seulement si :

Je>0: || f@t)]| <e, Vted, VfebM.

Lemme 1.2.1. [I0/(Lemme de Gronwall) Soit u : I C R — E une application continue,

positive. On suppose qu’il existe X et u deux fonctions continues (A > 0) satisfait

u(t) < p(t) +/ A(s)u(s)ds, Yt € [to,b].

to

Alors, u satisfait [’estimation suivante

t

wnw@+/xmmm@dA@@m.

to s

Dans le cas particulier u(t) = C, on obtient la majoration suivante :

u(t) < Cexp(/ A(s)ds).

to
Définition 1.2.4. [5] Une fonction f: J X R x R = R est dite Carathéodory si :
(i) La fonctiont — f(t,x,y) est mesurable pour chaque (z,y) € R x R.
(ii) La fonction (z,y) — f(t,x,y) est continue presque partout t € J.

Définition 1.2.5. [J|/(Théoréme de convergence dominée de Lebesgue) Soit (f,) une
suite de fonctions de L. On suppose que
(i) () = F(2) pp sur .
(it) il existe une fonction g € L' telle que chaque n, |f,(z)| < g(x) p.p sur €.
Alors
fe Q) et | fo—flln — 0.

Définition 1.2.6. [J/(Inégalité de Hélder)
Soient p et q deux exposants conjugué (i.e. % + % =1) et fe Ll ge L7 alors,
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fyeLletl/VMSHNMwm

Une cas particulier de [inégalité de Hélder pour p=q =2, on a

[173 < ([ 15a0 [ 1ot

Cette inégalité est appelée inégalité de Cauchy-Schwarz.

Définition 1.2.7. [2/ (Mesure de non Compacité de Kuratowski) La mesure de Kura-
towskr de la non-compacité d’un ensemble borné non vide A C E est défini par :

X(A) = inf{d > 0; A peut étre exprimé comme l'union d’un nombre fini d’ensembles tel que la
diametre de chaque ensemble ne dépasse pas ¢ }.

On rappelle quelques propriétés de x. St A,B sont des sous-ensembles bornés de E, alors :

(1) x(A) = 0 si et seulement si A est compact.

Dans la suite, on note x, les mesures de Kuratowski de la non-compacité des ensembles dans

Uespace LP([0,al, ).

Lemme 1.2.2. [2/Soit A un ensemble dénombrable de fonctions fortement mesurable
u : [0,a] — E tel qu’il existe un m(.) € L'([0,a],Ry) tel que ||u(t)]] < m(t) pour chaque
u(.) € A et pour presque tout t € [0,a]. Alors la fonction t — v(t) := x({u(t);u(.) € A}) est

intégrable sur/0,a] et pour chaque t € [0,al, on a

X ({/OtU(S)ds;u(.) € A}) < Z/Otv(s)ds.

Lemme 1.2.3. [§] Soit A C LP(]0,a], E)(1 < p < 00) dénombrable tel qu’il existe un
m(.) € L'([0,a],R,) tel que ||u(t)| < m(t) pour chaque u(.) € A et pour presque tout t € [0, al.

(i) Si

i supygeq |t + 1) = u(t)|de = 0 (11)
0
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alors
vl <2 ( [aera) I/P

(1i) A est relativement compact si et seulement si est satisfait et A(t) est relativement
compact (en E) pour presque tout t € [0, al.

Définition 1.2.8. (Dérivation Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville) Soit o un
nombre fractionnaire tel que o € [m — 1,m|, m = [a] + 1, on appelle dérivée fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville la fonction noté :

(*D3 (1) = oy (71100

Définition 1.2.9. (Dérivation Fractionnaire au sens de Caputo) Soit a un nombre
fractionnaire tel que « € [m — 1,m], m = [a] + 1 et f € C™([a,b],R) on appelle dérivée

fractionnaire au sens de Caputo la fonction définie comme suite :

DA = (™ 0 (1))

1.3 Classification des équations intégrales

Les équations intégrales sont classées par leurs caractéristiques selon trois caractéristiques

de base décrient leur structure globale, il est utile de les citer avant d’entrer dans les détails.

1.3.1 Equations intégrales de Volterra

Dans les équations intégrales de Volterra, au moins une des bornes de I'intégration est une
variable et la fonction inconnue u(z) apparait seulement & I'intérieur du signe intégral sous la

forme :
flz) = )\/ K (x,t)u(t)dt. (1.2)
(1.2) est appelée équation intégrale de Volterra non homogéne du premier type.

Exemple 1.

X
a:e%_l:/ e"tu(t)dt.
0
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Cependant,dans les équations intégrales de Volterra, ou la fonction inconnue u(x) apparait

a l'intérieur et & 'extérieur du signe intégral sous la forme :

u(z) = f(x) + /\/ac K (z,t)u(t)dt. (1.3)

(1.3) est appelée équation intégrale de Volterra non homogéne du deuxiéme type.

u(z) = & + i /O “In (é) w(t)dt.

1.3.2 Equation intégrales de Fredholm

Exemple 2.

Pour les équations intégrales de Fredholm, les bornes de I'intégration sont fixées. La fonction

inconnue u(z) peut apparaitre seulement 4 'intérieur de ’équation intégrale sous la forme :

f(x):/ K(x,t)u(t)dt, (1.4)

(1.4) est appelée équation intégrale de Fredholm non homogéne du premier type.
Exemple 3.
1
cos(z) = / (x — t)u(t)dt.
0

Pour les équations intégrales du second type de Fredholm, la fonction inconnue u(x) apparait

& l'intérieur et a 'extérieur du signe intégral.

b
u(z) = f(x) + )\/ K (x,t)u(t)dt. (1.5)

(1.5) est appelée équation intégrale de Fredholm non homogéne du deuxiéme type.

Exemple 4.
1 (7 sin(t
u(z) = cos(x) + 5 /0 ZH:E 1)

Remarque 1.3.1. On dit qu’une équation intégrale est singuliere si 'une ou les limites d’in-

u(t)dt
tégration sont infinies, ou bien le noyau devient infini au voisinage des limites de [’intégration.

1.4 Quelques théorémes de point fixe

Définition 1.4.1. Soit T un opérateur défini dans un espace de Banach E dans lui-méme, alors

pour tout x € E, tel que x = T(x), s’appelle un point fize de 'opérateur T.
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Théoréme 1.4.1. [6] (Théoréme de point fire de Banach) Soient (E,d) un espace mé-
trique complet et f : E — F une application K-contractante. Alors il existe un unique point

fize ' € E de f dans E (c-a-d une unique solution de f(z') =12’).

Théoréme 1.4.2. [6/ (Théoréme de point fize de Schauder) Soit X un espace de Banach,
K C X un ensemble convexe, fermé, borné et non vide, et soit T : K — K un opérateur

complétement continue. Alors T admet au moins un point fize.

Théoréme 1.4.3. [J/(Alternative non linéaire de Leray-Schauder) Supposons que U un
ouvert d’un espace de Fréchet X, 0 € U, et F : U — X soit une contraction telle que F(U) soit

bornée. Alors on a l’arternatif suivant
(C1) F admet un point fize unique dans U.
(C2) il existe A € (0,1) et uw € OU avec la propriété u = AF(u).

Théoréme 1.4.4. [J] Théoréme de point fixre de Monch
Soit E un espace de Banach, K C E un ensemble non vide fermé et convexe, et F': K — K

continue avec la propriété supplémentaire que, pour certains x € K, on a
C C K dénombrable, C' C conv({x} U F(C)) = C est relativement compact.

Alors F admet un point fixe dans K.

Lemme 1.4.1. Soit D un sous-ensemble borné, fermé et convexe de l’espace de Banach C(J, E),
G une fonction continue sur Jx.J et f : JXE — E une fonction de Carathéodory, et supposons

qu’il existe p € L' (J,R,) tel que, pour chaque t € J et chaque ensemble bornée B C E, on a

lim p(f(Jen x B)) < pt)u(B), avec Jyp = [t — h,t] N[0, T].

h—0t

Si V est un sous-ensemble équi-continu de D, alors

" ({ [ Genstatonis ye v}) < [ 116G 0lpsnv (s



CHAPITRE 2

SOLUTIONS DES EQUATIONS INTEGRALES DANS L*

Dans ce chapitre, on considérons I’existence de solution dans LP pour une classe d’équations
intégrales fractionnaires en impliquant des opérateurs abstraits de Volterra dans un espace de

Banach séparable.

Considérons 1’équation intégrale fractionnaire dans un espace de Banach E :

u(t) = (Pu)(t) + /t %(Qu)(s)ds7 p.p, t >0, (2.1)

0

ou P,Q :LY ([0,a], E) — L?

loc loc

([0,a], E), 1 < p < oo, sont des opérateurs Volterra abstraits
continues, (Pu)(0) = ug pour tous u € L} ([0,a], E) pour un donné ug € E, a >0et 0 <a <

loc

oo. On rappelle qu'un opérateur @ : LP ([0,al], E) — L7 ([0,a], E)) est un opérateur causal ou

loc loc
un opérateur de Volterra abstrait si, pour chaque 7 € [0, a] et pour tous
u(.),v(.) € L} ([0,a], E) avec u(t) = v(t) pour chaque ¢t € [0, 7], nous avons Qu(t) = Qu(t)

pour ¢ € [0, 7] presque partout.

Le contenu de ce chapitre est basé sur la référence [2].

2.1 Existence de solutions dans I” sur des intervalles finis.

Dans cette section, nous obtenons un résultat de 'existence de solution dans ’espace pour
I’équation fractionnaire intégrale suivante
t (t _ S)Oz—l
u(t) = (Pu)(t) + W(QU)(S)UZS (2.2)

0
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presque partout ¢ € [0,al, oa P,Q :LP([0,a], E) — LP(]0,a], ) sont des opérateurs de Volterra
a € [0.00] et 1 < p < 0o est un nombre réel tel que p > 1/a avec o € [0, 1]. On suppose aussi

que :

(H1) P: L*([0,a], E) — L?([0,a], E') est un opérateur de Volterra abstrait complétement conti-
nue tel que b(.) € LP([0,a],R ) existe avec

|(Pu)(t)|| < b(t) pour presque tout t € [0, al

(H2) Q :LP([0,al], E) — LP([0,al], E) est un opérateur de Volterra abstrait continue tel que
c(.) € LP([0,a],Ry) et d > 0 existe avec

|(Qu) ()| < e(t) + d||u(t)|| pour presque tout ¢ € [0, a],
et pour tout u(.) € LP([0,al, E).

(H3) 1l existe un K; > 0 tel que

X((QH)(t)) < Kix(H(t)) (2.3)

pour t € [0, a] et pour chaque sous-ensemble bornée H C LP([0,al, E).

Remarque 2.1.1. La mesure de non-compacité ne peut étre éliminée des hypothéses a cause
des critéres de compacité dans les espaces C([0,al, E) et L*([0,a], E), lorsque E est un espace de
Banach de dimension infinie. On sait que ['intégrale fractionnaire de Riemann Liouville d’ordre

a > 0, donnée par

(1°)(t) = ﬁ / (t - )" u(s)ds

définit un opérateur linéaire bornée I* a partir de LP([0,al, E') en lui-méme, et aussi de C([0,al, E)
en lui-méme.

Cependant, dans le cas d’espaces de Banach de dimension infini, cet opérateur ne cartographie
pas les ensembles compacts sur des intervalles bornés. Par exemple, st on considere la boule
B(0,I'(a+1)/a*) dans C([0,a], E), alors I*(B(0,T'(a 4+ 1)/a*)) = B(0,1) C C([0,qa], E).

Or, la boule unité n’est pas un compact dans C([0,a], E).
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Théoréme 2.1.1. Supposons que les conditions (H1)-(H3) soient satisfaites, alors I’équation

intégrale fractionnaire admet une solution dans L*([0,a], E), pourvu que

1/p 1-1/p
. a® 1 p—1
V= I‘(a) (ap) (ap71> S

Preuve Premiérement nous allons montrer que chaque solution de (2.2)) est a priori bornée
dans LP([0,a], E'). En effet, depuis

(2.4)

Ul

lu®)]| < |(Pu)®)] + ﬁ / (t — ) (Qu)(s)||ds

alors, en utilisant 1'inégalité de Holder, on a

t 1/q
(o)l < PO + 7 ( - s)‘m—”) QWO

1 (-1 i a=1/p[|| u
<00+ g (225) IOl + Ol

de sorte que
lu()llp < 10Ol + [leCllp + dllul)llp]-

Alors, en utilisant (2.4)), on a [Ju(.)||, < r, ot
s 1O +lleC)ll

- 1 —dy

Ensuite on considére l'opérateur A défini par

t—s) !

(Au)(t) = (Pu)(t) —i—/o (FT(QU)(S)CIS p.pte€|0,al. (2.5)
Si on pose B := {u(.) € L?([0,al, E) : ||u(.)|, < r}, alors il facile de vérifier que A(B) C B,

c’est-a-dire A est un opérateur de B dans lui-méme.

Montrons maintenant que A est un opérateur continue. Pour cela, soit {u,(.)}n>1, une suite

convergente dans LP([0, a|, E) tel que u,(.) — u(.) lorsque n — oc.
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Puis

[(Aun)(t) = (Au)(@)]| < [|(Pun)(t) = (Pu)(@)]] + ﬁ/o (t = 5)"HI(Qua)(s) — (Qu)(s)||ds

_ 1-1/p
< IPu)O = (POl + o (E2) 4P lQu)0) - (QuCI,

[(a) \ap

il s’ensuit que

[(Aun)(-) = (Au)()lp < [[(Pun) () = (Pu)()llp + 7 [(Qua)(.) = (Qu)()llp-

Puisque P et Q sont des opérateur continue, ||(Au,)(.) — (Au)(.)|l, — 0 lorsque n — oo, de
sorte que A est un opérateur continue.

Dans I’étape suivante, nous montrons que

lim sup ’ |(Au)(t + h) — (Au)(t)||Pdt =0

h—0 u(.)€EBy J0

pour tout sous-ensemble dénombrable By in B. Si ¢ € [0,a] et A > 0 sont tels que t + h € [0, a],

alors, pour tout u(.) € By on a

[(Auw)(t + h) = (Au) )| < [[(Pu)(t + h) = (Pu) ()] + ﬁ /0 [(t+h =) = (t = 5)* ] [(Qu)(s)|ds
1 t+h
")

( (t+h—s)*[(Qu)(s)lds
(P

u)(t +h) = (Pu)O)| + == [m(t,h) + na(t, h)].

1
[(a)

Maintenant, en utilisant 'inégalité de Holder, nous avons

() /rt—s ~ (k=9 @u)o)lds

et

t+h B 1-1/p
m(t, h) = / (t+h—s5)(Qu)(s)|lds <n (ijp _11> ho-1/p.

t
ot n := [lc(.)||, + dr.




12 Solutions des équations intégrales dans LP

Puis,
a p— 1 p—1
/ nt(t, h)dt < an? ( ) hP~Y -0, comme h =0, i=1,2.
0 ap—1
Puisque P est un opérateur compact, en utilisant le lemme [1.2.3] on a

limy, g supu(.)eBO/ |(Pu)(t + h) — (Pu)(t)||Pdt =0
0
par conséquent, puisque

LAGMAaxt+h>—<Auxwu%af;?-{AGMmet+ha—<PuwaWt

2r—1

+meﬁmﬁﬂ+mwww,

et on utilisant (2.6]) et (2.7]), on obtient

limy 0 SUDy e, / 1(Au)(E + B — (Aw)(®)|Pdt = 0
0

(2.6)

(2.7)

(2.8)

Ensuite, soit H un sous-ensemble dénombrable de B tel que H C conv((AH) U {0}). Nous

utiliserons les critére de compacité du lemme [I.2.3] pour montrer que H est un ensemble relati-

vement compact dans L*([0,a], E'). Premiérement a partir de (2.8]), on a

limy, 0 supu(')eH/ |lu(t + h) — u(t)||Pdt =0
0

(2.9)

Puisque H est un ensemble borné dans LP([0,al, E) a partir de (2.9)) et du lemme on a

XWﬂS%[®W®W@W

(2.10)

d’autre part, en utilisant les propriétés des mesures de non-compacité de Kuratowski et (2.3),

on a

X(H (1)) < x(conv(((AH)(1)) U{0})) = x((AH)(t))

En utilisant la compacité de 'opérateur P, on a
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1{31 t a—1
T [ = sy te)as

et donc, il s’ensuit que x(H(t)) = 0 pour tout t € [0, a], maintenant, par (2.10]), on obtient

X(H(t)) = 0, c’est-a-dire que H est un ensemble relativement compact dans LP([0,al, E), en

résumé, nous avons montré que A : B — B est un opérateur continu avec la propriété que, pour
un sous-ensemble dénombrable H de B tel que H C conv((AH)(t)) U {0}), H est relativement
compact. Puisque B est un ensemble fermé et convexe dans L?([0, a], E') alors d’apreés le théoréme
du point fixe de Monch, il s’ensuit qu'il existe u(.) € B tel que u(.) = (Au)(.), c’est-a-dire que
I’équation intégrale admet au moins une solution u(.) € B.

Théoréme 2.1.2. Soient les conditions(H1)et(H2)satisfaites. Supposons également qu’il existe
0< Ly <1etLy>0 tels que les conditions de type Lipschitz suivants soient satisfaites :

[(Pu)(t) = (Pv)(®)]] < Lif|(u)(t) — (v) (@) (2.11)

et

1(Qu)(t) — (Qu)(1)|| < Lall(w)(t) = (v) @), (2.12)

pour presque tout t € [0,a] et u(.),v(.) € LP([0,al, E). Ensuite, a une solution unique,
POUTVU qUE soit vérifiée et

Ly +~Ly <1 (2.13)

Preuve Soit A : L?([0,a], E) — L*([0,a], E') Popérateur défini par (2.5). Alors, pour tout
u(.),v(.) € L*([0,a], E), et pour presque tout t € [0,al, on a

[(Aw)(®) — (A0 B < (PW)E) — (Po)(B)] + /Ot(t —5)*H(Qu)(s) — (Qu)(s)llds

[(a)
< L[ (u)(t) = ()@

de sorte que

1(Au)(.) — (Av)()llp < (L1 +vL2)[[(w) () = (0)()lp-
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Puisque L; +vLy < 1, il s’ensuit que A est une contraction de LP([0, al, ). Par conséquent, A
admet un unique point fixe, et donc, ([2.2)) admet une unique solution u(.) € LP([0, a], E).

Remarque 2.1.2. Soit g(.) € LP([0,a],E) une fonction donnée l'opérateur constant P :
LP(]0,a], E) — LP(]0,al, E), défini par (Pu)(.) = g(.) pour tout u(.) € LP([0,a|, E), est évidem-
ment un opérateur de Volterra compact et abstrait ou. Aussi, il est bien connu que le probléme

de valeur initial suivant impliquant la dérivée fractionnaire de Caputo

(2.14)

{ (CDu)(t) = (Qu)(t),  pour presque tout,t € [0,al
u(0) = ug

est équivalente a I’équation suivant

u(t) = ug —{—/0 %(Qu)(s)ds pour presque tout t € [0, al.

par conséquent, les résultats suivants sont valables.

Corollaire 1. Si g(.) € LP([0,a], E) et
Q : L*([0,a], E) — LP([0,qa], E),

sont des opérateur de Volterra abstraits continues vérifiant les conditions du Théoreme [2.1.1],
alors ’équation intégrale fractionnaire

bt —s)ot

ut) =90+ [ = @Qus)as
admet au moins une solution dans LP([0,a], E) pourvu que 1 — dy > 0.

Corollaire 2. Si Q : LP([0,al], E) — L*([0,a], E) est un opérateur de Volterra abstrait continue
vérifiant les conditions du Théoréme alors le probleme auz valeurs initiales admet

au moins une solution dans QP([0,a], ') pourvu que 1 — dy > 0.

2.2 Existence de solutions dans L? sur des intervalles infinis

On obtient une résultat de 'existence de solution globale & I’équation intégrale fractionnaire

p

i.([0, 00[, E) pour I’équation intégrale fractionnaire suivante

dans I'espace L

u(t) = (Pu)(t) +/0 %(Qu)(s)d& pour presque tout, t > 0 (2.15)
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ou P,Q : LP(]0,00[, E) — LP(]0, 00[, ) sont des opérateurs abstraits de Volterra.

Théoréme 2.2.1. Soit p > 1 tel que p > 1/ avec a € (0,1). Supposons que, pour tout

a € [0, 00, les opérateurs P, Q : LP([0, 00, E) — L*([0, 00|, E) satisfont(H1)(H3). Alors, l’équa-
tion intégrale fractionnaire admet au moins une solution dans L, ([0, 0], E) pourvu que
1—dy>0.

Preuve Soit 0 <t; <ty <t<..<t,<..tel quet, = cocommen — oco. Alors, d’apreés le
Théoréme pour tout n = 1,2, ..., il existe u(.), € L*([0,t,], E) qui résout

)afl

w(t) = (Pue) + [ (FT@u)(s)ds (2.16)

presque partout t € [0,t,]. De plus, il existe des constantes 1, € [0,00[, k = 1,2, ..., telles que

)l = ( / ' ||un<t>||pdt) P

Comme dans la preuve du Théoréme il est facile de montrer que {u,(.)},>x est relative-

n > k implique

ment compact dans LP([0,tx], ) pour k = 1,2, ...,. En particulier,{u,(.)}n,>1 est relativement
compact dans LP([0, ], E'). Donc il existe un ensemble infini Ny C {1,2,...} et une fonction
v1(.) € LP[0,t;] telle que

t1
/ |un(t) — v1(2)||Pdt — 0 comme n — oo dans Nj.
0

Puisque {u,(.)}nen,, est une suite de Cauchy dans LP([0,t1], E), et elle converge vers v;(.), il
existe un ensemble infini N} C N; tel que u,(t) — v1(t) presque partout sur [0,¢;] lorsque
n — oo dans Ni. Soit Ni* = Nj\{1}. Comme précédemment, {u,(.)},enp> est relativement
compact dans LF([0, 5], E). Donc, il existe un ensemble infini Ny C N{? et une fonction

vo(.) € LP[0,t5] telle que
to
/ |un(t) — va(t)||Pdt — 0 comme n — oo dans No.
0

Puisque {u,(.)}nen,, est une suite de Cauchy dans LP([0,s], E), il existe un ensemble infini
N; C Ny tel que u,(t) — va(t) presque partout sur [0, 5] lorsque n — oo dans Nj.

Ensuite, prenez Ny? = Nj\{2}, et continuez argument par induction. Depuis Nj C N}, il
s’ensuit que v (.) = vq(.) presque partout sur [0,¢;]. Maintenant, on définit la fonction

u(.) : [0,00[— E par u(t) = vg(t)
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pour presque tout t € [0, et k = 1,2, ... puisque

tn tn
/ u() [Pt = / lon()|Pdt < 7 pour n = 1,2, .
0 0

il s’ensuit que u(.) € LY

([0, 0], E).

Ensuite, nous montrons que la fonction u(.) est solution de 1’équation intégrale. Puisque

Q : LP([0,tg], E) — LP([0,1;], E)) est continue et u,(.) — yx(.) dans LP([0, tx], E') comme n — oo
dans Ng, il existe un ensemble infini M, C Ny tel que (Quy,)(.) = (Qux)(.) presque partout sur
[0, tx] comme n — oo dans M. D’autre part, si ¢ € (0, ;] est donné, alors il est facile de voir
que

s = mils) = (¢ = ) (6(0) + el + dr)

appartiennent LP([0,t;], E), et (t — s)*7|(Quy)(s)|| < mg(s) pour presque tout s € [0, tz].
Donc, en prenant n — oo dans M), dans (2.16). Par le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue, on obtient

t (t o S)a—l

v(t) = (Pug)(t) +/ W(ka)(s)ds.

0

Puisque vy (t) = u(t) pour presque tout t € [0, t], on trouve

) = (Pu) + [ %

presque tout ¢ € [0,%;], et donc, u(.) est une solution de (2.15) dans L7 ([0, 00[, E) .

loc

(Qu)(s)ds



CHAPITRE 3

EXISTENCE DE SOLUTIONS DES EQUATIONS INTECRALES
QUADRATIQUES

Dans ce chapitre, nous étudions l'existence d’une solution sur un intervalle semi-infini
J = [0,00][ pour les équations intégrales quadratiques suivante avec modification linéaire de

I’argument dans les espaces de Fréchet.

z(t) = f(t)+ (Ax)(t)/o u(t, s, z(s), x(as))ds, teJ, (3.1)

et .
x(t)—f(t)+g(t,x(t))/0 u(t, s, 2(s), 2(as))ds, te (3.2)

ou fi=J =R, g:JxR—=Ru:JxJpxR?>— R sont des fonctions données, 0 < o < 1,
Jr:=1[0,T], et A:C(J;R) — C(J;R) est un opérateur approprié.

Le résultat basé sur alternative non linéaire de type Leray-Schauder pour les application
dans les espaces de Fréchet.

Le contenu de ce chapitre est basé sur la référence [3].

3.1 Existence de solutions

Dans cette section, nous étudierons I’équation (3.1)) en supposant que les hypothéses sui-

vantes sont vérifiées :

(al) f:J — R est une fonction continue.
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(a2) Pour tout n € N il existe L,, > 0 tel que

(Az)(t) — (AT)(1)] < Lo|a(t) — 3(t)] @7 € C(J;R) et te[0,n]

(a3) Il existe des constantes non négatives a et b telle que

[(Az)(1)] < a + bla(t)|
pour chaque z € C(J,R) et t € J.

(a4) u: J x Jp x R? — R est une fonction continue et pour tout n € N, il existe une constante

L} > 0 telle que

u(t, s, z,y) —u(t,s,z,9)| < Ly(lv — 2] + [y — g])
pour tout ¢t € [0,n], s € Jr, et x,y, %,y € R.

(ab) I existe une fonction continue croissante ¥ : J? — [0, +oo[ et p € C(J;R,) telle que

My,
| £lln+T (a+bMyp) W (M, My )p* >1 (3.3)

pour tout n € N, ot p* = supp(s) : s € Jr.
Théoréme 3.1.1. Soit les hypothéses (al)-(a5) satisfaite. Si, de plus, l'inégalité
2(a + bM,) LT + TL,W(M,, M,)p* < 1 (3.4)

est vrai pour tout n € N, alors l’équation admet une solution unique.

Preuve Pour tout n € N, on définit dans C'(J,N) les semi-normes par la formule

[ylln := sup [y(@)] : ¢ € [0,n].

Alors C'(J,N) est un espace la famille des semi-normes {||.||, }nen. Transformer le probléme
(3-1) en un probléme a point fixe. Considérons 'opérateur A : C(J;R) — C(J;R) défini par la

relation

(Ay)(t) Zf(t)+(Ay)(t)/0 u(t,s,y(s),y(as))ds, teJ

Soit y une solution possible du probléme (3.1). Pour n € N et ¢ < n, donnés, compte tenu de
(al),(a2) et (ab), on a
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y(®)] < If(t)|+|(Ay)(t)!/0 u(t, s,y(s), y(as))|ds

< [f@OI+ (a+ bly(t)l)/0 p(s)¥(ly(s)l; ly(as|)ds
< [ flln =+ T(a+ bllyll)¥ s llylln)p"

et donc

Y[l
A1+ T (a =+ 0llyll)@ (s [1ylln)p*

De ([3.3) il s’ensuit que ||y||, # M, pour chaque n € N, maintenant, posez

<1

Que (L;R) : |ylln < M, pour tout neN

Clairement, ) est un sous-ensemble ouvert C'(J, R), nous allons montrer que A : Q — C(J;R)
est un opérateur de contraction. En effet, considérons y,y € C(J;R), pour chaque ¢ € [0, n] et

n € N, de (a2)-(ab) on obtient

[(Ay)(t) — (Ap)(H)] < ‘(Ay)(t)/o u(t, s,y(s),y(os))ds — (Ay)(t)/o u(t, s, y(s), y(as))ds

< ‘(Ay)(t)/o u(t, s, y(s), y(as))ds — (Ay)(t)/o u(t, s,9(s), y(as))ds

£ 1(Ay)() — (Ap)(D) / ult, 5. 5(s). Flas))|ds
< ODL: [ ((s) ~ 3611+ otas) ~ ) s
L) =50 [ 63060 ) s

< [2(a+ bM,) LT + T LW (M, M)p*]|ly — §lls-

Conséquent

1Ay = Aglln < [2(a + 6My) LT + T LW (M, My )p*]lly = 3lln-



20 Existence de solutions des équations intégrales quadratiques

Donc d’aprés lopérateur A est une contraction pour tout n € N. Du choix de 2 il n’y a
pas de y = 09 tel que y = AA(y) pour un certain A € (0, 1), alors I’énonce (C2) de théoréme
n’est pas vérifie une conséquence de ’alternative non linéaire de type Leray-Schauder
donne que (C1) est vérifiée et donc on en déduit que 'opérateur A admet un point fixe dans

Q, qui est une solution de 'équation (3.1]).

Théoréme 3.1.2. Soit les hypothéses satisfaite :

(b1) f:J — R est une fonction continue.

(b2) g:J xR — R est continue, et pour tout n € N, il existe L, > 0 tel que

lg(t,z) — g(t,z)| < Ly|z —Z|, pour tout x,z€R et tel0,n].

(b3) u : J x Jp x R? est une fonction continue, et pour tout n € N, il existe une constante

L} >0 telle que

|U(t,8,l’,y) - U(t,S,f‘,g” < L;kz(|x - f| + |y - g|)

pour tout (t,s) € [0,n] x Jp et z,y,z,y €R.

(b4) Il existe une fonction continue non décroissante ¥ : J* — [0,00[ et p € C(J;Ry) telle

que

Ju(t, s, z,y)| < p(s)¥(|z, y])

pour chaque(t,s) € J x Jr et x,y € R, et de plus il existe des constantes M,, € J,n € N

M,
1f Wl + T (L My + 1000 )0 (M, My, )p*

pour tout n € N, ou p* = sup{p(s) : s € Jr} et m, = sup{g(¢,0) : t € [0,n]}

> 1

S, en plus ["inégalité

2(L, M, +my)TL: + TL,W(M,, M,)p* < 1 (3.5)

Alors ’équation a une solution unique.
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Preuve La preuve est similaire a celles du Théoréme |3.1.1]

3.2 Exemple

Considérons I’équation intégrale quadratique de type Urysohn

ey [Tt s

On fixons f(t) = 1 pour chaque t € J, ¥(x,y) = = + y pour tout x,y > 0,

(Az)(t) = %, teJetxeC(R),

et

u(t, s, x,y) = (x +y)

S
t3+1
pour tout (¢,s) € J x Jr et z,y € R. Il est clair que est un cas particulier de I’équation
(3-1). Montrons que les condition (al)-(a5) sont vérifiées.

Pour chaque n € N, t € [0,n], et z,z € C(J,R,), on a

|z(t)] |z(?)] ’ _ ‘ |[z(8)] = [2(?)]
| | (14 2@ D+ [z()])

|(Az)(t) — (Az)(t)] =

(0) ~ 2(0) .
= W o ) = 0~
Donc (a2) se satisfait de L, = 1.
Pour chaque t € J et x € C(J,R), on a
a0l = | 20| <1oto

Donc (a3) tient avec a = 0 et b = 1 pour chaque n € N, (¢, s) € [0,n] X Jr,et,x,y,T,7 € R, ona

ult5.2,2) = 5,0 9) = |24+ 0) = (5-+9)]
< gl i) - (o +9)
<l +yl -l +g]
“nd41

< Tlle —yl+ |z + 9.
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Donc (a4) se satisfait de L} =1T.
Pour tout z € N, (t,s) € [0,n] X Jr, et z,y € R, on a

ts
t3+1
< s(lzf + [yl) = s@(|z], ly])-

|ults, z,y)| =

(:E+y)‘

Pour conclure que (a5) est vérifi¢, nous allons montrer que (3.3) est vérifice. En effet

M, M,
Sl ——— >
1f1ln 4+ T'(a + bM)W (M, My )p* 1+ 2T2M?

= 21°M?* — M, +1 < 0.

Remarquer que la derniére inégalité est vraie pour T tel que 1 — 272 > 0, i.e.,
T < 2= (3.7)

Donc pour 7' > 0 satisfaisant (3.7)), il existe M,, > 0 satisfaisant (3.3). Montrons enfin que (3.4)

est satisfait
2(a+ bM,)L:T + TL,W(M,, M,)p* — 1 =2M,T? +2T°M, — 1
=4M,T? — 1.

Donc (3.4)) est satisfaite pour T ou M,, vérifie 4M, T? — 1 < 0, i.e., pour

1
0<T < —
2V M,

ou < M, < }lT_Q. Par conséquent, si vérifie les inégalités

0<T < min{——

2\/_ 2\/_}

Alors il résulte du Théoréme que ’équation (3.6 a une solution unique.



CHAPITRE 4

EXISTENCE ET STABILITE ASYMPTOTIQUE LOCALE DES
SOLUTIONS

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats concernant l’existence et la stabilité
asymptotique locale des solutions pour une équation intégrale fractionnaire.
On considérons 1'équation intégrale quadratique non linéaire suivante de Volterra d’ordre frac-

tionnaire .
x(t) =f(t,w(a(t)))+/o g(t, s,x(y(s)))ds; t € R, :=[0,00], (4.1)

outa, B,7v:Ry - Ry, f: Ry, xR—Retg:R, xR, xR — R sont des fonctions continues.
L’outil principal utilisé est la technique associée a une certaine mesure de non-compacité liée a
la monotonie, et ’existence de solutions a 1’équation intégrale quadratique non linéaire suivante

de Volterra d’ordre fractionnaire de Riemann-Liouville

B(t)
u(t) = f(t,u(a(t))) + ﬁ/g (B(t) — 5)"tg(t,s,u(v(s)))ds; sitec R, (4.2)

ou «, B, 7, f, g sont comme dans (4.1),7 € [0,00[ et I'(.) est la fonction Gamma(d Euler)

définie par

r'¢) = /OOo tle7tdt, >0

On prouve l'existence de solutions d’équation(4.2)) en utilisant le théoréme du point fixe de

Schauder, et nous obtenons des résultats sur la stabilité asymptotique locale des solutions.
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Le contenu de ce chapitre est basé sur la référence [1].

Définition 4.1.1. Soit r > 0 pour u € L'([0,b]), b > 0 Uexpression

(T5u)(0) = g | (= o7~ uloyis

(r

est appelée intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre r.

En particulier,
¢
(Ru)(t) = u(t), (Lu)(t) = / u(s)ds;  pour presque tout t € [0, b
0

Par exemple, Iju existe pour tout r > 0 quand u € L*([0,b]). On note aussi que quand
u € C([0,0]), alors (Iju) € C([0,b]),

Exemple 5. Soit w € [—1,00[ et r € [0, 00[, alors

(1
IjtY = ﬁt“*r, pour presque tout t € [0,0].

Soit G un opérateur de Q C BC; Q # 0 dans lui-méme et considérons les solutions de I’équation
(Gu)(t) = u(t). (4.3)
Passons maintenant en revue le concept d’attractivité des solutions pour l’équation .

Définition 4.1.2. Les solutions de l’équation sont localement attractives s’il existe une
boule B(ug,n) dans l'espace BC telle que pour des solutions arbitraires v = v(t) et w = w(t)

des équation appartenant & B(ug,n) NQ on a que
limy o (v(t) — w(t)) = 0. (4.4)

Lorsque la limite est uniforme par rapport a B(ug, n)NS2 les solutions de l’équationsont
dites uniformément localement attractives(ou de maniére équivalente que les solutions de

sont localement asymptotiquement stables)

Lemme 4.1.1. Soit D € BC'. Alors D est relativement compact en BC' si les conditions sui-

vantes sont remplies :

(a) D est uniformément borné en BC.
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(b) La fonction sont appartenant a D sont presque équicontinus sur R,

c’est-a-dire équicontinus sur tout intervalle compact de R .

(c) Les fonctions de D sont équiconvergentes, c’est-a-dire que étant donné e > 0, il correspond

T(€) > 0 tel que |u(t) — u(400)| < € pour tout t > T(e€) et u € D.

4.2 Existence de solutions

Dans cette section, nous intéressons a l’existence et a la stabilité asymptotique locale des

solutions de I’équation(4.2)). Les hypothéses suivantes seront utilisées dans la suite.

(H1) Les fonctions «, 3, v : Ry — R, sont continues et lim, ., a(t) = co.
(H2) La fonction f : Ry x R — R est continue et il existe des constantes positives M,L
telles que M < L et

Mlu —v|

It w) =l S Gy T = on

, pour t € Ry et pour u,v € R.

(H3) La fonction ¢t — f(,0) est bornée sur R, avec f* = sup,cg, f(t,0)
et limy,o |f(£,0)| = 0.

(H4) La fonction g : Ry x Ry xR — R est continue et il existe des fonctions p, g : Ry — R,
telles que

p(t)a(s)
9t 5.)| < 5

——————— pour t,s € R, et pour u € R.
+a@) +u P e

De plus, supposons que

t—o00

B(t)
lim p(1) / (B(t) — )" q(s)ds = 0.

Théoréme 4.2.1. Supposons que les hypothéses (H1)-(Hj) soient vérifiées. Alors I’équation
admet au moins une solution dans l’espace BC. De plus, les solutions de l’équation

sont localement asymptotiquement stables.

Preuve Ensemble d* := sup,cg, d(t) ot
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De I'hypothése(H4), nous déduisons que d* est fini. Définissons 'opérateur N, tel que pour tout
u € BC

B(t)
(Nu)(t) = f(t,u(a(t))) + F(lr) /0 (B(t) — )" gt s, u(vy(s)))ds; teR,. (4.5)

En considérant les conditions du théoréme, on déduit que N(u) est continue sur R, . Maintenant

nous prouvons que N(u) C BC pour tout u € BC. Pour t € R, arbitrairement fixé, on a

B(t)
[(Nu) ()] = | (£, ula(t))) + T_/o (B(t) — )" g(t, s,u(y(s)))ds

G

< |f(t,ulalt))) — £(2.0) + £(2,0)]

1 B(t) -

0 / (B(t) — 5" g(t, 5, uly(s)))ds
Miu(a(t))

@+ a(0)(L + Ju(@(®))])

o) [P0 (B(t) — s a(s)

T / T+ a® + ()"

M |[ul
< + ff+d.
L+ lul

+

<

+1/(t,0)|

S

D’ou

[N(u)|| < M+ f*+d*. (4.6)
D’ou N(u) C BC. L’équation(4.6) implique que N transforme la boule B, := B(0,7) en lui-
méme ou n = M + f* +d*. Nous allons montrer que N : B, — B, vérifie le théoréme du point

fixe[7]. La preuve sera donnée dans les hypothéses des plusieurs étapes de Schauder.

Etape 1 N est continue.

Soit {uy, }nen une suite telle que w, — u dans B,. Alors, pour chaque t € R, on a

[(Nun)(8) = (Nu) ()] < [f(t, un(a(t)) = f(t, u(a(t)))]

1 o r—1
() / (B(t) = )" g(t s, ua(7(s5))) — g(t, 5, u((s)))|ds

MJuy — ull
— (L a®)(L A+ [lun —ul)

+

B(t)
+ﬁ/0 (B(t) = 5) g (t, s, un(v(5))) — g(t, s, u(v(s)))l|ds (4.7)
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Cas 1 Sit e [0,7]: T > 0 alors, puisque u, — u comme n — oo et g est continue, (4.7)
donne

|N(un) — N(u)||lpc — 0 comme n — oco.

Cas 2 Sit>T;T >0, alors de(H1) et (4.7) on obtient

(Va)6) = (V) 0] < FH
Ol R O 8T RS0
O Sy TF )+ i)+ ad) + ()]
Mun ]
— L+ |ju, — ul
20p(t) [ 1
<20 [ 00 = s et
< =t 4 ond(t). (4.8)

Puisque u,, — u comme n — oo, alors (4.8) donne
IN(u,) — N(u)|lpc =0 comme n — co.

Etape 2 N(B,) est uniformément borné.

Clair puisque N(B,) C B, et B, est borné.
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Etape 3 N (B,) est equicontinu sur tout intervalle compact I de R..

Soit t1,ty € I, t; <ty et soit u € B,. Aussi, sans perdre de généralité,

supposons que (t1) < ((t2), nous avons donc

[(Nu)(tz) — (Nu)(t1)] < |f(t2, u(a(tz))) — f(t2, ula(tr)))] + | f(t2, u(a(ty))) — f(ts, u(a(tr)))|

1 B(t2) - ;
*‘USA (Bta) — )" glta, 5, ulx())) — gltr, 5, u(1(s)))]ds
1 ﬁ(tz) r—1
+f@5é (B(ta) — 57 g(t, 5, ulx(s)))ds

B(t1)
_/O (B(t2) = s) " 'g(t1, s, u((s)))ds

1
+ —

g r—1
T(r) /0 (B(ta) —s)" " g(t1, s,u(v(s)))ds

B(t1)
= [0~ 975t

Mlu(a(ts)) — u(a(t))]
— (T alt)) (L + [u(alts)) — ula(t))])
+ [f(t2, ule(tr))) = f(tr, u(e(tr)))]
1

B(t2)
*ﬁﬁl (B(t) — 57 |g(ta, 5,u(1(5))) — gltr, s, u(y(s)))] ds

1 Alta) r—1
+ I'(r) //3(t1) (B(t2) —s)" " [g(ts, s, u(y(s)))| ds

1 o) r—1 r—1
i [ B = = (800 = o X o sr () s
_ Mulafts)) - u(a(t)
< T+ ula(ts)) — u(alt)]
1

B(tz2)
+ m/o (B(t2) — )" [g(ta, s, u(y(s))) — g(tr, s, u(y(s)))| ds

+ [f(t2, ule(tr))) — f(tr, ule(tr)))]

& B(t2) IR
S E L, B = ety

B(t1)
+ % /0 |(B(t2) = s)" " = (B(tr) — 5)"" | q(s)ds.

De la continuité de «, 3, f, g et lorsque t; — t9, le membre de droite de I'inégalité ci-dessus

tend vers zéro.
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Etape 4 N(B) est équiconvergent.
Soit t € Ry et u € B,, alors on a

(Na)(0)] < |F(tu(alt))) — £(2.0) + £(2,0)

1 B(t) .

w0 / (B(t) — 5)"g(t, 5, uly(s)))ds
Mlu(a(t)]

0t @)@ + a0

o) [P0 (3() — 5 a(s)

T / T a() + Ju(y(s)]”

+ [£(#,0)]

+

<

S

S T5a0)

1 p(t) B(t) -
Ty a(t) (F(r) /0 (B(t) — s) q(s)ds)

d*
14 aft)

+ 1/ 0)[ +

= 1+ aft)

ainsi

|(Nu)(t)| = 0, comme t — 4o0.

par conséquent, nous obtenons
|(Nu)(t) — (Nu)(+o00)| — 0, lorsque t — +o0.

En conséquence des étapes 1 a 4 avec le lemme [{.1.T} on peut conclure que N : B, — B, est
continue et compact. D’une application du théoréme de Schauder, on déduit que N admet au

moins un point fixe u solution de I’équation (|4.2]).

Nous devons maintenant étudier l'attractivité locale uniforme pour les solutions de 'équa-
tion (26). Supposons que ug est une solution de I’équation(|4.2)) avec conditions du Théoréme
. Considérons la boule B(ug,n*) avec n* = L4= on

L—-M>

M* =

F(T) teER}

1 B(t)
sup {/O (B(t) = s)"g(t, s,u(v(s))) — g(t, s, uo((s)))|ds; € BC} .
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Soit u € B(ug,n*), on a

[(Nu)(#) = uo(t)] = [(Nu)(t) — (Nuo)(?)]
< [t ule(t)) = f(t uo((t)))]

< —Jlu —upl| + M*

IN

L
M * *

On observe donc que N est une fonction continue telle que N (B(ug,n*)) C B(ug,n*).
De plus, si u est une solution de 1’équation(4.2)) alors

u(t) = uo(t)] = [(Nu)(t) — (Nuo(t))]

< [f( u(alt))) — f(E uo(a(t)))]
1 B() .
+ m/{) (B(t) = )" lg(t, s, u(v(s))) — g(t, 5, u0(7(s)))|ds
Mu(a(t)) — up(a(t
~ L+ |u(a(t)) — uo(af

L) /5(”( (B(t) =) q(s

I(r)

+a(t) + [uo(v(s)

(B(t) —s)""'q(s)
+ )‘) ds

Mu(a(

)
t)) — uo(af(t
= L+ u(al?) (

) — uo(a

<

SIS

B(t)
wwm—wwmuﬁ?l (B(1) — s q(s)ds. (4.9)

Puisque a(t) — oo aussi t — oo, alors

Jim [u(a(t)) ~ uo(a(®)] = Jim [u(t) ~ uo(t)|.

t—00

Ainsi, en utilisant , en déduit que

. . 2Lp(t) o r—1 —
Jim [u(t) = o) < Jim =i [ (80 = a(eds =
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Par conséquent, toutes les solutions de I’équation(|4.2)) sont localement asymptotiquement stables.

4.3 Exemple

Comme application de nos résultats, nous considérons I’équation intégrale suivante d’ordre

fractionnaire

B 1 1 ¢ e In(1 + s|u(t)]) .
O = S @, O T o T SR 610

wr:;awzﬂwzv@:t

t,U: ) teR) UGR,
F(tu) 214 t)(1 + |u]) + +
o In(1 + slul)
n(l + sju
t,s,u) = ;o t,seRy, uel.
905 = e a2 4 ) §

Pour chaque t € Ry et u,v € R, on a

lu — v
(1+6)(1+|u—v])

7t = F(t,0)] < 5

Alors nous pouvons facilement vérifier que les hypothéses du Théoréme [4.2.1| sont satisfaites.
En fait, nous avons que la fonction f est continue et satisfait ’hypothése (H2), avec M = % et
L = 1. Aussi f satisfait 'hypothese (H3) avec f* = 1 . Remarquons ensuite que la fonction g

satisfait ’hypothése (H4), ou p(t) = ﬁ et q(s) = s. Aussi,

B(t) 1 9 5
| e = ats)as = gk,
et
' B(®) - . 9t
i p(t) [ (8(0) = o) = fim o =0

Donc d’aprés le Théoréme I'équation (4.10) admet une solution définie sur Ry est les

solutions de cette équation sont localement asymptotiquement stables.



CONCLUSION

Dans ce mémoire on a présenté l'existence et 'unicité de solutions de quelques classes des
équations intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville. Ces résultats ont été obtenu
par 'application du théorie de point fixe, en particulier on utilise le théoréme de point fixe de

Banach, Schauder, Leray-Schauder et Monch.
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