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Introduction générale

Dans ce travail sont considérés des opérateurs intégraux dont le noyau est celui d’Oina-
rov. Ces derniers généralisent plusieurs autres opérateurs intégraux, a savoir les opérateurs de
Hardy, de Riemann-Liouville, de convolution, de Weyl et autres.
le mémoire comprend une introduction, trois chapitres, une conclusion et a la fin une biblio-
graphie .

Au premier chapitre sont données des notions d’analyse fonctionnelle nécessaires dans la suite
de ce travail.

Dans le deuxieme chapitre, on trouve un bref apercu sur 'inégalité de Hardy moderne et les
conditions sous lesquelles elle est satisfaite .De plus est considéré le cas ou les fonctions de poids
sont des fonctions puissance . Il est aussi question de la constante optimale dans ces différentes
estimations . Ainsi sont cités quelques exemples d’illustration .

Au dernier chapitre on traite des opérateurs généraux de Hardy (opérateur K et son conjugué K
). A partir d’'un lemme dont la preuve est donnée d’une maniere détaillée on aborde quelques
théoremes ou les parametres d’intégration p et ¢ sont donnés dans l'ordre 1 < p < ¢ < o©
et puis 1 < ¢ < p < oo pour l'opérateur K , et son conjugué K .Ainsi est considéré le cas
0<g<l<p<oo.

A la fin de ce chapitre ont été traités les cas particuliers des opérateurs K et K , ¢’est-a-dire
celui de Riemann-Liouville et son conjugué .

A la fin du manuscrit on trouve une conclusion et une bibliographie assez détaillée .
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Chapitre 1

Espaces classiques de Lebesgue.
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Chapitre 1 Espaces classiques de Lebesgue

1.1 Définitions et inégalités intégrales.

Notations :

1. On note par e le sous ensemble de €2 de mesure nulle .

2. On note par p.p pour dire presque partout.

3. || désigne la mesure de Lebesgue de I'ensemble Q.

4. L’ensemble des fonctions continues sur R” est noté par C' (R").

5. Pour deux quantités positives (non négatives) A, B,

:= on désigne par .

Lemme 1.1 (Lemme de Fatou) :

Soient Vk € N, les fonctions fr non négatives et mesurables sur un ensemble mesurable 2 C R”
et presque partout sur €2 existe la limite finie ou infinie kll_)rglo fr(x).

Alors f(z) = klim fr(x) est mesurable et de plus :
—00

/Qf( )do < lim mf/fk (1.1)

Démonstration. Voir [21], [7]
Théoréme 1.1 (Convergence monotone) :
Soient Vk € N | fi des fonctions non-négatives et mesurables sur un ensemble ) mesurable,
Q C R™ de plus fi(x) < fry1(z) p.p . Alors
hm/fk(a:)dx:/ﬂkh_}rgofk(x)dx (1.2)

k—o00 QO

Démonstration. Voir [21], [7].
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Chapitre 1 Espaces classiques de Lebesgue

Théoréme 1.2 (Convergence dominée) :

Soient Vk € N | f; des fonctions mesurables sur un ensemble {2 mesurable, 2 C R™ et p.p existe

sur €2 la limite finie klim fr(x). Sl existe une fonction G(z) intégrable et non négative p.p. sur
—00

Q, telle que
|[fe()| < G(), (1.3)

alors Vk € N les fonctions fj, et la fonction klim fr(x) = f(x) sont intégrable sur ) et
—00

lim /Q fo(w)da /Q f(@)da. (1.4)

Démonstration. Voir [21], [7].
Remarque 1.1 :
La plus petite possible fonction g dans (1.3) est la fonction G définie comme suit :

G(z) = sup|fu(z)|, VxeE.

neN
Théoréme 1.3 (Théoréme de Fubuni) :
Soit E un ensemble mesurable de R" (E' C R") et ' C R™ (un ensemble mesurable) et la
fonction f(z,y) intégrable sur E x F. Alors pour presque tous les x € E, f(z,y) est intégrable
sur F', pour presque tous les y € F' f(x,y) est intégrable sur F et :

o flz,y)dady = /E (/F f(x,y)dy) dr = /F (/E f(x,y)dx) dy. (1.5)

Démonstration. Voir [21], [7].
Conséquence 1.4 :

Si f(z,y) est mesurable sur F' x F' et est finie I'une des intégrales :

/E(/F!f(x,y)\dy> dm’/lr(/Elf(m’y”dx) a.

alors toutes les intégrales de (1.5) existent et de plus cette derniere est vérifiée.

Remarque 1.2 :
Si f n’est pas intégrable sur F x I, alors les intégrales itérées peuvent ne pas exister ou exister

et étre différentes.
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Chapitre 1 Espaces classiques de Lebesgue

Théoréme 1.5 (Théoréme de Luzin) :
Pour qu'une fonction f(z) définie sur un segment [a, b] soit mesurable, il faut et il suffit que

pour tout € > 0 il existe une fonction ¢ (z) continue sur [a, b] telle que

{z, f(z) # ()} <e (1.6)

Démonstration. Voir [19] Ch. V théoréme 9.
Dans ce qui suit on définit I’espace de Lebesgue (espace de fonctions).
Définition 1.1 :
Soit 2 C R”, un ensemble mesurable avec 0 < p < oo et soit f : 2 — C. On dit que f € L,(Q)
si
(a) f est mesurable sur €.
() [ fllzyioy = (S 1f17d) " < 0.
Exemple 1.1 :
Soit

fa) = 1 six € Ey

-1 size E/E

avec By C E, F; non mesurable, alors
(1) n’est pas vérifieé.
) 1,5 = (Jrdz)'"” = |E]» < oo, done f ¢ Ly(E).
Définition 1.2 :

Soient {2 C R™ un ensemble mesurable, f: Q2 — C

supvraif(x) = inf sup f(x) (1.7)
z€Q ecQJ}EQ/e

inf vrai = inf . 1.8
inf vraif(z) sup ind /ef(x) (1.8)

Définition 1.3 :
Soient 2 C R™, mesurable et soit f: Q2 — C,|Q2] > 0. On dit que f € L(Q2) si f est mesurable
et

1L :sugvrai|f(x)| < 0. (1.9)
xre

8
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Chapitre 1 Espaces classiques de Lebesgue

Remarque 1.3 :
On pose || f||L..) = 0 pour |Q| = 0.
Théoréme 1.6 (Théoréme de Riesz) :

Soit 2 C R™, un ensemble mesurable et f une fonction mesurable sur €2, alors :

Tim 17,0 = 1o (1.10)

Démonstration. . Voir [1], et [9].

1.1.1 Inégalités de Holder.

Lemme 1.2 (Inégalité de Young) :

Soit p > 1, alors

a? bl
Ya,b>0, ab< —+ —, (1.11)
p q
1,1 _
avec o + i 1.
Lemme 1.3 :
Pour 0 <p<1,ona
a? bl
Ya,b >0, ab>—+ —. (1.12)
p q
Corollaire 1.1 :
Soit p,q,r > 1 tels que % = ]% + é, alors
VA,B>0, (AB) < aA»y pe (1.13)
p q

Démonstration Comme % = —i—% , alors 1 = =~ + - et on applique I'inégalité (1.11) avec

1 1o, 1
P p/r ' q/r’
a= A" et b= B" on trouve

Clp/r n bq/T‘ _ pr n CBQ
p/r q/r p q

(AB)" = ab <

Lemme 1.4 :
Soit {2 un ensemble mesurable, si les fonctions f : 2 — R et g : 2 — R sont mesurables sur €2,

et g est non négative, alors :

zeN

igsfzvraif(x)/g)g(x)dx < /f(x)g(x)da: < supvraif(x)/ﬂg(x)dx. (1.14)
9
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Chapitre 1 Espaces classiques de Lebesgue

Démonstration Soit e C € tel que |e| = 0, alors
[ ot = [ sote < suw sa) [ gic
Q Q\e Q\e Q

alors

/Q F(2)g(e)dz < sup f(x) / g(x)da

Qfe
d’ou

/f(x)g(x)dx < inf sup f(x)/gd:c—supvraif(x)/gdx.
0 0 Q

TEE zeQ\e z€S

D’une maniére analogue.on prouve l'inégalité gauche de (1.14).

Corollaire 1.2 :
Soit €2 un ensemble mesurable, si les fonctions f : 2 — C et g : 2 — C sont mesurables sur ()

et f € Lo(2),9 € L1(Q), alors :

< [ f 2@ llgllzi@)- (1.15)

/Q F(2)g(x)da

/ﬂ foda

Démonstration

< [ Ifslde < supvrail )| [ lglas
Q e

< A llee@llgllzi @)

Théoréme 1.7 (Inégalité de Holder) :

Soit 2 C R™ un ensemble mesurable, et 0 < p < oo, f € L,(Q) et g € Ly(2) avec 1/p+1/q=1,
alors :

i)Sil<p<oo

/Q Flde < 11l gl . (1.16)

(i) Si0<p < 1,Vx € Q,g(zx) #0

| Valde = 10l o (1.17)
Pour la preuve de (1.16) et (1.17) on utilise I'inégalité de Young (1.11) et (1.12).

10
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Chapitre 1 Espaces classiques de Lebesgue

Corollaire 1.3 :

Soit p > 0,p; < 00, —00 < Py < 0 et p%#—p%zl%,alors
(i) Sip<p

19l @) < Wiz, @ 90,0 - (1.18)
(i))Sip > p1 , Vo € Q,g(z) #0

19l 2 NIz, @ 190, - (1.19)

Pour la preuve de (1.18) et (1.19) on applique respectivement (1.16) et (1.17) avec p—/p+p21/p =1.

Proposition 1.1 :

Soit p; €] 1,00[,i = 1,2,...,k, et 1 <r < oo tel que p%_l_;%_}—"'_'_pik = % (les p; sont dits r
conjugués), f; € L,,(€2), alors
= Hf@ € L(9) et ||l < H £, - (1.20)
Démonstration Par récurrence.
Corollaire 1.4 :
Soit 0 < p; < p < py < 00, alors
1A 2o < AT, o IF1Z, 5, - (1.21)
5 1 _a l-«
ol a € (0.1), et tel que = = + <.
Démonstration La preuve est analogue a (1.18).
Corollaire 1.5 :
Soit 0 < p; < p < py < 00, alors Ve > 0 on a
Iy < 001 = )= (A1l oy + € ey (1.2)

ou a € (0.1), et tel que % =+ 1;—2“.

Démonstration 'inégalité (1.22) d’écoule de I'inégalité (1.21) si on prend en considération et

en utilisant aussi 'inégalité (1.11).

11
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Chapitre 1 Espaces classiques de Lebesgue

1.1.2 Inégalités de Minkowsky.

Lemme 1.5 :

Soit f, g € Loo(Q2), alors on a 'inégalité suivante :

1A+ Felloo@ S Al + 12l @ -

Démonstration Soit e; et es deux ensembles tels que |e;| = |es] = 0, on pose e = e; U ey,

alors Ve > 0, on a

€ .
Sup|fi| < ||f7’||Loo(Q)+§v 1=1,2.

Q/e;
et donc
sup | f1 + fo| <sup (|f1] + [f2]) < sup[fi] +sup|f2]
QJe Q/e Q/e Q/e
< ||f1HLOO(Q) + HfQHLOO(Q) +e
irelfsglip it Lol < il @ + 11 2llo@ + 6

on fait tendre € vers 0 , d’ou :
ifelfSQl}P |fit fol < ”fl”Loo(Q) + ||f2||LOO(Q)

1+ ol @) S Willne@ + 12l -

Théoréme 1.8 (Inégalité de Minkowsky) :

Soit 2 € R", un ensemble mesurable, 1 < p < oo, f € L,(Q2) et g € L,(2), alors :

1+ 9llep@ < 1@ + 9l (1.23)

Démonstration Voir [J].
Corollaire 1.6 :

Soient m € N, et fi, € L,(Q) pour tout k € {1,2,...,m}, 1 <p < oo, alors

m

>k

k=1

< il (1:24)
) k=1

Lp(Q

Démonstration Par récurrence.

12
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Chapitre 1 Espaces classiques de Lebesgue

Corollaire 1.7 (Inégalité de Minkowsky pour les sommes infinies) :

Soit fi, € L,(€2) pour tout k € N tel que > 3.7, || full ) < 00, 1 < p < 00, alors

Y o

k=1

<3 Wfellien- (1.25)
) k=1

Ly(Q
Démonstration On suppose que > 7, || fill;, ) < oo

A T'aide du critere de Cauchy pour les séries numériques et 'inégalité de Minkowsky pour les
sommes finies on montre que la somme S,,, = > ;" || fx|| 1,(0) €st une suite de Cauchy et puisque

L, est complet, on déduit que

7711_{20 Sm = ; kaHLp(Q) )

on passe & la limite quand m — oo et en vertu de la continuité des seminormes » ;" | fr, —

Y vy fi, lorsque m — oo, on a

o
k=1

< Z 1 fell 2,0
) k=1

Ly(Q

Théoréme 1.9 :

Soit 0 < p < 1, et © C R”™ un ensemble mesurable, et f, g € L,(Q2), alors
1 + ol <227 (1l + llgllzyio) - (1.26)
Démonstration. On utilise I'inégalité , Va,b > 0,
(a+b)P <c(a?+b"), (1.27)

sip>1,c=2"1etsi0<p<1,alors c= 1. On applique cette inégalité avec a = |f] et

b = |g|, on obtient :

I+ llzyie) = (/Q|f+glpdx)” < (/Qrf!pdx+/9|g|pdx)p,

on applique I'inégalité (1.27), avec ¢ = max (1, 2%_1> = 2%_1, et donc

1+ gl <267 <</ﬂ |f|pdx) "+ </Q ’g’pm) )

1_
<227 (1l + 119l @) -

13
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Chapitre 1 Espaces classiques de Lebesgue

O
Lemme 1.6 :
Soit a; > 0,2 =1,...,m, alors on a I'inégalité suivante :
m p m
(Z ai> <c (Z af) (1.28)
k=1 k=1
avec ¢ = max (1, mP~1)
Démonstration. Par récurrence a partir de I'inégalité (1.27).
Corollaire 1.8 :
Soit 0 < p < 1, alors
m 1y m
ka < mr ZkaHLP(Q)' (1.29)
k=1 Lp(Q) k=1

Démonstration. A partir du Corollaire 1.1.28 et du Lemme 1.1.31.
Théoréme 1.10 (Inégalité intégrale de Minkowsky) :

Soient ¥ C R™ et F' C R™ des ensembles mesurables, et 1 < p < oo, f une fonction mesurable

‘ [ 1y

Démonstration. Voir [9]. p. 316-317.

sur F x F alors

< / 1 Co )|z, ) dy- (1.30)
Ly(E) F

Théoreme 1.11 :
Soient £ C R™ et F' C R™ des ensembles mesurables, et f une fonction mesurable sur F x F

alors pour 0 < ¢ < p < oo ona

||||f(x,y) HL%(F)”]};(E) S ||Hf<x7y) ’ Lg(E)HLg(F) : (131)

14
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Espaces classiques de Lebesgue

Chapitre 1
Démonstration
5 sy = | [ 1660000 )
r LE(E)
= / Fey)ldy|
F LI (B)
< 4 » d ’
< ([ urear g, )
~ ([ 1)
F
= HHf(x7y) ‘ Lg(E)HLZ(F) .
1.2 Propriétés des espaces de Lebesgue.
1.2.1  Dual de L,.

Définition 1.4 :
On dit que [ : E — C est une fonctionnelle linéaire continue sur F si

(1) l(af 4+ bg) = al(f) + bl(g) pour tout a,b € Cet f,g € E.

@) LNl <clflle

Proposition 1.2 :
L’application [ : L,(2) — C définie par
(1.32)

unzlywmmm,ge%m»

*

est une fonctionnelle linéaire continue, ou % + % =1
L’ensemble des fonctionnelles linéaires sur L,(£2) est noté par (L,(12))

Démonstration 1) La linéarité est évidente.

gLumwmwa

2) La continuité

ijmmm

15
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Chapitre 1 Espaces classiques de Lebesgue

par application de I'inégalité de Holder, on obtient
NOI <Nz gl 2,
< [l

— 1 1 _
avec ¢ = ||gllz, @), et 5 + 7 =1.

Remarque 1.4 :

L’espace dual (L,(€2))" est un espace vectoriel sur C normé :

121} = sup {LCHI = 1F 1|z, < 1} (1.33)

1.2.2 Convergences dans L,.

Définition 1.5 :
On dit qu'une suite de fonctions mesurables f,(z) converge en mesure vers une fonction f(z)

si pour tout ¢ > 0 on a :

Tim [{z ¢ [fu(x) — f(@)] > 0} =0. (1.34)

Théoreme 1.12 :
Si une suite de fonctions mesurables { f,,(z)} converge presque partout vers une fonction f(z),

elle converge vers la méme fonction f(x) en mesure.

Démonstration. Voir [19] Chapitre V, §4 ; Théoreme 7.
Théoréme 1.13 :
Soit { fn(x)} une suite de fonctions mesurables convergeant en mesure vers f(x). Alors, de cette

suite on peut extraire une sous suite {f,, (z)} convergeant vers f(x) presque partout.

Démonstration. Voir [19] Chapitre V, §4; Théoreme 8.

16
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Chapitre 1 Espaces classiques de Lebesgue

Définition 1.6 :

Soit (f,), une suite de fonctions dans L,(€2), on dit que (f,,) converge faiblement vers f si

lim [ (f,) = I(f) pour tout I € (L,(2))". (1.35)

n—o0

Théoreme 1.14 :
Soit f € L,(Q) telle que I(f) = 0 pour toute [ € (L,(Q))" alors f = 0. p.p.

Théoreme 1.15 :
Soient 1 < p < oo et (f,), une suite de fonctions qui converge faiblement vers f dans L,(2),

alors :

[ Flleyge < B inf [ £l 0 (1.36)

Démonstration On distingue deux cas :

a) 1 <p < oo On pose

1) = | ofds,avecg(e) = ) *Fa).

Alors d’apres la preuve du théoreme précédent on a I(f) = || fH]zp et par 'inégalité de Holder

on obtient

1z, = 1(f) = lim I(f,) < lim [ gfudx <|glL, lim |[full,, -

p n—+00 n—oo Jqo n—00 P
Comme |[|g||z, = [If]|7," on a
112, < 712" tm 17,
D’ou
£z, < Jimn inf [[£ll,

b) p = 00, on pose a = || f]|L., et

Ao ={x € Q,|f(z)] > a—€}.

Alors il existe une sous suite d’ensemble By tels que A, N By, décroit vers A., posons

@) gy e AN By,

0 sinon.

17
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Chapitre 1 Espaces classiques de Lebesgue

De I'inégalité de Holder on d’éduit

lim gmﬁﬂx=i/) 1 x |f(2)|dz < |A. 0 By Tim [[£]ln.
Q ANBy n—00

n—o0
Mais
| 1@tz @- 945y
ANB;

et donc

lim inf ||full, 2 a—e=|fli. —€

n—oo
On fait tendre € vers 0 , et on obtient le résultat.

O
Théoréme 1.16 :

Soit 1 < p < 00, le dual de L,(2) est L,(€2) avec % + é =1letl(f) = [, f(x)g(x)dr pour une

certaine g € L,(€2) unique et de plus :
] = 1l z,c)- (1.37)

Démonstration. Voir [21] théoreme 2.14 .
Définition 1.7 :
On dit qu'une suite de fonctions (f,(x)) de L, converge en moyenne vers f(z) € L, avec

1 < p < oo si légalité suivante est vérifiée

ln |1y = f1l, = 0. (1.35)
n—oo

Proposition 1.3 :
Si une suite de fonctions (f,(z)) de L,,1 < p < oo converge en moyenne vers f(z), alors elle

converge faiblement vers la méme fonction f(z).
Démonstration. (A I'aide de I'inégalité de Hélder) On a

/\h@%—ﬂwwwﬂdxéwh—fhﬂmm

par passage a la limite on obtient

b
i [ 1£(0) - @)l lg(a)lde < lm | = 71, ol

n—oo

18
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Chapitre 1 Espaces classiques de Lebesgue

et comme f,, converge en moyenne vers f, alors

b
i [ 1fa(e) — S0 g(a)ldz =0

n—00
d’ou

(f(2) = f(2)) (9(x))dz = 0,

lim

b
n—oo [

et donc f,, converge faiblement vers f.
Remarque 1.5 :

Sip = 1 alors la convergence faible est vérifiée Vg(x) mesurable et bornée, et donc la proposition

1.2.12 est aussi vérifiée.

1.2.3 Complétude, réflexivité et séparabilité.

Théoréme 1.17 :

Soit 1 < p < o0, alors L, est un espace de Banach.

Démonstration. . Voir [J]

Définition 1.8 :

. Soit F un espace de Banach et soit J l'injection canonique de E dans E”. On dit que E est
réflexif si J(F) = E”.

Théoreme 1.18 :

L, est réflexif pour 1 < p < oo.

Démonstration. Voir [7] Chapitre IV.3. Théoreme IV.10.
Définition 1.9 :
On dit qu'un espace métrique E est séparable s’il existe un sous-ensemble D C E dénombrable

et dense.
Théoréme 1.19 :

L,(€) est séparable pour 1 < p < oo.

Démonstration. Voir [7] Chapitre IV.3. Théoreme IV.13.

19
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1.2.4 Continuité par rapport a la translation de fonctions dans L,.

Théoréme 1.20 :

Soit 2 C R™ un ensemble mesurable, et 0 < p < oo, alors pour tout f € L,(€2) on a :

}lgr(l)HfO(erh) —f(:r)HLP(Q) =0 (1.39)
ol
i Q
) = flz) size |
0 six ¢

Démonstration. Voir [9].

Remarque 1.6 :

r+heQesrel—Dh.
Remarque 1.7 :
Pour p = oo le théoreme n’est plus valable. En effet soit [Q2] > 0, on considere ; C Q tel que
0< ’Ql‘ < |Q| et
o 1 six ey,
(@) =
0 six € Q/Ql

alors

1£6 + h) — F@), @ = It (& + 1) = xu @)y 2 [ pciry = 1 0.

Lemme 1.7 :

Soit 2 C R™ un ouvert, f € C(), alors

£l o) = I flle)- (1.40)

Démonstration. Voir [9].
Proposition 1.4 :

Soit f € C'(R™) (espace des fonctions bornées et uniformément continues), alors

lim | £+ h) = F(@) ey = Tom || f(@ + h) = F(@)l|cn = 0 (1.41)
20
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Démonstration Comme f est uniformément continue sur R”, alors

Ve > 0,30 > 0,Vo,y e R" |z —y| < d = |f(x) — f(y)] <e,

Vh € R, |h| < 6,
I/ (@ + 1) = F@) o) = sup |f(z +h) = fz)| < e

en vertu du lemme 1.7, on obtient I’égalité (1.42).

1.2.5 Injection et densité.

Définition 1.10 :
Soient (X, ||.||x) — (Y, ]|.|ly) € e.v.n, alors on dit que X s’injecte contintiment dans Y, et on le

note par

X =Y, si:
1) X CY.

2) 1l existe une constante M > 0 telle que [|z||y < M||z||x,Vz € X.
Théoréme 1.21 :

Sil<p<g<ooet|Q < oo, alors
L,(Q) C Ly(Y) (1.42)

et
ey <1777 fllz,@), Vf € Lp(92). (1.43)

Démonstration (i) Soit 1 < p < ¢ < 0o, en utilisant 'inégalité de Holder avec ¢/p > 1 et son
conjugué ﬁ, on obtient

9—pP

fjivae= [ < (f 1f|qu)”". ([ar) "

élevant a la puissance 1/p, on déduit que

1
T ( / rf|pdx) < 1P 1l

21
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(ii) p < ¢ = o0, alors on a
1
[f e, < U ([ fll2,0)-

Maintenant soit f € Lg(€2) alors || f|lr, ) < oo, et d’apres I'inégalité (1.44) on obtient que

I fllz, @) < oo, et donc on a (1.43).

Théoréme 1.22 :

(Théoreme de densité).
(1) Soient 2 C R", un ensemble mesurable, 1 < p < oo; alors C* (R") est dense dans
Ly(92).
(2) Soit £ un ouvert dans R”,1 < p < oo; alors C§° (R") est dense dans L,(€2).
(3) C§°(£2) n’est pas dense dans L, (€2).

Notations :

- C™(Q) désigne 'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables.

- C§°(92) désigne I'espace des fonctions indéfiniment dérivables a support compact.

Par exemple C* (R") est dense dans L,(f2) veut dire : Vf € L,(€),3 une squsisuite f; €
C*> (R™) telle que || fr — f”L,,(Q) — 0 lorsque k& — oo. Autrement dit f peut étre approximée

par la suite fi au sens de la semi-norme dans L, (£2).
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Chapitre 2 Sur l'inégalité de Hardy

2.1 Formes classiques de ’'inégalité de Hardy

Dans une note publiée en 1920, G. H. HARDY [!1] affirme (sans preuve) que sia > 0, f(x) >

0,p>1et faoo fP(x)dx existe convergente, alors

/:o (% /Dx f(t)dt)pdm < <%)p/a°° 2(2)da. 21)

Dans une autre note publiée en 1925 [15], il écrit : "on a pas donné de preuve, étant principa-
lement occupé du théoreme correspondant pour les séries infinies.” Son but principal était de
trouver une nouvelle preuve, plus élémentaire, de I'inégalité de Hilbert pour les séries doubles,

et il a montré dans [15] qu’en fait cette inégalité découle de la version discrete de (2.1) :

00 1 n p p p oo )

-1
En fait, G. H. HARDY avait traité I'inégalité (2.2) plus tot (voir [13]) apres une communication
avec M. RIESZ, mais sans la meilleure constante (dans son estimation, la constante [p*/(p — 1)]”
apparait).

Enfin, dans sa note de 1925 [15] G. H. HARDY écrit :” Dans une lettre du 21 juin 1921, le
Prof. LANDAU m’a communiqué une preuve directe du théoreme [c’est-a-dire de (2.1) | qui
donne la valeur correcte [p/(p — 1)]P. Il a également souligné que, si le théoreme intégral était
étendu au cas a = 0, alors le théoreme des séries, avec la constante correcte, peut étre déduit
immédiatement en prenant f(x) = a;(0 < z < 1), f(z) = a2(1 < x < 2),..... D’on G. H.
HARDY a énoncé et prouvé I'inégalité suivante :

Supposons que f(z) > 0,p > 1; qui est intégrable sur tout intervalle fini (0,z) et fP est

intégrable sur (0, 00). Alors

/Ooo G /Oxf(t)dt)pdx < <%)p/o°° 7(2)dz. (2.3)

Il s’agit de la forme originale de I'inégalité intégrale de Hardy qui a ensuite été largement étudiée
et utilisée comme exemple modele pour I'étude d’inégalités plus générales.

Tres peu de temps apres la preuve de G. H. HARDY de (2.3), la premiere modification
24
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pondérée est apparue, a savoir la fameuse inégalité

/Ooo (é /Omf(t)dt)prdx < <#)p/ooo fP(x)ada (2.4)

valable avec p > 1 et € < p — 1 pour toute fonction mesurable non négative f , ou la constante
[p/(p — 1 —€)|? est la meilleure possible. Mentionons également 'inégalité duale suivante (qui

peut étre facilement déduite de (2.4) ) :

/OOO (i /:O f(t)dt)pxsda: < (ﬁ)p/j o), 25)

qui est valable - avec p > 1 et € > p — 1 - pour toutes les fonctions non négatives mesurables f

ou la constante [p/(e + 1 — p)]? la meilleure possible .

2.2 Formes modernes de I’'inégalité de Hardy

Au cours des dernieres décennies, I'inégalité (2.4) a été étendue a la forme

( / b ( / m f(t)dt)qU(x)d:c> "o ( / b fP(@v(x)dx) " 26)

avec

— a, b satisfaisants

—o<a<b< oo

— u, v fonctions de poids, c¢’est-a-dire fonctions mesurables positives p.p. dans l'intervalle

(a,b),

— p, q parametres réels satisfaisant
0<g<oo, 1<p<oc

L’inégalité (2.6) est vraie pour toute fonction mesurable f > 0 si et seulement si

A < o0, (2.7)
ou b 1/q . 1/p' »
A= sup (/ u(t)dt) </ V7P (t)dt) , p=— (2.8)
a<z<b x a p— 1
25

Sample output to test PDF Combine only



Chapitre 2 Sur l'inégalité de Hardy

pour le cas
1 <p<g<oo,
et
b s b r/a s e r/d L
A= (/ (/ u(t)dt) (/ VP (t)dt) v P (x)dx) , (2.9)
pour le cas
0<g<p<oo,qg#l,1<p<oo

avec 1 =1 1

T4 p

L’inégalité duale qui est une extension de (2.5) a la forme

(/ab (/b f(t)dt>qu(a:)da:) " <C (/b fp(x)v(x)dx)l/p. (2.10)

L’inégalité (2.10) est vraie pour toute fonction mesurable f > 0 si et seulement si

A < 0, (2.11)

A= sup. (/x u(t)dt) v (/:vl—f”(t)dt) " , (2.12)

pour lecas 1 < p < q < o0, et

i ( / b ( / xu(t)dt) " ( / bvl-p’u)dt) . vl—p’<x>dx> ) 2.13)

pourlecas 0 < g<p<oo,q# 1,1 <p < o0, avec % = % — %. Pour les détails et preuves, ainsi

ou

que pour les conditions correspondantes dans le cas p, g égaux a 1 et/ou oo, voir [[29] , Section
1].
2.3 Meilleures constantes

La meilleure constante C' dans (2.6) satisfait

A< C <E(p,q)A, pour p <gq, (2.14)

26
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et

/ 1/ ,
q'/t (]%) A<C<g1 ()" A pour q<p. (2.15)

La constante k(p, q) dans (2.14) apparait sous diverses formes. Par exemple,

k(p, q) = pH1 ()",

ou
k(p, ) = ¢"/" ()",
ou y Ly
q / p
k(p,q) = <1+g/> (Hg) ,
p q
(voir [[29], Section 1]) ou, pour p < ¢,

k(p,q) =

avec s = ¢/p — 1 (voir V. M. MANAKOV [22]).

Ces estimations restent vraies également pour la constante C' dans (2.10) avec A remplacée par

A.
Remarque 2.1 :

Dans ce travail, nous considérons principalement les cas 1 < p < 00,0 < ¢ < 00, en omettant
les valeurs limites p = 1, 00, ¢ = 0o .On peut facilement reformuler les résultats, en utilisant de
manieére appropriée la définition des espaces de Lebesgue correspondants (et leurs duaux).
Nous ne considérons pas systématiquement le probleme des meilleures constantes de ces inégalités.
Toutes les constantes C' sont supposées positives et finies et la seule information donnée est que
C' est comparable & A (C' '~ A), ou A est donné par (2.8) ou (2.9), ou que C' est comparable a
A(C ~ A) ot A est donné par (2.12) ou (2.13).

2.4 En bref sur ’histoire

Depuis que l'inégalité de Hardy a été démontrée par G. H. HARDY, il existe une vaste

littérature sur I'inégalité, ses variations et ses généralisations. Par conséquent, une liste complete
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sur le sujet ne peut étre donnée. Nous nous référons aux livres [11] et [29] et ne mentionnons
que quelques résultats.
La caractérisation des poids u, v pour lesquels les inégalités de Hardy (2.6) et (2.10) sont valables
dans l'intervalle

p=q>1,
remonte a 1969 (G. TOMASELLI [37] et G. TALENTI [36]) et & 1972 (B. MUCKENHOUPT
[26] qui a donné une belle et simple preuve directe) ; de nombreux auteurs se réferent également
au "manuscrit sans titre et non publié” de A. ARTOLA.
Le cas

l<p<g<oo

a été étudié indépendamment en 1978 par J. S. BRADLEY [(] et en 1979 par V. S. KOKI-
LASHVILI [18] et (peut-étre méme plus tot) par V. G. MAZ’JA et A. L. ROZIN (voir V. G.

MAZ’JA [25]). Ces deux derniers auteurs caractérisent également le cas
1<qg<p<oo.

Conditions nécessaires et suffisantes sur les poids dans le cas
O<g<l,p>1

remontent a la these de 1987 de G. SINNAMON [33].

Remarque 2.2 :

Dans les applications, le plus souvent des poids de puissance (c’est-a-dire des poids de la
forme 2*, A € R ) apparaissent. Nous incluons maintenant quelques exemples. Les conditions
nécessaires et suffisantes données de la validité de ces inégalités peuvent étre facilement vérifiées
en s'assurant si les nombres correspondants A de (2.8) et (2.9) ou A de (2.12) et (2.13) sont

finis.

Exemple 2.1 ([30]) :

(/OOO (/01’ f(t)dt>qx“dx) v <C (/OOO fp(m)xﬁdx> l/p, (2.16)
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est vérifiée pour 1 < p < ¢ < oo si et seulement si

B<p—la=pl-L_1 (2.17)
p P

(i) L’inégalité

(/OOO (/:O f(t)dt)qxadx) v <C (/OOO fp(x)xﬁdx) o (2.18)

est vérifiée pour 1 < p < g < oo si et seulement si

B>p—la=pi_L_1 (2.19)
p D

(iii) Pour p > g, les inégalités (2.16) et (2.18) ne sont pas vérifiées.

Exemple 2.2 ([30]) :

(Ab(Aéﬂﬂﬁ>ZFm>UqgC([fﬂ@wﬁm)U< 2.20)

avec 0 < b < oo est vérifiée .

(i) L’inégalité

(i-1) pour 1 < p < ¢ < oo si et seulement si

5<p—Lazﬂ%—§—L (2.21)
(i-2) pour 1 < ¢ < p < oo si et seulement si
5>p—La>B%—§—L (2.22)

(i) L’inégalité

( / ( / g <f>dt)q:v“dw> oo ( / b fp(xwdx) " (2.23)

avec 0 < b < oo est vérifiée .

(ii-1) pour 1 < p < ¢ < oo si et seulement si

T4 (2.24)

ﬁ>p—1,oz25g— ,
p D
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ou

B<p—1,a>—1 (2.25)

(11 —2) pour 1 < ¢ < p < o0 si et seulement si

B>p—la>pi_L_4 (2.26)
p p
ou
b<p—1,a>-1 (2.27)

Exemple 2.3 ([30]) :

(/:O (/: f(t)dt>qa:°‘dx) v <C (/aoo fp(x)xﬁda:> v (2.28)

avec 0 < a < oo est vérifiée

(i) L'inégalité

(i-1) pour 1 < p < g < o si et seulement si

ﬁ<p—La§Bg—§—l (2.29)
ou
B>p—1,a< —1, (2.30)
(i-2) pour 1 < p < ¢ < oo si et seulement si
ﬁ<p—La<B%—§—1, (2.31)
ou
B>p—1a< —1. (2.32)

(ii) L'inégalité

(lw(Lﬁf@ﬂ&qﬁmouqgc(wa%wﬂdauﬁ 2.35)

avee 0 < a < 0o est vérifiée .

(ii-1) pour 1 < p < ¢ < oo si et seulement si

B>p—la<pel—2 1, (2.34)
p D
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(ii-2) pour 1 < g < p < oo si et seulement si

Bop-la<pl_9 _ 1 (2.35)
p

p/
Exemple 2.4 ([30]) :
Dans les inégalités (2.4) et (2.5), la valeur € = p — 1 est exclue. Dans ce cas, nous pouvons
améliorer 'inégalité en ajoutant des termes logarithmiques des deux membres et en considérant
I'intervalle (0, 1). Plus précisément,

(i) inégalité

</01 (/Ow f(t)dt>q §| 1nx|°‘dx> v <C (/01 FP ()Y 1nx|ﬁdm) Up) (2.36)

est vérifiée pour 1 < p < g < oo si et seulement si

q
=1, (2.37)

5>p_]-7a/zﬁg_
p p

(ii)'inégalité

(ﬁl(Avﬁwﬁqéwamﬁuqsc<£{#@mpwmxﬂm)mj (2.39)

est vérifiée pour 1 < p < g < oo si et seulement si

4_4 (2.39)

q
B<p-la=pl-2
p p

Dans le cas p > ¢ les nombres correspondants A et A sont infinis et les inégalités (2.36) et

(2.37) ne sont pas valables.
Remarque 2.3 :

Les progres de la théorie des inégalités de type Hardy et de leurs extensions plus générales se

sont également poursuivis apres 1990 (lorsque le livre [29] est apparu).
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2.5 Espaces de Lebesgue pondérés et opérateur de Hardy

2.5.1 Inégalités sur les normes pondérées

L’espace de Lebesgue pondéré
Ly(a,biw) = Ly(w). (2.40)

ou 0 < s < 0o et w est une fonction de poids sur (a, b), comprend toutes les fonctions mesurables

f = f(z) sur (a,b) telles que

b 1/s
| fllsw = (/ |f(x)|5w(x)dm) <00, 0<s< o0,

| flloow := ess sup |f(z)] < oo. (2.41)

a<x<b

Si H désigne 'opérateur de Hardy,
He) = [ ro (2.42)
alors I'inégalité de Hardy (2.6) peut étre réécrite sous la forme
IH fllg < Cllf llpws (2.43)
et cela est vérifiée pour les fonctions f > 0 si et seulement si
A < . (2.44)

Ou A est donné par (2.8) ou (2.9), respectivement. Avec 'opérateur de Hardy H, nous pouvons

immédiatement définir 'opérateur de Hardy conjugué H :

b
(Hf)(x) ::/ ft)de. (2.45)
L’inégalité de Hardy (conjuguée) correspondante

1H fllgw < Cll s (2.46)
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alors est vérifiée pour les fonctions f > 0 si et seulement si
A < oo, (2.47)

ol A est donné par (2.12) ou (2.13), respectivement. Evidemment, le passage de H & H et de
la condition (2.44) a la condition (2.47) peut se faire par une simple substitution.
Ce qui est plus important est le fait que les inégalités (2.43) et (2.46) sont des prototypes

d’une inégalité générale pondérée de la forme

1T fllgu < Cllf llpos (2.48)

ou T est un opérateur intégral général. Ainsi l'inégalité (2.48) affirme que 7" applique L,(v)
(contintiment) dans L,(u) :

T:L,(v) = Ly(u).

2.5.2 Dualité

Définir la dualité sur I'espace de Lebesgue pondéré Lg(w) avec 1 < s < oo par le produit

scalaire
b
(0.0) = [ s@i@)ds, feLiw) (2.49)
Alors on voit facilement que 'espace dual de Lg(w) peut étre identifié avec 'espace Ly (w) ou
s' = sjl’ o =w"".

Spécifiquement, ||g|ly ,1-s = supyz, .1 [{9, f)| de sorte que

(Ls@@)*==Ly(uﬂ‘§>. (2.50)

En effet : I'inégalité de Holder montre que

b
|@hﬂ|§t/)hﬂwﬂw_”ﬂxﬂfuﬁwf“tﬂdf

(/ F@)Fule da:> (/ oz —s’/s<x>das)l/8l

= . ;!
1 s = gl s
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puisque s/’ =s—1=1/(s"—1), et si

s'/s

_s!
s’,w1 s’

f=1g" tsgng w' = /||g|

alors || fllsw = 1 et (g, f) = [|glls 41— De plus, les opérateurs de Hardy H et H sont mutuel-

lement conjugués ; plus précisément, si
H:L,(v) = Ly(u), 1<p,q< oo,

alors (H)* = H et
j’v] . Lq/ (U,l_q,> — Lp/ <’U1_p,> .
En effet : D’apres le théoreme de Fubini,

win = [ o) [ soaar= [0 [ otertoa = 5. 5)

ou les premieres (dernieres) parentheses dénotent la dualité dans L,(u) ( dans L,(v)).
Dans le chapitre suivant nous obtiendrons des inégalités de la forme (2.48) pour plusieurs

opérateurs particuliers T' : ce sont des opérateurs avec noyau d’Oinarov .
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3.1 Opérateurs généraux de type de Hardy.

Définition 3.1 :
On dit que K est un opérateur généralisé de Hardy s’il est de la forme

T

(Kﬁ@y:/%mﬁﬁ@Mu v € (a,b).

a

Pour simplifier, nous traiterons le cas (a,b) = (0, 00), c’est-a-dire, avec I'opérateur

(Kf)(x) = /OI k(x,t)f(t)dt, x> 0. (3.1)

Les résultats pour un intervalle (a,b) seront résumés a la fin de ce chapitre (voir Sec. 3.4).

Définition 3.2 :

On dit que le noyau k(z,t) est celui d’Oinarov si :
a) k(xz,t) >0, 0<t<uzx

b)

k est croissant en x et décroissant en ¢ (3.2)

k(x,t) =~ k(z,z) + k(z,t), 0<t<z<uz, (3.3)
L’opérateur conjugué K de K est donné par

(k@@y:/muuwgwm x> 0. (3.4)

Remarque 3.1 :
Si le noyau k(z,t) satisfait les conditions de monotonie (3.2), alors a partir de (3.3) il s’ensuit

immédiatement que
k(xz,t) > =(k(x,z) + k(2,t)), pour 0 <t <z <z

est vérifiée, c’est-a-dire que la borne inférieure déduite a partir de (3.3) est satisfaite .
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Exemple 3.1 :
Les noyaux suivants satisfont les condition (3.2) et (3.3) :

(i) Le noyau de convolution
k(x,t) = gz —1)
ol ¢ satisfait

ola+b) = pla)+ D), 0<ab<oo.

k(o) = B <£)

O(ab) = ®(a) + C(b), 0<a,b<oo.

(ii) Le noyau
ou & satisfait

(iii) Les cas particuliers de (i) et (ii)

k(x,t) = (z—1t)* «a>0, x>t>0,

k:(x,t)zlogﬁ% >0, z>t>0.

(iv) Le noyau intégral

avec une fonction non négative .

Remarque et notation 3.1 :

(i) Dans la suite, on caractérisera des fonctions de poids pour lesquelles 'opérateur K est borné
entre des espaces de Lebesgue pondérés pour une large gamme d’indices. Ce probleme a été
largement étudié dans la littérature (voir, par exemple, S. BLOOM et R. KERMAN [5], F. J.
MARTIN-REYES et E. SAWYER [31], R. OINAROV [28] [27], V. D. STEPANOV [31] [35] et
les sources qu'il y sont citées).

(ii) Mentionnons qu’'un role important sera joué par la dualité . Si I'opérateur K de (3.1)
applique L,(v) dans L,(u),

K : Ly(v) = Ly(u)
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pour 1 < p,q < oo borné de norme C, alors de maniere analogue son conjugué K de (3.4)

applique Ly (u'~7) dans Ly (v'77),
f(i : Lq/ <U1_ql> — Lp/ ('Ul_p/>
de méme norme C'. En effet par dualité on a

~ &0 ~ / ’ l/p
HKgHLp/(vl—P’) = (/0 ‘(Kg) (:L‘)’p P (;L')dl)

/

— sw | [ (Ro))swys
[fllpv=11/0
= sw | [ g@)E D
1 £llpw=11J0
S Sup HKf q,u qu’,ul—q/ S CHqu’,ul—q/
1 £llp0=1
ol nous avons appliqué || fll.,z = sup [, f(@)g(x)dx , le théoréme de Fubini,l'inégalité
”g”Lp/(E):l
de Holder et 'hypothese que
1K fllgu < Cll flpo- (3.5)

(iii) L’opérateur particulier K,

(K f)(x) = ﬁ /OI@ 0l dt, s 0

est appelé 'opérateur de Riemann-Liouville et son conjugué

1

(RPa) = e / (- o) e,

est appelé opérateur intégral fractionnaire de Weyl. A partir de ce qui précede, il résulte en
particulier que l'on caractérisera des poids pour lesquels ces opérateurs sont bornés sur des
espaces de Lebesgue pondérés lorsque o« > 0. Le cas —1 < a < 0 n’est pas traité ici car
k(x,t) = (x —t)* —1 < a < 0, n’est pas un noyau d’Oinarov. (Rappelons que dans ’exemple
3.1 (iii), ce noyau n’apparaissant qu’avec un o > 0!)

(iv) Afin de trouver les conditions nécessaires et suffisantes sur les fonctions de poids u et v

sous lesquelles 'inégalité (3.5), c’est a dire I'inégalité
o] 1/q o0 1/p
([T1p@inwir) <o [Tirrw) 36
0 0
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est vérifiée , il nous faut un lemme .

Pour simplifier la notation , soient s > 0
(KD @)= [ Banso,
<IN(Sf> () ::/ kS (t,2) f(1)dt

pour k£ un noyau d’Oinarov. Notons que si s = 0, alors (3.7) se réduit aux opérateurs de Hardy

(3.7)

Het H , respectivement. Nous écrirons
Kif=Kf, Kif=Kf
De plus , soulignons que sans perte de généralité , on suppose que

f=0. (3.8)

Maintenant, on formule le lemme fondamental.

Lemme 3.1 :

Supposons que 1 < g < 0o et que K, IN(q soient définis suivant (3.7).

(a) si Kf € L,(u), alors

/ (K ) (@)u(x)de ~ / F(@) (o)™ (@) (Ryu) (@)da
0 0
[ e @) R,
0
(b) Si Kg € L,(u), alors

/Ooo(ffg)q(x)U(m)dx z/ooo 9() (I?og>q (z) (Ku) (z)dz
+ /Ooog(:c) (I?g)q_l (z)(Ku)(z)dz.

Démonstration Puisque la preuve de (b) est assez similaire a celle de (a), nous I'omettons en
ne démontrant que la premiere partie.

On note les membres gauche et droit de (3.9) par I et J, respectivement.

A partir du théoreme de Fubini et la double inégalité (voir [3] )
min(2°~1, 1) (a? + ) < (a +b)P < max(2P,1)(a” + V) ot p > 0,a,b > 0 (%)
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on obtient
q
k(z, t)f(t)dt) dx

/
‘Axk@;@f@yk)$1</mk( )f(yh)dx

Ooof(t)/ k(x K/ /> z} 1dxdt
zlm(ﬂlmﬂLOM@(lk@zﬁ@MO g

+ /000 f(t) /too k(z,t)u(x) (/tx k(x,z)f(z)dz) " dudt

:Z[0+Il.

-

Comme 2z < t < x dans 'intégrale I, on a
k(x,z) = k(z,t)+ k(t, 2)

et par conséquent ,

%:Amﬂﬂlwuawm@(Akmﬁﬁ@mawﬂMﬁ

-1

zémﬂw[mumwm@(A%M%w+uu4m@m%q ddt

on applique (x), on trouve

o~ s ([T e auwa) ([ e ) »
o [0 [ rten) ([ st o) !

- /ooo 7) (Bqu) (1) (Ko )"~ (1)t
" /OOO £ (Ru)(t) (K £ ()
=J.

Donc I ~ J + I; cest-a-dire (C(J + 1) < I), et CJ < C(J+ 1) < I car I; > 0 ,la borne

inférieure de (a) est satisfaite J <1 .
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Pour compléter la preuve il faut montrer que Iy < J car Iy < J. Considérons d’abord le cas

q = 2. Le théoreme de Fubini donne
1= h Ookx, nes xkx,z z2)dzdzd
n= [0 [ ke tu) [ k) ) sdaar
_ /0 £(#) /t £(2) / k(2 k(2 2)u(x) ded=dt.

Puisque t < z < z, on conclut que k(z,t) = k(z, z) + k(z,t) par conséquent, par une utilisation

répétée du théoreme de Fubini,
L~ [ N T drdzd
1 /0 f(t)/t f(z)/z (x, z)u(x)drdzdt
k k drdzd
+/0 f(t)/ f(z)/ (2, )k(z, 2)u(x)dwdzdt

_ /0 T /0 th(t)dt / - K (2, 2)u(x)dedz

+ /Ooo 1) </°o k(. z)u(m)daz) /O k=, ) £ (t)dbdz

1 af) () (Ra) () + [ F R )0 ) )

0
J.

Ainsi, nous avons le résultat pour ¢ = 2.
Siq+#2 ona

I - / T L@t

L) = /t " h Hula) ( /t "k, 2) f(z)dz) s
_ /t " ke () < /t (. s) f(s)ds)q_z /t (s 2) f(2)dzda
_ /t T ) / " k(s 2k, u(z) ( /t (s ) f(s)ds) " e

Ici, nous avons utilisé le théoreme de Fubini. Mais puisque ¢t < z < z, la condition (3.3) donne

ou
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k(z,t) =~ k(x,z) + k(z,t) et par conséquent,

n= [ 16 [T e ([ i) " s
+ /too f(2) /:O k(z, 2)k(z, t)u(z) (/tx k(z, s)f(s)d3> " dd~

=17(t) + I} (1)
Ainsi,

I ~ /OO FOI(t)dt + /OO fOL#)dt =: 1Y + 1} (3.10)

Si g > 2, on applique I'inégalité de Holder (avec les exposants ¢ — 1 et Z:—;) pour obtenir

() = / £(2) / g/ (a=1+a=2)/(a=1) (5 )
t

z
q—2

x u!/ (@ D+(a=2)/(a=1) () (/ ]{;(x7s)f(8)ds> dxdz
t

On utilisent 'inégalité de Holder avec
flz) :kq/(qfl)@, Z)ul/(qfl)@)

o) =KD a2y Do) ([ k)00 )

Slwﬂ@(lwW@JW@OUW®
« ( / " k(w, 2)ulx) ( /t (s ) f(s)ds) " da:) R

< [ s (Ra) "
t (g—2)/(g—1)

X ( / b 2)ula) (K f)q_l(x)dx) dz

q—2

on trouve
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et ainsi, on applique le théoréme de Fubini (deux fois) et a nouveau 'inégalité de Holder,

B< [ s [ e (Fa) o

x ( / k(e 2)u(e)(K f)q_l(x)dx) dzdt

- [0 (Fa)

« ( / i 2l (K f)q‘l(x)dx) e /0 " F(t)dedz

On utilisent I'inégalité de Holder avec

1) =) (B) ™ () (@)
00 (¢—2)/(¢—1)
g(x) =2/ () ( / k(w,Z)U(:v)(Kf)q‘l(fv)dw)

on trouve
1/(g-1)

([ 1) (o) ) oy (e
([ s (7o) )

% (/Ooo f(2) (/OO k(x, z)u(x)(Kf>q_1(m)d$) dz) (4-2)/(q—1)
— OOf(z) R (2) (Kof)™™ (2)dz 1/(g-1)

([ 50 (Fr) )

x ( / ) u(x)(wa(x)dI) ey

= ([ 1) (Raw) ) (o () M e
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De méme, en utilisant le fait que ¢ > 2, on trouve que
n=[" s
/ / £z / k(z, 2)u(z)
x (/t k(z, 5)f (s )ds) dadzdt
- [ 1 [ w0 / " k(e 2Ju(a)
( / k(@) f(s)ds)q dudtd=
/ FNEF)(= ( / k(2 2)u(z) (K f)qz(a:)dx) d
< /0 FNEF) (= ( / K( x,z)u(x)dx) v

x ( / k(e 2)u(e) (K f)q_l(x)da:> R

f(z)(Kf>q1<z><f?u><z>dz>

oo z q-2)/(¢—1)

0 u(@) (K )7 (z) < /O k(a:,z)f(:c)dz) dx)(

o ~ 1/(g—1)
/0 f(z)(Kf)ql(Z)(KU)(z)dz) 1(@=2)/(a=1)

Par conséquent,
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puisque on a [ =~ Iy + I;. Les indices ¢ — 1 et Z:—; sont conjugués, en utilisant 'inégalité de

young on obtient

J N (Io + 1)
-1 (¢—=1)/(qg—2)

Mais, nous avons noté que Iy ~ J, et donc

I, <Oy ou C7 = min(Cy, 1).

_9 C _9
2y onCy= —2 41

I < CaJ
e +q—l g—1 qg—1

c’est-a-dire

D’ou le résultat suivant pour ¢ > 2. Si 1 < ¢ < 2, alors

-2

) = /t T ) / K2, 2)u(x) ( /t (. s) f(s)ds)q dvd

_ /too £(2) /:O K9z, 2)u(x) (/t k(z, s)f(s)ds) "

x k*"(x, 2)dwdz

</ | k<w’s>f(8)d5)q_2 : ( / Z k(:v,S)f(S)ds)q_2
< k72, 2) ( /1t Z f(S)ds>q_2

ol la deuxieme inégalité découle du fait que k est décroissante dans la deuxieme variable. Ainsi

o< [ ([ Zf(s)ds)H [ e utaydads

et le théoreme de Fubini donne
te oo [re () f(s)ds)q_z () (2)dzat
= [T (Ra)e [ ([ f(S)dS>q_2 dtd:

B q—% OOO f(2) <I~(q“) (2) (Ko f)" (2)dz

et puisque = > z > t,
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comme

R
i) (/ e ) “
SRIEON

= — (Ko (o)

De la méme maniere,

1) = /t T h 0 f(2) / " (s 2)u(a) ( /t (. ) f(s)ds) " s

< /too k(z,t)f(2) /:o k(z, z)u(x) (/tz k(z,s)f(s)ds)q 2ala:alz

puisque t < z < x et k est croissant dans la premiere variable. Ainsi

1< /waw / K= )£ (2) / Kz, 2)u(x)

X ( dxdzdt

- / 1(2) / k(= )£ (1)

x ( /t k(2 s) f(s)ds)q_2 / " k(, 2)u(z)dedtds

— | 1w oFEn e
et donc
L~ +1}
<L [ /0 ") (f(qu) (2) (Kof)*" (2)dz

qg—1

+ [T I ER G ]

1
=—"J
qg—1

Ceci complete la preuve du lemme.
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O

3.2 Opérateurs généraux de type Hardy. Le cas p < ¢

Nous somme maintenant en mesure d’énoncer et de prouver le premier théoreme principal
de ce chapitre décrivant les conditions nécessaires et suffisantes de la validité de I'inégalité (3.6).
Théoreme 3.1 :
Soient 1 < p < ¢ < 0o, K l'opérateur général de type de Hardy de la définition 3.1 , K et [?s
donnés par (3.7). Alors I'inégalité

< /0 M(Kf)q(x)u@)dx) " <C ( /0 ) fp(x)v(x)dx) " (3.11)

est vérifiée pour tout f > 0 si et seulement si

~ \1/ N P
Ay = sup (Kqu> ") (Kovl_p> " (1) < 00 (3.12)
t>0
et
~ 1/ A /v
Ay :=sup <K0u> ! (1) (Kp/vl’p> ! (1) < . (3.13)
t>0

La meilleure constante C' dans (3.11) satisfait,

C ~ max (Ao, A1> . (314)
Remarque 3.2 :

Grace a (3.7), on peut écrire Ay et A; aussi sous la forme

e[ o) ([ o)
A= < /t OO “(5)d8> " ( /0 W, S)vlp/(s)ds> " 3.15)

Si K est I'opérateur de Hardy H, c’est-a-dire, si l'on prend k(x,t) = 1, alors Ay et Ay coincident

et ne sont rien d’autre que la constante A dans (2.8).
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Démonstration du Théoréme 3.1

(i) Nécessité de conditions (3.12), (3.13) . On suppose
¢

(Kp,vl—p’) (t) = /0 K7 (t, )07 (s)ds < oo (3.16)

pour un certain ¢t > 0. (Dans le cas contraire v = 0 et le membre gauche de (3.11) est égale a
zéro , d’ot u = 0 car siv =0 et f = 0o, ou aura 0 - oo = 0 implique que (3.13) et (3.13) tenir.)

Si (3.16) est satisfaite pour un certain ¢ > 0, définir une fonction f; par
fi(@) = X0 (@)R 71t @) (x).

Alors on résulte de (3.11) que

([ wn @uteas) "
<c ( I ff(x)v(x)da:) "
:O(A%Wumwﬁmmﬁup

= ¢ (K p)””(t).

Mais puisque k est croissant dans la premiere variable, nous avons

([ sy <x>u<x>dx) "

([ o))
([ (e
(Ron) ™ @) (150 )

(f?ou>1/ ") (Kp/vl_p/>1/p/ <C.

Donc (3.13) est vérifiée. Pour voir que (3.12) est également satisfaite on note que (3.11) est

AV
c\

Y]

et il s’ensuit que

équivalent , a

!

( /O (R (z)" 7 (:c)d:c) " <C ( /O g (z)u = (a:)da:) v (3.17)
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avec la méme constante C' qu’en (3.11) (voir remarque 3.1 (ii)). Comme ci dessous, nous pouvons

supposer que
(I?qu> (t) := / k(s t)u(s)ds < oo
t
pour un certain ¢t > 0 et pour un tel ¢ définir une fonction g; par
9t(T) = X(t.00) ()T (2, t)u().

Alors (3.17) donne

de sorte que
N1 N1/
(Ryu) ") (K00 ) "m<c (3.18)

et donc (3.12) est vérifié. En particulier,
max (Ao, Al) S C. (319)

C’est-a-dire, que I'estimation inférieure de (3.14) est vérifiée.
(ii) Suffisance des conditions (3.12) et (3.13). On peut supposer que f a un support compact

dans(0, 00) et que 0 < || f]|p.» < 00. Le cas général s’ensuit alors via le lemme de Fatou.
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Maintenant,par I'estimation de (3.9) du lemme (3.1) nous obtenons

/Ooou (2)dz
([

(Kof)*™ (@) (Kgu) (w)da

N

[ f<x><Kf>q1<x><f?u><x>dx)
=C (Jo+ J1).
Par Iinégalité de Holder on a
b= [ @) oty @) (Rn) (a)da
— [ P ) (o) (@) (R o)
_ /0 " F@)o o ) (Ko £ (2) (Ryu) (@)da

Jo < ( /0 N f”(x)v(x)dx) "

X (/Ooo o (@) (Ko f )P 7Y (2) (f(qu)pl (w)dw) l/p/.

Si 'on note

/

wie) =o' () (Ku)” (@),

alors le deuxieme facteur du coté droit de (3.20) prend la forme

( [ ([ f(t)dt)“” dm>

1/p'

et peut étre majoré par

ci! ( /0 h v(x) fp(x)d:v> o

via I'inégalité standard de Hardy (cf. (2.6)) si et seulement si

oo 1/(p'(¢—1)) t ) 1/p
C3 := sup </ w(az)daz) (/ v 7P (a:)da:) < 00
t>0 t 0

20
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(cf. condition (2.7)); I'application de 'inégalité de Hardy est correcte puisque 1 < p < g <
oo implique que p'(¢ — 1) > p). De plus, on a Cy &~ C5. Mais d’apres (3.12),
/OO w(x)dx = /OO v (2) ([%u)pl (x)dx
t t
= /00 v (2) (]N(qu>p/ (2) (Kov' )" (Kgv' ™) " dx
t
< sup (l?,ﬁ)p/ (Kovl_p)q /OO T (Kovl_p)fq dx
t

< Agp// v (2) <Kovlfp/)_q (x)dx
¢
o0 T —q
= Af / v (z) </ vl_pl(s)ds) dx
¢ 0
qp’ z 1—q
_ A ( / Ulp/(s)ds)
L—q \Jo
A t ) l=q
<0 </ VP (s)ds)
q—1\Jo

Cy < AL (q — 1)~V @),

et donc

Alors
S 1/p+(g—=1)/p
neert ([T o) < CoAY s, (321)
0

De la méme maniere,

Jy = /OOO F@) (K )" (@) (Ku)(x)de < (/OOO fp(x)v(x)dx> "

Uy (3.22)

([T @R @ ) )

Puisque la fonction K f est croissante, le deuxieme facteur du coté droit de (3.22) peut

s’écrire comme suit

(/OOO 0 (@) (Ku) (x) (/Ox d(Kf>p/(q1)(8)) d:z:) 1/
— (/OOO (/SOO v () (Ku)? (x)dx) d(Kf)p/(q_l)(s))l/p/ |

o1
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Par l'inégalité de Minkowski et par (3.13) on a

/8 T (@) (R (2)da

_ / o () ( / h k:(t,x)u(t)dt)p dz
( [T ([
/ Oou /0 vt p'(x)kp/(t,:c)d:cy/p/dt)

/Oou Kyv'™ P')W (t)dt)p/
( / ) (Fou)” e (t)dt)p/
( ~0u> v (t)dt) '

= ()" AY (Kou)p/q (5).

/

t ) / 1/p' P
v P (2)KP (8, x)daz> dt)

/

p

IN

IN

“
(

IN

Ainsi
1/p’

< dl e ([ (Ra) ™ e 9)

et par l'inégalité intégrale de Minkowski(on a p’/¢’ > 1 puisque p < ¢ ) il s’ensuit que

5 A5 ([ a0 ) " (3.23)

Ainsi
T= 1K1, S G+ 2) S (1908 + 1)

= Coll Il + Collfllp """
En utilisant I'inégalité de Young ab < % + bqi,/, q > 1, avec a = Co|| f|lp0, b = I/, on obtient

o} I
I < Goll FlI5. + fl!fHZ,v +-

ce qui implique

LS5
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c’est-a-dire
K g S 1 llp
et ¢’est estimation requise (3.11). De plus, il découle de (3.21) et (3.23) que C' < max (Ap, A;)

et donc avec (3.19) on a (3.14)

O

Maintenant, nous pouvons facilement prouver le résultat correspondant pour 'opérateur conjugué
K , défini par

(Rg)() = / k(L 2)g()dt, = > 0. (3.24)
Théoreme 3.2 :

Soit 1 < p < g < 0o. Soit K l'opérateur de type de Hardy conjugué défini par la formule (3.24).
Soit K et K, donnés par la formule (3.7).Alors l'inégalité

159llg.u < Cllgllp. (3.25)

est vérifiée pour tout g > 0 si et seulement si

~ ~ 12 1/,
Ao = sup (K,u)"" (1) (Kovl”’> ") <0 (3.26)
>0
et
i SN
Ay = sup (Kou)"? (¢) (Kp/vl_p> ' (1) < o0. (3.27)
0

La constante C' est la méme que dans (3.11).

Démonstration (i) La preuve de la partie nécessité est la méme que dans la preuve du
théoreme 3.1, et elle est donc omise.
(ii) Suffisance. En vertu de la dualité, on a

15K gllgu = sup

11l g7 w1 —gr=1

/0 T (Ro)@)f(x)dz

/0 T g@) (K f)(@)dz

= sup
11l 2 g
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Sample output to test PDF Combine only



Chapitre 3 Opérateurs généraux de type de Hardy

L’inégalité de Holder donne

A 9(2) (K F)(@)dz| < (gl K Flly oy

Enfin, puisque Ay, A; correspondent & Ay, A; avec u,v et p, g remplacés par v'* , ul~4 et ¢, p/,

respectivement, le théoreme 3.1 implique que

HKpr’,vl—p/ < C”qu’,ul—q/

est vraie si et seulement si les condition (3.26) et (3.27) sont satisfaites. En combinant toutes

ces estimations, nous obtenons (3.25).

Exemple 3.2 :
Nous énoncons les résultats pour 'opérateur de Riemann-Liouville et pour I'opérateur intégral
fractionnaire de Weyl, mentionnés dans la remarque 3.1 (iii).
Soit 1 < p < q < o0.
(i) Si

(K f)(z) = /x(x OB o> 0,2 >0,

0

alors I'inégalité

K fllgu < CllLFllpo

est satisfaite pour tout f > 0 si et seulement si

sup < /t Oo(s — t)aqu(s)ds> v ( /O tvl_p/(s)ds) l/p, < 00
sup ( /t h u(s)ds) v ( /0 t(t - s)ap’vl—p’(s)ds) W < 0.

<mmwzjm@—mwwm,aza >0,

et

(ii) Si

alors I'inégalité

159llgu < Cllgllp.

o4
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et satisfaite pour tout g > 0 si et seulement si

sap ([ (i o u(s)ds) B ([ o) "
sup ( /O tu(s)ds) v ( /t Ts— t)ap’vl—p’(s)ds) "

3.3 Les opérateurs généralisés du type de Hardy. Le cas

et

p=>q

Remarque et notation 3.2 :

(¢ ) Considérons maintenant le cas
O<g<p<oo,p>1.

Ou 7 est defini par

S|

Y| =
==

ainsi que les chiffres

o= {/ooo Kf(qu) e (K‘wlp/)l/q, (t)] EiRd (t)dt}l/T

> i 1/p / 1/p, T 1/7”
B = { / {<K0u> (1) (Kp,vl—p> (t)} u(t)dt} . (3.28)
0

Si K est l'opérateur de Hardy H, c’est-a-dire si 'on prend k(z,t) = 1 pour t < z, k(z,t) =0
pour ¢t > x, alors B; est un multiple de By et il coincide avec le nombre A de (2.9).
(ii) Rappelons que pour l'opérateur de Hardy et son conjugué, une caractérisation a été donnée
pour le domaine complet 0 < ¢ < p < 0o,p > 1. Dans ce qui suit, nous nous limitons d’abord
au domaine

1<g<p<oo.
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Chapitre 3 Opérateurs généraux de type de Hardy

Théoreme 3.3 :
Supposons 1 < g <p < oo,% = % — %' Soit K un opérateur généralisé du type de Hardy .

Alors 'inégalité (3.11) est satisfaite pour tous f > 0 si et seulement si
max (By, By) < 00, (3.29)

ou By, B; sont définis dans (3.28).

De plus,la meilleure constante C' dans (3.11) satisfait

C ~ max (Bo, Bl) . (330)
Remarque 3.3 :
La formulation (et la démonstration)du théoreme correspondant pour I'opérateur conjugué K

est similaire.

Le théoreme suivant traite le cas 0 < ¢ < 1 < p < 0o qui est valable pour des conditions plus

faibles sur le noyau k& de 'opérateur de type Hardy

(K f)(x) = /Omk:(x,t)f(t)dt, >0, f>0

nous supposons seulement que k(z,t) > 0 est décroissant en ¢, et aucune autre condition n’est
imposée. D’autre part, les conditions suffisantes sont différentes des conditions nécessaires.

Théoréme 3.4 :

Supp080n80<q<1<p<ooetnotons%:é—

SR

Soit K l'opérateur de la remarque 3.3. Si

By = ( /O h {(f(qu)l/ ") (Kovlp')l/ . (t)}

alors, I'inégalité

r

1/r
vt (t)dt) < 00,

K fllgu < CllFllpo (3.31)

est vraie pour tout f > 0 avec C < By.

Inversement, si (3.31) et vraie pour tout f > 0, alors By < C' ou

By = ( /0 h (I?quy)// N0 4 (t)dt) W

26

Sample output to test PDF Combine only



Chapitre 3 Opérateurs généraux de type de Hardy

Remarque 3.4 :

(i) Notons que dans le théoréeme 3.4 nous n’exigeons qu'une seule condition pour la suffisance,
c’est a dire By doit étre fini comme dans le théoreme 3.3, ainsi une seule condition pour la
nécessité est demandée.

(ii)Une autre preuve a été donnée indépendamment par G. SINNAMON [32].

3.4 Quelques modifications et extensions

3.4.1 Cas général :intervalle (a,b)

Citons les résultats correspondants aux résultats de Secs. 3.1 a 3.3 pour le cas général d’un

intervalle (a,b), c’est-a~dire, pour les opérateurs

mmm:fﬂawwﬁ

b (3.32)
(Ro)a) = [ ht.opg(o)it
avec k(z,t) défini pour a <t < x < b et satisfaisant
k(x,t) > 0 pour x >t >a
k est croissant en x et décroissant en ¢, (3.33)

k(x,t) = k(x,z) + k(z,t) fora<t<z<z<b.

D’une maniére analogue a (3.7) on définit les opérateurs Ky et K, pour 5 > 0

(K.h) (z) = / "k (e O h(E)t, (Roh) (@) = / Kot o)t (3.34)

Alors on a I’assertion suivante qui correspond au théoreme 3.1 :

Théoreme 3.5 :
Soit 1 < p < ¢ < o0. Soit K 'opérateur de (3.32) satisfaisant les conditions (3.33) et soit K

et K, donnés par la formule (3.34). Alors l'inégalité

</ab(Kf)q(x)u(x)dx> " <C (/ab fp(x)v(x)d:c> " (3.35)
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c’est-a~dire ,l'inégalité
1K fllgu < Cllfllpo

est vérifiée pour tout f > 0 si et seulement si

Ap := sup (lN(qu> v (t) (Kovl_f">1/p, (t) < 0,

a<t<b

Ay = sup (f(ou>1/ ") (Kp,vl—p’>” () < oo (3.36)

a<t<b

Nous omettons la preuve le théoreme 3.5 peut-étre réduit au théoreme 3.1.

3.4.2 Estimations des intégrales de Riemann-Liouville avec deux
poids .

Nous étudions les estimations pondérées suivantes

/|]f z)[9dz | <C /|f ) P da (3.37)

avec une constante C' indépendante de f , pour les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville

If(x) = ﬁ / ( — 0 f(t)dt,0 > 0,

0
la question est de trouver des conditions nécessaires et suffisantes sur les fonctions de poids u

et v telle que (3.37) soit satisfaite ot le membre droit est fini . Ce probléme est résolu pour
1 <p<qg< o, >1 .Le résultat obtenu généralise d’autres estimations pour certains
opérateurs intégraux ou a =1 .

Formulation de quelques résultats.

Les estimations de la forme (3.37) ont été étudiées par de nombreux auteurs , et le cas a = 1
a été completement étudié.lci , l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville coincide avec

l'opérateur d’intégration , et I'inégalité correspondante (3.37) généralise I'inégalité bien connue

o8
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Chapitre 3 Opérateurs généraux de type de Hardy

de Hardy [[!2],théoreme 330]. Pour 1 < p < 0o,p = ¢, = 1, Talenti [36] ,Tomaselli [37] puis
Mackenhopt [26] on montré que l'inégalité (3.37) est vraie si et seulement si
00 Ya s 4 1/p'
Ay = Stlig /\u(a:)\qu /\v(x)\p/da: < 00, (3.38)
t 0

oul/p'+1/p=1Pour 1 <p<q<oo,a=1cerésultat a été obtenu par Bradley [0], Mazya
[24] [23] , Kokilachvili [8] , ainsi que les résultats similaires dans [20] [10]. De plus , Mazya et
Rosin [21] [23] ont considéré le cas 1 < ¢ < p < oo, a = 1, qui differe significativement du

précédent ,Ici I'inégalité (3.37) est satisfaite si et seulement si

1/¢'7 8 1/s

L= 7 /Oo\u(x)|qu N /t|v(:c)|—1”dg; () Pdt y < oo (3.39)

owl/s=1/q—1/p,1/q—1/¢ =1.
Dans[?] [16],sont obtenues des conditions suffisantes pour la bornétude des opérateurs de la

forme
X

Tf(z) = / Ko, 1) f(1)dt,

—00
dans les espaces pondérés , a condition que k(z,t) = 0 ne croit pas par rapport a z et ne décroit
pas par rapport a t dans le domaine {z > t}. Il a été montré dans [2] si 1 < p < ¢ < oo et
existe £ € [0, 1] tel que

s (/too |k(x,t)ﬁu(x)|qu)1/q (/t [ k() [w(@)] [ de) o,

—00

(] rsonora) " <o ([ 1swnra)” 5.0

o0

alors

Pour 1 < ¢ < p < 00, la condition suffisante pour 'estimation (3.40) est comme indiquée dans

[10], est la suivante

{/OOO [(/too |k($,t)u(x)|qd:c> v (/_; |U($)\pld:c> 1/q']

29

s

1/s
]v(t)|pldt} < 00.
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Chapitre 3 Opérateurs généraux de type de Hardy

Les résultats obtenus par Andersen et Heinig ont été appliqués pour I'étude des estimations
(3.37) au cas 0 < a < 1 et ont trouvé les conditions suffisantes correspondantes .

Pour 1 < p<oo,1/p—1/qg=a,0 < a <1, et u=wv la condition nécessaire et suffisante pour
(3.37) a été trouvée par Andersen et Sawyer [3].

Dans le cas de a > 1, le noyau de 'opérateur de Riemann-Liouville ne satisfait pas les conditions
de [2] [16] puisque les condition de monotonie sur le noyau sont ne sont pas respectées , et donc

une approche différente a été nécessaire ici. Formulons le résultat obtenu ,Soit v € [0, 1] et

Au(7,1) = ( /t T— t)a(l_”)q|u(x)|qu> v ( /0 t(t - x)app’|v(x)|—p’dx) v , (3.41)

ou en cas d’incertitude on fixe 0-co =0

Théoréeme 3.6 :
Soit 1 < p < g < oo, > 1, Alors l'estimation (3.37) est satisfaite si et seulement si
A,—1 = maxsup A,—1(7,t) < o0, (3.42)
7=0,1 >0

de plus, si C' est la plus petite constante dans (3.37), alors
F_l(Oz)Aa_l < C < TF_l(O{)AQ_l,

ou r ne dépend que de p, q, .

Il faut noter que (3.42) est composée de deux conditions(y = 0 et v = 1), dont chacune dans
le théoreme 3.6 est nécessaire , et ensemble elles sont suffisantes, on peut montrer que pour
a > 1 ces conditions , en général , ne se succedent pas , c’est a dire que la présence d’un couple
de conditions dans le théoreme 3.6 est essentielle et en cela elle differe des résultats connus
jusqu’alors .

Dans la proposition suivante sont considérés les cas particuliers p = 1 ou ¢ = co. Ces résultats

sont un cas particulier de I’énoncé bien connu [[17], ch. 11 , théoreme 4].

Théoréme 3.7 :

Soient a > 1 et C' la plus petite constante dans (3.37) si p = 1,1 < g < oo, alors

C =T (a) sup |v(t)| ! ( /t T t)(a_l)q\u(a:ﬂqu) "

t>0

60

Sample output to test PDF Combine only



Chapitre 3 Opérateurs généraux de type de Hardy

siqg=00,1<p< o0, alors
t . ) 1/p
C =T a)sup |u(t)|™ (/ (t — )@=V |y (z)| 7P dx) :
t>0 0
Pour certaines applications (voir par example, [1]) , il est important de voir quand les opérateurs
de Riemann-Liouville sont completement continus de Ly, a Ly, ou Ly, et L, sont les espaces

de Lebesgue de normes || fv]|, et ||gu||, respectivement.
Théoreme 3.8 :

Soient > 1,1 < p < ¢ < oo, alors l'opérateur de Riemann-Liouville de L,, a Ly, est

completement continue si et seulement si A,_1 < oo et pour tout v = 0,1
1&% Aa—1(77 t) = tliglo Aoé—l(’% t) =0. (343)

Remarque 3.5 :

Des propositions similaires aux théoremes 3.6, 3.7, 3.8 , sont valables pour 'opérateur dual

1

1@ = 5o / (t — 2)* F (1)t

xT
de plus lintervalle (0,00) du domaine de définitions de fonctions peut étre remplacé par tout

intervalle (a,b) de la droite réelle avec le changement correspondant des opérateurs I, et I .

Des cas particuliers des théoreme 3.6 et 3.8 ont été signalés pas I'auteur dans [16] .
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Conclusion

La majorité des résultats de ce travail sont a la base de recherche d’imminents scientifiques
dans le domaine des opérateurs intégraux . De nos jours les recherches sont poursuivies et de

nouveaux résultats sont apparus . On peut conclure que c’est un theme d’actualité .
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