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Résumé :

Notre mémoire est divisée en quatre chapitre.

Le premier chapitre est un rappel des notions de base sur les équations différentielles. Il aborde les concepts
fondamentaux tels que les ordres, les solutions générales et particuliéres, ainsi que les méthodes de résolution

élémentaires et le théoréme d’existence et unicité.

Le deuxiéme chapitre se concentre sur des exemples de résolution numérique des équations différentielles. On
y présente différentes techniques numeériques, telles que la méthode d’Euler, la méthode de Runge-Kutta. Des

exemples concrets illustrent ’application de ces méthodes.

Le troisiéme chapitre porte sur ’étude qualitative des solutions des équations différentielles. On examine
les propriétés globales des solutions. Des méthodes analytiques et graphiques sont utilisées pour analyser le

comportement des solutions.

Enfin, le dernier chapitre se concentre spécifiquement sur 1’étude qualitative des solutions de l’équation
d’Emden-Fowler. On explore les caractéristiques particuliéres de cette équation et les techniques spécifiques

utilisées pour analyser ses solutions.

En résumé, cette étude qualitative des équations différentielles ordinaires couvre les notions de base, les
méthodes de résolution numérique, ’analyse qualitative générale des solutions et une étude approfondie de

I’équation différentielle d’Emden-Fowler.



INTRODUCTION GENERALE

Une équation différentielle est une équation mathématique qui relie une fonction inconnue & une ou plusieurs
de ses dérivées. Elle exprime une relation entre la fonction recherchée et les taux de variation de cette fonction
par rapport & une ou plusieurs variables indépendantes. Les équations différentielles sont couramment utilisées
pour modéliser les phénoménes dynamiques et les relations entre les quantités qui évoluent dans le temps ou

dans ’espace.

Une équation différentielle peut étre classée en fonction de différents critéres, tels que 'ordre, la linéarité
et la nature des variables indépendantes et dépendantes. Voici quelques exemples d’équations différentielles
couramment rencontrées :

1. Equation différentielle ordinaire (EDO) : c’est une équation différentielle dans laquelle la fonction in-
connue dépend d’une seule variable indépendante. Par exemple : dy/dx = f(z), ot y est une fonction
inconnue de x et f(x) est une fonction donnée.

2. Equation différentielle partielle (EDP) : une équation différentielle dans laquelle la fonction inconnue
dépend de plusieurs variables indépendantes. Par exemple : 0%u/dz? + 0%u/dy?> = 0, oil u est une
fonction inconnue de x et y.

3. Equation différentielle linéaire : est une équation dans laquelle la fonction inconnue et ses dérivées
apparaissent linéairement. Par exemple : d?y/dz? + p(x)dy/dz + q(x)y = r(x), ou p(z), q(x) et r(z)
sont des fonctions données.

4. Equation différentielle non linéaire : est une équation dans laquelle la fonction inconnue et/ou ses
dérivées apparaissent de maniére non linéaire. Par exemple : dy/dr = y? — x, ol y est une fonction

inconnue de x.

La solution d’une équation différentielle consiste & trouver une fonction qui vérifie I’équation donnée, souvent

avec des conditions supplémentaires appelées conditions initiales ou conditions aux limites.

La théorie des équations différentielles fournit des méthodes et des techniques pour résoudre analytiquement



ces équations afin d’obtenir les solutions souhaitées. Cependant Il n’existe pas de méthodes analytiques systé-
matiques pour résoudre les équations différentielles non linéaires. En revanche la résolution de ces équations
passe par application des méthodes numériques (approchées).

La résolution numérique des équations différentielles est une approche qui consiste & obtenir une approxima-
tion numérique de la solution d’une équation différentielle a I’aide de méthodes numériques. Il existe plusieurs
méthodes numériques couramment utilisées pour résoudre des équations différentielles. Voici quelques-unes

des plus utilisées et traitées dans ce manuscrit :

1. Méthode d’Euler : C’est I'une des méthodes les plus simples pour résoudre numériquement une équation
différentielle. Elle est basée sur une approximation par différences finies et utilise une formule itérative
pour estimer les valeurs successives de la solution. Cette méthode est relativement facile & mettre en

ceuvre, mais elle peut introduire une erreur significative, en particulier pour des pas de temps importants.

2. Méthodes de Runge-Kutta : Les méthodes de Runge-Kutta sont des méthodes plus précises que la
méthode d’Euler. Elles sont basées sur une combinaison de points intermédiaires pour améliorer ’ap-
proximation de la solution. La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4) est 'une des méthodes les

plus couramment utilisées et offre une bonne précision pour un colit computational raisonnable.

Un autre inconvénient qu’on peut citer 4 propos de cette technique de résolution est qu’elle ne fournit pas
une expression algébrique des fonctions solutions mais plutét un ensemble des valeurs numériques d’une seule
solution, qu’il serait préférable de représenter graphiquement. Par conséquent elle ne donne a fortiori pas un
apercgu de ’ensemble des solutions et on est forcé de se restreindre a une seule fonction solution. Si 'on veut

des valeurs pour d’autres solutions les mémes opérations sont & répéter.

D’aprés cette analyse il s’avére que si la résolution numérique présente des avantages et supplée de ce fait la
résolution algébrique, elle représente en revanche des inconvénients importants et ce dés que ’on avance dans
le niveau. La résolution qualitative des équations différentielles se concentre sur I’analyse globale du compor-
tement des solutions sans chercher & obtenir une solution numérique précise. Elle permet de comprendre les
caractéristiques qualitatives des solutions, telles que les points d’équilibre, les trajectoires, les bifurcations et

les comportements asymptotiques.
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La résolution qualitative des équations différentielles implique souvent une combinaison de méthodes analy-
tiques, graphiques et numériques pour obtenir une compréhension globale du comportement du systéme. Elle
est particuliérement utile pour étudier les systémes complexes ou il n’est pas toujours possible d’obtenir des

solutions analytiques ou numériques précises.

On présente dans ce qui suit notre manuscrit réparti en quatre chapitres. Dans le premier chapitre, on rappelle
les notions de bases et les théorémes essentiels sur lesquels se basent la théorie des équations différentielles
ordinaire & savoir la définition d’une équation différentielle, d’'un probléme de Cauchy, le théoréme de I'exis-
tence et de I'unicité d’une solution d’'une EDO. Ensuite, dans le deuxiéme chapitre on a traité la résolution
numérique des équations différentielles en utilisant la méthode d’Euler. Dans le troisiéme chapitre on donne
une introduction élémentaire & la théorie qualitative des équations différentielles ordinaire et enfin dans le
dernier chapitre et comme application sur I’études qualitative des équations différentielles, on reprend 1’étude

I’équation différentielle d’Emden-Fowler traité par M. LEFRANC et J. MAWHIN.



Chapitre 1

Rappel sur les notions de base sur
équations différentielle

Les équations différentielles décrivent I’évolution de nombreux phénoménes dans des domaines variés. Une
équation différentielle est une équation impliquant une ou plusieurs dérivées d’une fonction inconnue. Si toutes

les dérivées sont prises par rapport a une seule variable, on parle d’équation différentielle ordinaire (EDO).

Définition 1.1 [/

Une EDO est une équation exprimée sous la forme d’une relation
Fy(t),y' (x),y" (@), .. y"™ (z)) = g(=)

e dont les inconnues sont une fonction y: I C R — R et son intervalle de définition I.

e dans laquelle cohabitent a la fois y et ses dérivées y',y”,...,y? ( p est appelé l'ordre de l’équation ). Si
la fonction g, appelée «second membrey de l’équation, est nulle, on dit que [’équation en question est
homogéne.

Résoudre une équation différentielle, c’est chercher toutes les fonctions, définies sur un intervalle I C R,

qui satisfont I’équation (on dit aussi intégrer l’équation différentielle).

Exemple 1.1 Résoudre l’équation différentielle y'(x) = —y(x) signifie chercher toutes les fonction
y:ICR R
z—y=f(z)
telles que f'(x) = —f(x) pour tout x € I. On peut vérifier que y(x) = ce™® pour tout x € R (ou ¢ est constante

réelle quelcongue) est une solution de I’EDO (en particulier, pour ¢ = 0 on trouve la solution nulle).
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Définition 1.2
En particulier dans le calcul différentiel, une équation aux dérivée partielle (ou équation différentielle partielle
(également notée EDP)), est une équation différentielle dont les solutions pour des fonctions inconnues sont

basées sur plusieurs variables qui satisfont certaines conditions liées o leurs dérivées partielles.

C’est une équation mathématique contenant en plus de la variable dépendante (x dans les cas suivants) des

variables indépendantes (x,y,...) € R? et une ou plusieurs dérivées partielles qu’on peut écrire sous la forme :

Oy Oy 0%y 0%y
F Ly, —, —, ——, ——, ... | =
<x7 ,y7 ax’ at ) 8:1;27 at2 ) g(z)

Exemple 1.2

1). 49—

2). =2y

Définition 1.3

L’équation homogéne est [’équation différentielle o on a annulé le second membre :

Fy(t),y' (2),y"(x),...,y" (2)) = g(x) = 0

Définition 1.4

On appelle ordre de l’équation différentielle lordre de la dérivée la plus élevée figurant dans l’équation.
Par exemple :

o iy +xy = e¥ est une équation différentielle du premier ordre,

o v 4+ p(x)y =0, ot p(x) est une fonction connue, une équation différentielle du second ordre ;

o y9) — xy” = a2 est une équation différentielle d’ordre 9.

Définition 1.5
On appelle solution d’une équation différentielle d’ordre n sur un intervalle (a,b) une fonction y = f(x)
définie sur cet intervalle a, b) avec ses dérivées jusqu’a l'ordre n y compris et telle que la substitution de la

fonction y = f(x) dans Uéquation différentielle transforme cette derniére en une identité par rapport o x sur

(a,b).
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Par exemple :
la fonction y = sin x 4 cos x est solution de ’équation différentielle y"" +y = 0 sur Uintervalle (—oo, 4+00).

En effet, en dérivant deuz fois cette fonction, on aura

/ . 1! -
Yy =cosxr — sz, Yy = —StnxTr—CcosxT

En portant les expressions de y" et de y dans l’équation différentielle, on obtient une identité
—sitnx —cos x + sin x + cos x = 0.

La courbe solution d’une équation différentielle est appelée courbe intégrale de cette équation.

La forme générale de I’équation du premier ordre est
F(x,y,y") = 0. (1)

Si l’on parvient & résoudre Uéquation (1) par rapport ¢ y', on obtiendra

y' = f(z,y), (2)
c’est-a-dire une équation du premier ordre résolue par rapport a la dérivée.

Définition 1.6
On appelle probleme de Cauchy le probléme qui consiste o trouver une solution y = y(z) de ’équation

y' = f(x,y) qui satisfait a la condition initiale y(xo) = yo (une autre notation : Y|lz—z, = Yo).

En interprétation géométrique cela signifie qu’on cherche une courbe intégrale qui passe par un point donné

My (xo0,y0) du plan zoy .

Définition 1.7 (Solution générale).
La solution générale du n éme ordre est une solution contenant n variables arbitraires, correspondantes a n

constantes d’intégration.

Définition 1.8 (Solution particuliére).
La solution particuliére est dérivée de la solution générale en remplacant les constantes par des valeurs

particuliéres, souvent choisies par rapport aux conditions initiales ou conditions aux bornes.
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Définition 1.9 (Solution singuliére).

La solution singuliére est une solution qui ne peut pas étre dérivée de la solution générale.
1.1 Existence et unicité des solutions
Soient U un ouvert de R x R™ et f : U — R™ une fonction continue.

Définition 1.10 [J],/27]

i) Une équation différentielle ordinaire (EDO) sur U est une relation de la forme :

i) = f(t, (1))
que l’on note brievement

_dx

() = ft,2), @(t)=— (1.1.1)

1) Pour (to, o) donné, un probléme a valeur initiale associé a l’équation (1.1.1) est donné sous la forme

2 (to) = 0 (1.1.2)

{ z = f(t,x)

Définition 1.11 i) La fonction x(t) est dite solution de l’équation (1.1.1) sur un intervalle I C R si elle est
définie et continument dérivable sur I et si (t,x(t)) € U,Vt € I et si x(t) satisfait la relation (1.1.1) sur I.
i1) Soit (to,z0) € U donnée, la fonction = est dite solution du probléme & valeur initiale (1.1.2) s’ existe un

intervalle I contenant ty tel que x est une solution de l’équation (1.1.1) sur I et vérifie x (tg) = xo.

Définition 1.12 Considérons la fonction f(t,x) avec :

f:R"™ SR |t —tg|<a, etz e DCR"

On dit que la fonction f(t,x) est lipschitzienne par rapport & x, s’il existe K > 0 telle que :

‘f(t,$1) — f(t,$2)| S K'J?l — .’L‘2| 5 V(t,l‘l) 5 (t,xg) S [to - a,to —|—a] x D

La constante K est appelée constante de lipshitz.
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Théoréme 1.1 On considére le systéme différentiel :

= f(t,z),r e R"teR

et on suppose que la fonction vectorielle f(x,t) est lipschitzienne de rapport K par rapport a x, uniformément

ent € [—a,al]. Soit xy une donnée initiale, il existe une seule solution x(t) du systéme différentiel qui satisfait

x(0) = zg et qui est définie sur Uintervalle [—c, c] avec ¢ < min (a, %)

Preuve : Cette solution satisfait [’équation intégrale

¢
z(t) = z(0) —|—/ f(u, z(w))du,
0
on consideére lespace des fonctions continues y € C°([—a,a]) muni de la norme |ly|| = maxe_q,q |ly(t)].

Soit L : C°([—a,a)) — C°([—a,a]) Uopérateur définit par

L(y)(t) = 2(0) + / £y ()

cet opérateur satisfait

L(y)(t) = 1(y) (t)=/0 [ (u,y(u) = f (w,y' ()] du

et donc

IL(y) = L (y)|| < cK |ly = /||

Si on pose ¢ < min (a, %), on obtient que 'opérateur L est une contraction. Il posséde donc un point fixe
dans l'espace fonctionnel C°([—a,a]). Cet unique point fixe est une fonction continue qui est solution du

systéme différentiel et ceci démontre ’existence et 'unicité cherchées.
1.1.1 Condition initiale

Une EDO admet généralement une infinité de solutions. Pour choisir entre les différentes solutions celle qui
décrit le probléme physique, il faut considérer d’autres données qui dépendent de la nature du probléme
par exemple la valeur prise par la solution et/ou éventuellement ses dérivées en un ou plusieurs points de

I'intervalle d’intégration.
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Définition 1.13 (Condition initiale).
Soit une EDO d’ordre p. Une condition initiale (CI) est un ensemble de relations du type y(to) = o,y (to) =

(n—1)

y{),..-,y(”‘l)(to) =y (n—1)

qui imposent en ty les valeurs yo, yj, ---, Yo respectivement de la fonction incon-

nue et de ses dérivées jusqu’a l'ordre n — 1.

1.1.2 Probléme de Cauchy

Définition 1.14 [/(]
Soit [a,b] C R un intervalle, a un point de [a,b] et f : [a,b] x R une fonction donnée continue par rapport

auz deuz variables et y' la dérivée de y par rapport a a.

{ Y (@) = fla,y(@));z € a,b] : (1.1.3)

y(a) = yo,

avec Yo une valeur donnée appelée donnée initiale.

Si f ne dépend pas explicitement de x (i.e. si f(z,y(x)) = f(y(z))), PEDO est dite autonome.
L’essentiel de notre analyse concernera le cas ot 'on a qu’une seule EDO, c’est-a-dire le cas scalaire.

Résoudre un probléme de Cauchy, c’est chercher toutes les fonctions définies sur un intervalle [a,b] C R qui
satisfont ’équation et qui vérifient la condition initiale. On aura donc des questions naturelles telles

e Trouver toutes les fonctions solutions de 'EDO.

e Parmi toutes ces fonctions choisir celles qui vérifient la condition initiale (existence ? unicité ?).

e Parmi toutes ces fonctions étudier le domaine de définition (pour chaque fonction trouvée quel est le plus

grande domaine de définition qui contient le point zg 7).

Exemple 1.3

Résoudre le probléme de Cauchy

Solution

On peut facilement vérifier que
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_ 1
YT @9
I’équation différentielle. Si
_ 1
YT @9
alors,
2z
SRCEDE
et donc,
-2 2
Y+ 2xy* = T4 )

@+ e " @ rep

ce qui vérifie que

_ 1
v= (2 +¢)

en effet, une solution générale de I’équation différentielle

Y+ 2xy? = 0.
La condition initiale y(0) = —1 est équivalente a4 ¢ = —1. Donc, la solution est
1
)= ——.
y( ) (xQ . 1)

1.1.3 Solution maximale

Définition 1.15

Soient U un ouvert de RxR™ et f : U — R™ une fonction. On consideére l'équation différentielle y' = f(x,vy),

ot (x,y) € U.

e Une solution de l’équation différentielle est la donnée d’un couple (y,I) o I est un intervalle de R et y
est une fonction de U dans R™ dérivable tels que, pour tout x € I, (z,y(x)) € U et y'(z) = f(z,y(x)).

o Si(y1,11) et (ya, I2) sont deux solutions de l'équation différentielle, on dit que (yo, I2) est un prolongement

de (y1,11) st I1 C Iy et pour tout x € I, y1(x) = ya(x).
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e On dit que (y,I) est une solution mazimale de l’équation différentielle si elle n’admet pas de prolongement.

Autrement dit, pour toute autre solution (z,J) telle que I C J et y(x) = z(x) pour tout z € I, alors J = 1.

1.1.4 Solutions globales

Soit I'ouvert U de la forme U = J x U’ ot J est un intervalle de R et U’ un ouvert de R™.

Définition 1.16

Une solution globale est une solution définie sur l'intervalle J tout entier.

Remarque 1.1

Toute solution globale est mazimale mais la réciproque est fausse.

1.1.5 Reégularité des solutions

Définition 1.17

Une fonction est dite de classe C*, si elle admet des dérivées partielles continues jusqu’a Uordre k.

Théoréme 1.2

Sif:UCRxR™ — R est une fonction de classe C*, alors toute solution de (1.1.3) est de classe C*T1.

Théoréme 1.3 (de Cauchy-Lipschitz, Existence globale et unicité des solutions)[d)

Considérons une fonction
fifa, o) x J—R
(@,y) — f(z,y)

définie pour tout x dans un intervalle [a,b] et pour tout y dans un intervalle J. On suppose que f est
e continue par rapport G ses deux variables,
e uniformément lipschitzienne par rapport & sa deuxiéme variable, ce qui signifie qu’il existe une constante

L > 0 (appelée constante de Lipschitz) telle que

[f(x, 1) — f(x,y2)] < Llys —y2| V 2 € a,b],Yy1,y2 €R.

Alors pour toute condition initiale y(xo) = yo avec xg € [a,b] et yo € J il existe une unique solution mazimale

y=y(x) de 'EDO y'(z) = f(x,y(z)) et cette solution est de classe C([a,b]).



Chapitre 2

Exemple de résolution numérique des
équations différentielles

L’objectif de ce chapitre est de chercher a calculer de fagon approchée la solution d’un probléme de Cauchy.
Il se trouve que trés souvent, il est impossible de résoudre ce type de probléme de fagon explicite. Il faut alors
faire appel & des schémas numériques efficaces permettant d’approcher les solutions explicites. Nous verrons

ce que sont les principaux schémas existants.

2.1 Equations différentielles du premier ordre

2.1.1 La méthode d’Euler

C’est la méthode la plus simple de résolution numérique d’équations différentielles ordinaires. Son emploi est
facile. Toutefois elle est relativement peu utilisée en raison de sa précision [2].

Soit & résoudre numériquement le probléme :

{ y'(x) = f(z,y(x)), 2 € [a, ]

w(a) = 10 (2.1.1)

donnée la forme intégrale de ce probléme est :

([y@@=LU@MW@,

alors

b
y@—mw=/f@mmm
d’ou

b
y@:mwf/f@mm@,
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a

Considérons une subdivision {xg,z1,...,2,} de [a,b] avec g = a, x; = a + ih, ou h = b% est le pas de la

subdivision.

Alors

donc

xi+1
y(ei +1) = ya) + / f(ay(@))de, (2.1.2)

i

il y a plusieurs facon d’approximer f;:ﬂ f(z,y(x))dz.
2.1.2 La méthode d’Euler explicite

En utilisant la méthode des rectangles & gauche sur f;i“ f(z,y(x))dz, et en remplacant dans la formule

(2.1.2), l'algorithme de la méthode d’Euler explicite est donné par :
Yi+1 = Yi + h’f(xﬁyz)a 1= 07 1a sy T — 17 avecyop = Q.
2.1.3 La méthode d’Euler implicite

En utilisant la méthode des rectangles a droite sur ffﬁ_l f(z,y(x))dz et en remplagant dans la formule

i

(2.1.2), l'algorithme de la méthode d’Euler explicite est donné par :
Yir1 = Yi + hf(@iy1,vi11);  i=0,1,..,n—1, avec yo = a.
On notera que dans ce schéma, le terme y;41 apparait sur chaque itération.

Théoréme 2.1
Soient y(x) la solution unique du probléme de Cauchy (2.1.1), et yo,y1, ..., Yn les approzimations de y(x) aux
points xo, T, ..., T, engendrée par la méthode d’Fuler. Si f est Lipschitzienne en y sur D par rapport a v,

alors Uerreur théorique Fy est donnée par :

., Mah
Ey < (eL(b Ll) 22L

avec Mo = max,e(q.5) |5(7)| et L est la constante de Lipschitz.
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2.1.4 La méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 : RK2

En utilisant la méthode des trapézes sur ff’“ f(z,y(x))dz, et en remplagant dans la formule (2.1.2), on

obtient :

h .
Yitl = Yi + §[f(xiayi) + f(@iv1,¥i01)); ©=0,1,...,n—1, avec yo=a,.

on remplace y;+1 par Ualgorithme de la méthode d’Euler explicite
h .
Yit1 = Yi + §[f($i,yi) + f(@iv, i+ hf (g i=0,1,.,n—1, avec yo =a,.
or ;11 = x; + h, donc

h
yz‘+1:yi+5[f($iayi)+f($i+hayi+hf($i,yi)]; 1=0,1,...,n—1, avec yo=aq,.

en posant K1 = f(x;,y;) et Ko = f(x; +h,y; + hK7) , on obtient algorithme de la méthode de Runge-Kutta

[ -
Yir1 =y + 2(K1 + K>)
Ky = f(zi,y;) et Ko = f(zi+h,y; +hK1) (2.1.3)

yo  donne.

2.1.5 La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 : RK4

En wutilisant la méthode des Simpson sur f;“ flz,y(z))dz, et en remplagant dans la formule (2.1.1), on
obtient ’algorithme de la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 [7] qui est donné par :

Yir1 =Y + (K1 +2K> +2K3+ Ky), i=0,1,.,n—1, o
Ky = f(zi,y:), Ko=fo;i+ 2%y +2K),
Ky = f(z;+ %y, + 2Ky) et Ky= f(zi+h,y; + hK>).
yo donne.

(2.1.4)

2.2 Exemples

Exemple 2.1 Soit I’équation différentielle a condition initiale

{ Y () =y+a;zel0,1]
y(0) =1

x Approcher la solution de cette équation en x = 1 a l'aide de la méthode d’Euler en subdivisant l’intervalle

de travail en 10 parties égales.

x Comparer & la solution ezacte.
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Solution :

On pose f(z,y(z)) =y + x.

Remarquons tout d’abord que f étant continue et Lipschitzienne par rapport a y du fait que

|f(z,y1) — f(z,92)] = |y1 — y2|,d o L = 1, le probléeme de Cauchy admet une solution - unique. Par la

méthode d’Euler on a :

Yiv1  =vyi+hf(zi,vi)
Yien =i+ h(yi + xi);
Yin :yi(l-i-h)—l-hl'i
ou le pas h = % =0.1,2-0,z; = xg + th = 0.14, d’ou le tableau suivant :
i | 0] 1 2 3 4 ) o 7 8 9 10
x; | 0] 01 0.2 0.8 | 0410506\ 07| 08| 0.9 1
y, | 1] 1.1 1.22 | 1.362 3.187

C’est a dire que Uapproxzimation en x =1 de y(x) est y(1) =10= 3.1874.

solution exacte

y()

—1—x+ 2"

donne y(1) = 3.4366. Ainsi, Uerreur effectivement commise lors de Uapplication de la méthode d’Euler est :

|E.| = [3.4366 — 3.1874] = 0.25.

Cherchons Uerreur théorique qui est donnée par :

avec Moy = maxye(q.5) |Y(7)| et L =1 est la constante de Lipschitz de f par rapport a y on a :

E, < (eL(bfa _ 1)

y'(z) = y + x, donc

y'(z) =y + 1,alors
y'(z) =1+2+y,do

y'(x) =1+z+ (=1 -z + 2%

y”(x) _ 2623:.

M?h

2L
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Ainsi My = 2e. Donc

Y Mh

E, < (ePb=) 1) 22L

E < (61(170) - 1)260'17
2x1

E, <0.4673.

Clairement on a, |E.| < |E|. donc la méthode d’Euler donne une bonne approzimation de la solution de ce

probléme de Cauchy.

Exemple 2.2

Approcher la solution de l’équation différentielle ci-dessous en x1 = 0.2 en utilisant RK2, avec un pas h = 0.2

V(@) = ylw) — 2
{ y(0) = 1 (2.2.1)

Solution :
L’intervalle d’intégration est [0,0.2] et le pas d’intégration est h = 0.2. on pose f(x,y) = y(x) — %, ,

lalgorithme de la méthode de RK?2 s’écrit comme suit :

Yig1 = yi + L(Ki + K»), avec
Ky = f(zi,y:) et Ky = f(x;+h,y; + hiKy)

alors

{ Y =wyo + %(Kl + K3), avec
K1 = f(xo,y0) et Ko = f(xo+h,yo + hKy)

donc K1 = f(0,1) =1 et Ky = f(0.2,1.2) = 0.8666.

Ainsi, Uapprozimation de x = 0.2 de y(z) est yy = yo + 2(K1 + K2) = 1+ %2(1 +0.8666) = 1.18666.

Exemple 2.3

Soit le probleme de Cauchy suivant :

{ t—(siny)? —y =0,t€[0,7]
y(0) = 7
— Montrer que ce probléme admet une solution unique.

— Calculer la valeur approchée de y (%ﬂ) par la méthode d’Euler explicite de temps constant h = 7.

Solution :

On pose f(t,y) = t — (siny)?, il est clair que f est continue sur [0,7] x R il reste a montrer qu’elle est
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Lipschitzienne par rapport a vy,

on aVtel0,n],Vy,ys €R,

|f(t 1) — F(ty2)| = |(siny1)? — (siny2)?],

(siny1) = (sinys)||(sin y1) + (sin ya)|

< 2|(sin y1) — (siny2)],
d’apres le théoréme des accroissements finis

|(siny1) — (siny2)| < |cos c(yr —v2)| < lyr —w2l, 11 <c <y

finalement,

|f(tyn) — f(t,y2)] < 2|y1 — w2l

donc f est Lipschitzienne par rapport a y et la constante L = 2, d’ou l'unicité de la solution.

La formule d’Euler explicite est donnée par :

. ™
Yri+l :yz+hf(tzayl)7 1=0,1,..,n—1, avec Yo = Z

h = %, on doit chercher n tel que t, = ?jf, on at, =tog+nh= ?ﬂf alors n = 3,c’est a dire on cherche une

approzimation de y(3F). On a alors :

y1 = yo + hf(to,yo)

= yo + h(to — (sin yo)?)

De méme, on calcule yo et ys3

y2 =y1 +hf(ti,y1)
Y5 = 08945.
yz = y2 + hf(t2, y2)

ys = 1.6505.



Chapitre 3

Etude qualitative des solutions de
I’équation différentielle

3.1 Famille de courbes

On a vu que la solution générale de I’équation différentielle y = y est y = ce”.

Cette solution représente un famille de courbe d’un seul paramétre. Hors que la solution générale de
2’ + 162 =0
est
x(t) = c1cos(4t) 4 cosin(2t).

Cette solution représente une famille de courbe de deux paramétres. Lors de la résolution d’une équation

différentielle du premier ordre
F(z,y,y') =0

, on obtient généralement une famille de solution avec un paramétre c. Une solution contenant une constante

arbitraire représente un ensemble
G(z,y,¢) =0

de solutions appelé une famille solutions & un paramétre. Lors de la résolution d’une équation différentielle

d’ordre n,

F(‘r7y7 y/7 "‘Vy(n)) = 0
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nous cherchons une famille de solutions de n paramétres
G(I7 Y,C1,C2, ..., Cn) =0.

Cela signifie qu'une seule équation différentielle peut posséder un nombre infini de solutions correspondant au
nombre illimité de choix pour le paramétre (s). Une solution d’une équation différentielle qui est ne dépend

pas de paramétres d’arbitraires est appelé une solution particuliére. Par exemple vous pouvez vérifier que
Y = CT — TCOS T

est une famille se solution a 1 parameétre sur l'intervalle (—oo, +00), et y = —xcosz est une solution particuliére
qu’on obtient quand ¢ = 0.

De méme sur l'intervalle (—oo, +00),
y = cre® + cpe”
est une famille se solution & deux paramétres de I’équation différentielle
y' =2y +y=0.
Quelques solutions particuliéres sont (y = 0)(c; =2 =0)),y = e"(¢1,c2 =0) et y = e*(cy =0,¢c0 = 1).
Pour trouver ’équation différentielle associée & une famille de fonctions contenant n constantes arbitraires
G(z,y,c1,C2y i) =0,
il faut dériver n fois cette expression et éliminer les n constantes arbitraires a partir des (n + 1) équations

disponibles.

Exemple 3.1

Trouver ’équation différentielle de la famille de fonctions
y = ax + beos x.

Solution

La famille possédant deux constantes arbitraires, on dérive deux fois

y = ax + bcos x

y =a—bsinz

/!

)
cos x

y' = —bcosx = b= —
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maintenant on a

y — zy’ = (az + beos x) — x(a — bsin x)

= b(cos x + xsin x)

1

=— (cos x + xsin x)
cos

1

=—y
L’équation différentielle est donc
y'(I+tanz) —zy +y=0

3.2 Etude qualitative

L’étude qualitative est un outil pour étudier des équations différentielles dont on ne dispose pas de solution

explicite [, 13]. Nous allons restreindre I’étude qualitative a des équations différentielles de la forme

v =f), (3.2.1)

c’est-a-dire on se concentre sur le cas ou la fonction f ne dépend pas de la variable t, mais uniquement de la

variable y.

Définition 3.1
Un équilibre ou état stationnaire d’une équation différentielle (3.2.1) est un nombre ¢ telle que la fonction

constante y(t) = c¢ est une solution de (3.2.1).

Autrement dit si la condition initiale yo est un équilibre, alors y(t) = yo est une solution constante de
léquation différentielle. Puisque la dérivée d’une fonction constante est zéro, il est assez simple de déterminer

les équilibres :

Proposition 3.1

Un nombre ¢ est un équilibre de ’équation différentielle (3.2.1) si et seulement si on a

f(e) =0.

On doit donc résoudre Uéquation classique f(y) = 0 pour connaitre les équilibres. C’est nettement moins

difficile que résoudre une équation différentielle :
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Exemple 3.2

Considérerons l’équation y' = ry, donc f(y) = ry. Soit r # 0. Alors l'unique solution de l’équation
ry =0
est y =0. Donc 0 est l'unique équilibre.

Exemple 3.3

Considérons I’équation logistique y' = ry(1 — %), donc

fly) =ry(l— %) =Ty 5

Soit r > 0 et K > 0. Alors les solutions de I’équation

2

sonty=0ety=K.

On peut distinguer deux types d’équilibres :

Définition 3.2

Soit ¢ un équilibre de l’équation différentielle (3.2.1). On dit que c est

— un équilibre stable (ou attractif ) si f'(c) < 0.

— un équilibre instable (ou répulsif ) si f'(c) > 0.

La terminologie est justifiée par la propriété suivante : soit yo une condition initiale proche d’un équilibre

stable c. Alors la solution y(t) pour la condition initiale yo va s’approcher de c. On aura

lim y(t) = c.

t—o00

Vice versa si yo est une condition initiale proche d’un équilibre instable c, la solution y(t) va s’éloigner de c.

Regardons deux exemples :

Exemple 3.4

Considérons 'équation y' = ry, donc f(y) =ry. La dérivée de f est

f'ly)=r
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On sait que 0 est un équilibre.

ler cas : r < 0. Alors f'(0) = r < 0, léquilibre est donc stable. Soit yo > 0 une condition initiale, alors la

solution est y(t) = yoe™. Puisque r < 0 on a tlim e = 0. On obtient
00

lim y(t) = lim yoe™" =0,

t—o0

la solution s’approche de l’équilibre stable 0.

2nd cas : v > 0. Alors f'(0) = r > 0, l’équilibre est donc instable. Soit yo > 0 une condition initiale, alors

la solution est encore y(t) = yoe™. Puisque r > 0 on a tlim e = 0. Donc la solution s’éloigne de 1’équilibre

— 00

instable 0.

Exemple 3.5

Considérons ’équation logistique

1 Y
y=ry(l - 4)
donc,
F0) = (1= Ly =y = 2
Yy)=ry K~ Ty K
La dérivée de f est
2ry
! — - <
On sait que 0 et K sont les équilibres. On a
2r-0
FO)y=r— 2 —r >,

Rappelons nous que pour un modéle logistique on suppose toujours r > 0 et K > 0.

donc 0 est un équilibre instable. On a

B 2rK

£ =1 = =

donc K est un équilibre stable. On peut résumer ces informations dans la figure suivante :
Considérons maintenant une solution y(t) de I’équation (3.2.2) avec condition initiale yo.
Supposons que yo est différente des équilibres 0 et K. Qu’est-ce qu’on peut dire sur la solution y(t)?

- Siyo > K, la fonction y(t) va décroitre pour s’approcher de ’équilibre stable K.

=r—2r=—-r<aq,

(3.2.2)
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FIGURE 3.1 — Les fleches s’éloignent de 0 car il est instable, ils pointent vers K car il est stable.

- Siyo < K, la fonction y(t) va augmenter : elle s’éloigne de ’équilibre instable O et s’approche de I’équilibre
stable K.
Nous pouvons donc compléter la figure (3.1) comme suit :

Y

FIGURE 3.2 — Solutions du 3’ basée sur une étude qualitative.
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3.3 Champ de vecteurs et portrait de phase

3.3.1 Introduction

On s’occupe d’un systéme différentiel autonome de dimension deux, donc de la forme

{ § = gz, y) (3.3.1)

ou f et g sont des fonctions de R? dans R.

Rappelons qu’un systéme différentiel est dit autonome si les équations intervenant dans ce systéme ne font
pas intervenir la variable par rapport a laquelle sont calculées les dérivées.

Nous supposons que les fonctions f et g sont continument dérivables, pour assurer le fait que par tout point
M du plan passe une solution et une seule. Pour alléger les écritures, nous supposons de plus, que toutes les

solutions sont définies sur R tout entier.
3.4 Tracé du portrait de phase

Pour mieux tracer le champ de vecteurs (3.3.1), on va présenter ici des techniques permettant d’en prévoir

assez simplement quelques propriétés essentielles.

3.4.1 'Trajectoires

Définition 3.3 On appelle trajectoire (ou orbite) du systéme (3.3.1), Uensemble parcouru dans le plan (x,y)

par le point de coordonnées (x(t),y(t)) lorsque t parcourt R.

En d’autres termes, une trajectoire du systéme (3.3.1) est I’ensemble des points du plan {(z(t),y(t));t € R}.
Nous allons voir dans la proposition suivante que plusieurs solutions peuvent avoir pour image la méme

trajectoire.

Proposition 3.2 Soit S(t) = (x(t),y(t)) une solution du systéme (3.3.1). Pour tout réel a, So(t) = S(t —a)

est aussi une solution de (3.3.1), dont la trajectoire coincide avec celle de S(t).

Preuve
11 est facile de voir que, puisque le systéme (3.3.1) est autonome, si S(t) est une solution de (3.3.1), S,(¢) en
est aussi une. De plus, si ¢ parcourt R, alors (t — a) également. Par conséquent, ces deux solutions S(t) et

S, (t) parcourent toutes les deux I'image S(R).
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Si la solution S passe par le point M & l'instant tg, la solution S, passe par le méme point M & l’instant
to + a. Autrement dit, la solution S, parcourt la méme trajectoire que la solution S avec un retard constant

égal a a.

Remarque 3.1 D’aprés la proposition ci-dessus, la trajectoire parcourue ne dépend que du point M, et pas
de ty. Le point M détermine donc une unique trajectoire. Rappelons cependant qu’une méme trajectoire est

parcouruve, & des instants différents, par une infinité de solutions.
3.5 Champ de vecteurs

Définition 3.4
L’application
h:R? — R?
(z,y) — (f(2,9),9(z,9))
définit un champ de vecteurs.
A chaque point M = (x,y) du plan, on associe le vecteur V(M) = (f(z,y),9(x,y)). Un champ de vecteurs
3.3.1 est donné par la propriété suivante :

En tout point M du plan oo V(M) # 0, la trajectoire passant par M est tangente o V(M).

Pratiquement, pour représenter le champ associé au systeme 3.3.1, on se donne un quadrillage de la partie
du plan choisie ; en chaque point de ce quadrillage, on trace un petit vecteur égal, ou colinéaire a V(M).
En observant le champ de vecteurs, on a déja une idée du comportement des trajectoires. On verra une

illustration d’un champ de vecteurs dans un exemple un peu plus loin.
3.6 Isoclines

On définit les ensembles de R? sur lesquels s’annulent les composantes @ et 3 du systéme (3.3.1).

Définition 3.5 (Isoclines horizontale)[Y]
On appelle isocline horizontale l’ensemble I des points (x,y) tels que g(x,y) = 0.
Soit M = (x,y) un point de I. Si f(x,y) # 0, alors la trajectoire passant par M a une tangente horizontale.

FElle est parcourue de gauche & droite si f(x,y) > 0, de la droite vers la gauche si f(x,y) < 0.
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L’ensemble I est constitué en général d’une ou de plusieurs courbes, qui partagent le plan en régions dans

lesquelles le signe de g(z,y) reste constant.

Définition 3.6 (Isocline verticale)[]

On appelle isocline verticale l'ensemble J des points (x,y) tels que f(x,y) = 0.

Soit M = (z,y) un point de J tel que g(x,y) # 0. La trajectoire passant par M a une tangente verticale. Elle

est parcourue de bas en haut si g(x,y) > 0, de haut en bas si g(x,y) < 0.

L’ensemble J est constitué en général d’une ou de plusieurs courbes, qui partagent le plan en régions dans

lesquelles le signe de f(x,y) reste constant.

Quand on trace a la fois I et J, on partage le plan en des régions sur lesquelles le champ de vecteurs a les

propriétés sutvantes :

— Régions o f et g sont positives : dans ces régions les trajectoires du systeme (3.3.1) se dirigent, pour t
croissant, vers le haut et a droite.

— Régions ot [ est positive et g est négative : les trajectoires du systéme (3.3.1) se dirigent vers le bas et a
droite.

— Régions ou f est négative et g est positive : les trajectoires de (3.3.1) se dirigent vers la gauche et le haut.

— Régions ou [ et g sont négatives : les trajectoires de (3.3.1) se dirigent vers le bas et a gauche.

3.7 Points stationnaires

Considérons le systéme différentiel non linéaire en dimension deux (3.3.1), vérifiant les hypothéses du

théoréme d’existence et d’unicité des solutions.

Définition 3.7

On appelle point stationnaire (ou point d’équilibre ou point singulier) un point M (zo,yo) tel que f(xo,y0) =0
et g(zo,yo) = 0 : la solution du systéme (3.3.1) passant par un tel point est la solution constante x(t) = xg
et y(t) = yo.

Les points stationnaires se situent a l’intersection de l’isocline horizontale et de l’isocline verticale.

Le comportement des trajectoires au voisinage des points stationnaires est particulierement intéressant.

Exemple 3.6
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Les points stationnaires du systéme

r =sinx
{ y = siny (3.7.1)

sont les points de coordonnées x = kmw et y = mm, ot k et m sont des entiers relatifs.

On distingue deux types de points stationnaires :

Définition 3.8 [20, 25/

Un point stationnaire (xg, yo) du systéme (3.3.1)est dit hyperbolique si toutes les valeurs propres de la matrice

Jacobienne Dp(xo,y0), ot F = (f,g), ont la partie réelle non-nulle. Dans le cas contraire, il est dit non-

hyperbolique.

— Si au moins une des deux valeurs propres de la matrice Jacobienne Dg(xo,yo) est nulle, on parle d’un
point stationnaire dégénére.

— Si une seule valeur propre de la matrice Jacobienne Dp(xq,y0) est nulle, on dit dans ce cas que le point
stationnaire est semi-hyperbolique.

— Si les deux valeurs propres de la matrice Jacobienne Dp(xo,yo) sont nulles, la singularité est dite non

élémentaire.
3.8 Portrait de phase

Nous allons étudier la fagon dont les trajectoires du systéme (3.3.1) s’organisent dans le plan et notamment
comment elles se comportent prés des points ot &(t) et §(¢) s’annulent simultanément, c’est-a dire prés des

points stationnaires.

Définition 3.9

On appelle portrait de phase d’un systéme différentiel l’ensemble de ses trajectoires.

Exemple 3.7

Considérons le systéme différentiel de R?

rT=y—x—2
{ y:yxzfy (3.8.1)

Les points stationnaires, les isoclines, le champ de vecteurs et les trajectoires du systéme (3.8.1) sont illustrés

sur le portrait de phase représenté sur la figure suivante :
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-4 6
_4 -
FIGURE 3.3 — Portrait de phase du systéme 3.8.1.
3.9 Systémes linéaires homogénes
3.9.1 Position du probléme
Considérons le systéme différentiel linéaire homogéne du plan
X = AX (3.9.1)

ou A est une matrice carré d’ordre deux, a coefficients constants dans R .

. _(a
SllonposeA—<c d

b), léquation (3.9.1) s’écrit

{ = av by (3.9.2)

Yy =cx+dy
Chaque solution (¢, z(t),y(t)) de (3.9.2) est I’équation paramétrée d’une courbe du plan (z,y). Cette courbe
est la trajectoire de la solution (¢, x(t), y(t)).
Le point (0,0) est toujours un point stationnaire des systémes différentiels linéaires homogene du plan. C’est
la trajectoire de la solution nulle (x(¢) = 0,y(t) = 0). Si la matrice A est inversible (c’est a dire si zéro n’est
pas une valeur propre deA), c’est méme le seul point stationnaire de (3.9.2). Les autres trajectoires sont des

courbes qui ne passent pas par l'origine.

Exemple 3.8
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Considérons le systéme

=1
{ v= ety (3.9.3)
y =y

Les valeurs propres de la matrice associée au systéme (3.9.3) sont (—1) et (—1/3). L’origine est donc un

neud attractif (figure 3.4).

FIGURE 3.4 — Portrait de phase du systéme (3.9.3).
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3.10 Champs de vecteurs dans R?

Définition 3.10

Soit U une partie de R%2. Un chamyp de vecteurs sur U est une application v: U — R2,

x v1(2,y)
— v(z,y) =
<y> (z,9) (w(wﬂ)
Les fonctions vi,ve : U — R sont appelées les composantes du champ de vecteur.

Exemple 3.9 pour toute matrice A € My(R), Uapplication

x x
VA — A
est un champ de vecteurs sur R2.

Exemple 3.10 - Prenons U = R2.

1 1
e Le champ de vecteurs constant vo(x,y) = ( 0 ), et les champs de vecteurs vi(z,y) = ( > et

Y

R
;1; ==
— N R

FIGURE 3.5 — Le champ de vecteurs vg, v1 et vy

e Le champ de vecteurs v (x1,x2) = ( ;1 )
2

Définition 3.11 (Equation différentielle associée a un champ de vecteurs)
Soient U une partie de R? et v un champ de vecteurs sur U. Fizant un point ug = (z0,y0) de U et un réel
to, on lui associe l’équation différentielle X'(t) = v(X(t)) avec la condition initiale X (to) = ug, c.-a-d. on

cherche une fonction dérivable

X:T—U, trs X(t)= (“‘m)
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FIGURE 3.6 — Le champ de vecteurs v

telle que

ou I est un intervalle ouvert contenant tg. Ceci équivaut donc au systéeme d’équations différentielles

{ 2 (t) = vi(z(t),y(t))
"(t) = va (21 (1), y(t))

avec la condition initiale x(ty) = xo et y(to) = yo. Dans ce cas, on dit que Uapplication I — Ut — X (t)

est une courbe intégrale du champ de vecteurs v, passant par le point ug au temps tg.

Définition 3.12 On dit que le point ug € U est un point stationnaire du champ de vecteurs v siv(ug) = 0.

Dans ce cas, la fonction constante X : R — U, t — ug est une courbe intégrale de v passant par ug.



Chapitre 4

Etude qualitative des solutions de
I’équation différentielle d’Emden-Fowler

L’équation différentielle d’Emden-Fowler

20 249
@4‘@4'0 =0, TLE}0,00[ (401)

a fait 'objet d’un grand nombre de travaux[6]. Cette équation apparait également dans des travaux récents

consacrés a des généralisations non linéaires de I’équation d’ondes en mécanique quantique [18, 21].

Le changement de variables

g &,
o 0’ €’

u =

permet de ramener (4.0.1) a ’équation différentielle du premier ordre

dv v(u+v—1)
= - 7 4.0.2
Pt e, (10.2)

ce qui suggere emploi des méthodes qualitatives [14] pour la discussion, dans le plan, des trajectoires de
cette équation. Une telle étude a été partiellement réalisée par C.W.Jones en [10] 1953.

Les chercheurs M. Lefranc et J. Mawhin ont repris ce probléme [19] en étudiant la nature des points singu-
liers de (4.0.2) au moyen de méthodes qualitatives et en complétant ces résultats par une détermination du

portrait topologique des trajectoires au moyen de la méthode des isoclines.
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4.1 Quelques résultats sur la nature des points singuliers des sys-
téme différentiels autonomes du second ordre

Définition 4.1
On appelle point singulier d’un systéme différentiel autonome du second ordre

dx dy

E:P(xay)v E:Q(xay>

ou de l’équation du premier ordre correspondante

dy  Q(z,y)
dr  P(x,y)

toute solution (xo,yo) du systéme

P(l’,y) = 07 Q(x;y) =0.

Une simple translation permettant toujours de ramener un point singulier donné a l'origine des coordonnées,

considérons le systéme différentiel

d. d
d—j =ax + by + f(x,y), d—Z =cx +dy+ g(z,y) (4.1.1)

ou a,b,c,d sont des constantes réelles et f(z,y) et g(z,y) des fonctions réelles de classe C! par rapport a x

et y dans un voisinage du point (0.0) de R? et telles que

f(xvy) = 0(72)7 g(x,y) = (7“2)

lorsque

1
2

r= (2 +y*2 = 0.

Ce systéme posséde donc l'origine des coordonnées pour point singulier et la nature de cette singularité peut

étre déterminée dans de nombreux cas.

Théoréme 4.1 [/, 22/
Si D = ad—bc # 0 et si on n'a pas simultanément A = (a+d)?>—4(ad—bc) = (a—d)*+4bc < 0 et a+d =0, la
nature du point singulier a 'origine de (4.1.1) est la méme que celle du point singulier a lorigine du systéme

linéarise

do = ax + by, d—? =cx + dy. (4.1.2)
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St D #£ 0 et si on a simultanément A < 0 et a +d = 0, on peut toujours, par un changement de variables

linéaire, ramener (4.1.1) a un systéme de la forme

dx dy
e y+ F(x,y), pri —z+ G(z,y)

ot F(z,y) et G(x,y) satisfont aux mémes hypothéses que f(x,y) et g(x,y). Lorsque F et G sont des polynoémes
homogeénes du second degré, la nature du point singulier & [’origine est complétement déterminée par le

théoreme suivant [7] :

Théoréme 4.2

Le systéeme différentiel

dx

dt

d
=y + Ba® 4 (2C + B)zy + Dy?, dizf = —z+ Az® + (2B + a)ay + Cy?

posséde un centre & l'origine si et seulement si une des trois conditions suivantes est satisfaite :
1.LA+C=B+D=0
2. a(A+C) = BB(B+ D);Aa® — (3B + a)a?B + (3C + B)ap? — DB? =0
3. a+5(B+D)=83+5A+C)=AC + BD +2(A? + D?) = 0.

Si D =0 et |a] +|b] + |c| + |d| # 0, on peut toujours, par une transformation linéaire portant sur x,y et t,

ramener le systéme (4.1.1) a U'une des deux formes

dr dy
ou
dr dy
o — vt F@y), o =Gy (4.1.4)

ot les fonctions F(x,y) et G(x,y) satisfont aux mémes hypothéses que f(x,y) et g(z,y). Seul le premier cas

étant utilisé dans ce travail.

Théoréme 4.3 [/5, 2/]
Si Vorigine est un point singulier isolé du systéme (4.1.3), alors, dans le plan (z,y) :

a) il existe deuz et seulement deur trajectoires respectivement tangentes en 0 a Ox pour z— 0— et z— 0+

et nous désignerons par L la courbe correspondante ;
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b) w étant un voisinage de l'origine, la courbe L divise w en deux sous-ensembles wy, et wo, situés respecti-

vement au-dessus et en dessous de L et tels que :

1. ou bien toutes les trajectoires situées dans wi ou wo sont paraboliques, c’est-a-dire tangentes en 0 @

0y.

FIGURE 4.1 —

FIGURE 4.2 —
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FIGURE 4.3 —

FIGURE 4.4 —

FIGURE 4.5 —
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FIGURE 4.6 —

2. on bien une seule trajectoire est parabolique et les autres hyperboliques, c’est-a-dire n’appartiennent a

w1 ou we que pour des valeurs de t contenues dans un intervalle borné ;

¢) Jo étant la courbe d’équation z+ F(x,y) = 0 et wiy (resp.wiz) le sous-ensemble de wy limité par Uarc de
courbe L dont les points ont des abscisses négatives (resp. positives) et par Uarc de Jy, dont les points ont

des ordonnées positives, si, en passant de wi1 @ wio a4 travers Jy la fonction

p(z,y) = W

passe de valeurs négatives (resp. positives) a des valeurs positives (resp. négatives), les trajectoires sont du
type b — 1 (resp. b —2) dans wy. La conclusion inverse est valable dans ws.

Lorsque les trajectoires sont de type différent dans wi et wa, la singularité est dite un col-neeud.



Conclusion

En conclusion, ’étude qualitative des équations différentielles ordinaires nous permet d’approfondir notre
compréhension de ces équations et de leurs solutions. Les différents chapitres nous guident & travers les no-
tions de base, les méthodes de résolution numérique, ’analyse qualitative des solutions et I’étude spécifique

de I’équation d’Emden-Fowler.

En comprenant les concepts fondamentaux dans le premier chapitre, nous sommes préparés a explorer les
exemples de résolution numérique dans le deuxiéme chapitre, ce qui nous permet d’obtenir des solutions ap-
proximatives pratiques. Ensuite, I’étude qualitative des solutions dans le troisiéme chapitre nous donne une

vision plus profonde du comportement des solutions.

Enfin, I’étude de I'équation d’Emden-Fowler dans le dernier chapitre nous permet de développer des tech-
niques spécifiques pour analyser et comprendre les solutions d’une équation non linéaire d’importance. Dans
I’ensemble, cette étude qualitative nous donne une perspective plus riche sur les équations différentielles, ce qui

est essentiel pour résoudre des problémes complexes dans de nombreux domaines scientifiques et d’ingénierie.
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