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Introduction

Les équations différentielles fractionnaires ont été récemment utilisées comme outils
efficaces dans la modélisation de nombreux phénomènes dans divers domaines des
sciences appliquées et de l’ingénierie, tels que le contrôle acoustique, le traitement du
signal, les milieux poreux, l’électrochimie, la médecine, l’économie, le génie chimique,
la dynamique chaotique, la physique statistique, et ainsi de suite (voir [15, 16, 17] et
les références qui y sont mentionnées). De nombreux problèmes peuvent être modélisés
par des équations intégro-différentielles fractionnaires découlant de diverses applica-
tions en sciences et en ingénierie. Ainsi les théorèmes de point fixe ont provoqué de
grands effets sur le développement de nombreuses disciplines mathématiques. Associés
à des problèmes fondamentaux d’analyse fonctionnelle, ces théorèmes jouent un rôle
principal dans ce travail.

La question de la dépendance continue des solutions du problèmes dans les équations
différentielles a été largement étudiée ces dernières années pour une variété de pro-
blèmes. Cela est parfois appelé la question de la stabilité structurelle, et de nombreuses
références peuvent être trouvées, par exemple, dans le livre Straughan [5]. En ce qui
concerne la stabilité structurelle, l’accent est mis sur la dépendance continue (résultant
de la convergence) vis-à-vis des changements dans le modèle lui-même, plutôt que sur
les données initiales. Cela signifie des changements de coefficients dans les équations
et des changements dans les équations, et peut être reflété physiquement par des va-
riations des paramètres constitutifs. De plus, il convient de tenir compte de l’erreur
inévitable qui survient à la fois lors du calcul numérique et lors de la mesure physique
des données. Il est important de connaître l’impact de ces erreurs sur la solution.

Ce travail est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre : Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et dé-
finitions de l’analyse fonctionnelle utilisées tout au long de ce mémoire, telles que
les espaces vectoriels normés, la complétude, les applications continues, les espaces
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fonctionnels et quelques théorèmes du point fixe. Ensuite, la définition des dérivées
fractionnaires les plus populaires, à savoir Riemann-Liouville et Caputo, ainsi que leurs
propriétés.

Le deuxième chapitre : En utilisant le théorème du point fixe de Banach géné-
ralisé, nous étudions l’existence et l’unicité, ainsi que la dépendance continue de la
solution par rapport aux conditions initiales, les estimations sur la solution et la
dépendance continue sur les paramètres et les fonctions impliquées dans l’équation
intégro-différentielle fractionnaire non linéaire :

cDαx(t) = λx(t) + f

(
t, x(t),

∫ t

0

h(t, s)x(s)ds,

∫ T

0

k(t, s)x(s)ds

)
, t ∈ J = [0, T ]

x(0) = x0 ∈ R,
(1)

où cDα représente la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre 0 < α < 1, f : J × R×
R × R → R, h : J × J → R et k : J × J → R sont des fonctions continues données.
Nous établissons en outre une estimation sur la solution et sa dépendance continue
par rapport aux paramètres et aux fonctions impliquées dans le membre de droite de
cette équation. Enfin, un exemple est donné pour illustrer les résultats obtenus.

Dans le troisième chapitre : nous examinons l’équation d’évolution suivante :
dqx

dtq
= A(t)x(t) + F (t, x(t)), t ∈ J = [0, b]

x(0) = x0.
(2)

La variable inconnue x(·) prend des valeurs dans l’espace de Banach X, F ∈ C(J ×
X,X), et A(t) est un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach X, et x0 est
un élément donné de X. L’opérateur Dq désigne la dérivée fractionnaire de Caputo
d’ordre 0 < q < 1. Nous allons étudier l’existence, l’unicité et la dépendance conti-
nue du solution du problème de valeur initiale. Les principaux outils utilisés sont les
applications du théorème du point fixe de Banach.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on va présenter quelques définitions, théorèmes fondamentaux et
notions de base qui seront utilisés dans la suite du mémoire.

1.1 Espaces vectoriels normés

1.1.1 Topologie des espaces normés

Soit E un espace vectoriel sur le corps K.
Définition 1.1.1. [1] On appelle norme sur E toute application p de E dans K telle
que pour tout x, y ∈ E et λ ∈ K, on a :

i) p(x) = 0⇔ x = 0 (Séparation).

ii) p(λx) = |λ| · p(x) (Homogénéité).

iii) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) (Inégalité du triangle).

On note p(x) = ‖x‖, ce qui s’appelle la norme de x. On dit alors que le couple (E, p)

est un espace vectoriel normé (EVN).
Exemple 1.1.1. Dans Kn on a les normes usuelles.

‖x‖2 =

(
n∑
i=1

|xi|2
) 1

2

, ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|.

Proposition 1.1.1. [1] L’application d : (x, y)→ ‖x− y‖ est une distance sur E qui
est invariante par translation, c’est-à-dire que pour tout a ∈ E, d(x+a, y+a) = d(x, y).
On dit que d est la distance associée à la norme.

9



1.1. Espaces vectoriels normés 10

Définition 1.1.2. [19] Soient (E, ‖·‖) un EVN, a ∈ E, et r > 0.
– On appelle boule ouverte (resp. boule fermée) de centre a et de rayon r l’ensemble :
B(a, r) = x ∈ E : ‖x− a‖ < r (resp. Bf (a, r) = x ∈ E : ‖x− a‖ ≤ r).

– On appelle sphère de centre a et de rayon r l’ensemble :
S(a, r) = x ∈ E : ‖x− a‖ = r.

Exemple 1.1.2. Dans R, B(a, r) =]a− r, a+ r[, Bf (a, r) = [a− r, a+ r],
et S(a, r) = {a− r, a+ r}.
Définition 1.1.3. [19] Soit a un élément d’un EVN E. On appelle voisinage de a
toute partie de E contenant un ouvert de E qui contient a.
Proposition 1.1.2. Soit a un élément d’un espace vectoriel normé E. Une partie V
de E est un voisinage de a si et seulement s’il existe ε > 0 tel que B(a, ε) ⊂ V .
Définition 1.1.4. [19] Soit A une partie non vide d’un EVN E. On dit que a ∈ E
est un point adhérent de A si pour tout voisinage V de a, V ∩ A 6= ∅. De manière
équivalente, on dit que a est un point adhérent de A si ∀ε > 0, B(a, ε) ∩ A 6= ∅.
L’ensemble des points adhérents de A s’appelle l’adhérence de A et se note A.
Exemple 1.1.3. L’adhérence d’un intervalle borné non vide est l’intervalle fermé de
même extrémités.
Proposition 1.1.3. Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E. Alors A est le
plus petit fermé contenant A. En particulier, A est un fermé si et seulement si A = A.
Définition 1.1.5. [19] Soit A une partie d’un EVN E. L’intérieur de A noté

◦
A est

l’ensemble des points intérieurs de A, i.e
◦
A = {a ∈ E/∃ε > 0/B(a, ε) ⊂ A}.

Exemple 1.1.4. Pour a ∈ E et ε > 0, l’intérieur de la boule fermée Bf (a, ε) est la
boule ouverte B(a, ε).
Exemple 1.1.5. L’intérieur d’un intervalle non vide est l’intervalle ouvert de mêmes
extrémités.
Proposition 1.1.4. Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E. Alors

◦
A est le

plus grand ouvert inclus dans A. En particulier, A est un ouvert si et seulement si
◦
A = A.
Définition 1.1.6. [19] Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E. On appelle

frontière de A l’ensemble Fr(A) = A \
◦
A.

Exemple 1.1.6. La frontière de la boule fermée Bf (a, ε) est la sphère S(a, ε).

1.1.2 Complétude

Définition 1.1.7. Soit E un EVN. On dit qu’une suite (an)n∈N dans (E) converge
vers un point l ∈ E si, et seulement si limn→∞‖an − l‖ = 0.
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Remarque 1.1.1. Quelques conséquences immédiates découlent de cette définition :
– Si une suite (an)n∈N converge dans E, alors sa limite est unique.
– Toute suite convergente dans E est bornée.
– Soit ϕ une application strictement croissante de N dans N. Alors, si (an)n∈N est
une suite convergente, la suite (bn)n∈N dont le terme général est donné pour tout
n ∈ N par bn = aϕ(n) est convergente vers la même limite. (bn)n∈N s’appelle une
suite extraite.

Définition 1.1.8. Soit E un EVN. Une suite (an)n∈N d’éléments de E est dite de
Cauchy si, et seulement si pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que pour tout p, q ≥ N ,
on a ‖ap − aq‖ < ε.
Proposition 1.1.5. Soit E un EVN. Alors :

(i) Toute suite convergente est de Cauchy.

(ii) Toute suite de Cauchy est bornée.
Définition 1.1.9. Soit E un EVN. On dit que E est complet si toute suite de Cauchy
de E converge dans E. E est alors appelé un espace de Banach.
Proposition 1.1.6. 1. L’espace Rn est complet.

2. Soient E un EVN complet et A une partie de E. Alors A est complet si et
seulement si A est fermée.

1.1.3 Convexité

Définition 1.1.10. [21] Soit E un EVN. Une partie non vide C ⊂ E est convexe si
et seulement si :

∀x, y ∈ C, tx+ (1− t)y ⊂ C, t ∈ [0, 1].

Théorème 1.1.1. [21] Soit E un EVN. Alors les boules sont des ensembles convexes.
Proposition 1.1.7. Soit E un EVN et C un ensemble fermé de E. Si C vérifie la
propriété de la "demi-somme" suivante : ∀x, y ∈ C, x+ y

2
∈ C, alors C est convexe.

Proposition 1.1.8. L’intérieur et l’adhérence d’un convexe C sont convexes.
Lemme 1.1.1. Soient B(x0, r0) et B(x1, r1) deux boules dans un EVN.
Alors (1− t)B(x0, r0) + tB(x1, r1) = B(tx1 + (1− t)x0, tr1 + (1− t)r0).
Corollaire 1.1.1. [21] Soient E un EVN et C ⊂ E un convexe d’intérieur non vide.

Alors
◦
C = C et

◦
C =

◦
C.
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1.1.4 Applications continues

Définition 1.1.11. Soit f une application d’une partie A d’un EVN E à valeurs dans
un EVN F . On dit que f est continue en a ∈ A si

∀ε > 0, ∃α > 0 ∀x ∈ A, ‖x− a‖ < α⇒ ‖f(x)− f(a)‖ < ε.

On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A.
Proposition 1.1.9. Soit f une application d’une partie A d’un EVN E à valeurs dans
un EVN F . Alors f est continue en a si et seulement si pour toute suite (un) ⊂ A

convergeant vers a, la suite (f(un)) converge vers f(a).
Définition 1.1.12. Soit f une application d’une partie A d’un EVN E à valeurs dans
un EVN F . On dit que f est uniformément continue sur A si

∀ε > 0, ∃α > 0 ∀x, y ∈ A, ‖x− y‖ < α⇒ ‖f(x)− f(y)‖ < ε.

Définition 1.1.13. Soit f une application d’une partie A d’un EVN E à valeurs dans
un EVN F . On dit que f est lipschitzienne sur A si

∃K > 0 ∀x, y ∈ A, ‖f(x)− f(y)‖ ≤ K‖x− y‖.

Dans ce cas, on dit que f est lipschitzienne de rapport K ou K-lipschitzienne.
Remarque 1.1.2. La lipschitzienne est inchangée si on change les normes en des
normes équivalentes. Néanmoins, le rapport de lipschitzienne peut changer.
Exemple 1.1.7. Soit E un EVN. L’application z 7→ ‖z‖ est 1-lipschitzienne donc
continue.
Proposition 1.1.10. Soit f une application d’une partie A d’un EVN E à valeurs
dans un EVN F . Si f est lipschitzienne sur A, alors f est uniformément continue
sur A.
Remarque 1.1.3. La réciproque est fausse. La fonction x 7→

√
x est uniformément

continue sur R+ mais n’est pas lipschitzienne sur R+.
Définition 1.1.14. On dit que f : E → E est une application contractante si elle est
lipschitzienne de rapport K < 1.

1.1.5 Compacité

Définition 1.1.15. [20] On dit qu’une partie K d’un EVN E est une partie compacte
de E si toute suite à valeurs dans K admet une valeur d’adhérence dans K.
Proposition 1.1.11. Tout compact d’un EVN est fermé et borné.
Théorème 1.1.2. [20] Une partie d’un EVN de dimension finie est compacte si et
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seulement si elle est fermée et bornée.
Proposition 1.1.12. Toute partie fermée d’un compact est compacte.
Proposition 1.1.13. Une suite à valeurs dans un compact d’un EVN converge si et
seulement si elle admet une unique valeur d’adhérence. Dans ce cas, elle converge vers
cette unique valeur d’adhérence.
Lemme 1.1.2. Les parties fermées et bornées de Kn sont compactes.
Proposition 1.1.14. [20] L’image d’une partie compacte par une application continue
est compacte.
Corollaire 1.1.2. Soient K un compact d’un EVN E et f une application continue
sur K à valeurs dans R. Alors, f admet un minimum et un maximum sur K.
Théorème 1.1.3. [20] (Théorème de Heine)
Soient E et F deux EVNs, K une partie compacte de E et f une application de K
dans F . Si f est continue sur K, alors elle est uniformément continue sur K.
Exemple 1.1.8. Toute application continue sur un segment de R à valeurs dans un
EVN est uniformément continue sur ce segment.
Exemple 1.1.9. Les boules fermées et les sphères d’un EVN de dimension finie sont
compactes.

1.1.6 Théorème du point fixe de Banach

Soit (X, ‖ · ‖) un espace de Banach. On note J = [0, b]. Soit S l’espace des fonctions
continues z : J → X qui vérifient la condition

‖z(t)‖ = O(exp(λt)). (1.1)

Pour une constante positive λ > 0. Dans cet espace nous définissons la norme

‖z‖S = sup
t∈J

[‖z(t)‖ exp(−λt)] . (1.2)

Il est facile de voir que S avec la norme ci-dessus est un espace de Banach. Notons que
la condition (1.1) implique l’existence d’une constante positive N telle que ‖z(t)‖ ≤
N exp(λt) pour t ∈ J . En utilisant ce fait dans (1.2), on observe que

‖z‖S ≤ N. (1.3)

Définition 1.1.16. [2] Soit E un espace de Banach et T : E → E. On dit que x ∈ E
est un point fixe de l’application T si T (x) = x.
Théorème 1.1.4. [2] Soit T une application d’un espace de Banach E dans lui-même.
Si T est une contraction, alors T admet un unique point fixe dans E.
Théorème 1.1.5. [13] Soit U un sous-ensemble fermé non vide d’un espace de Banach
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E, et soit αn ≥ 0, n ∈ N une suite telle que
∑∞

n=0 αn converge. De plus, supposons
que l’application T : U → U satisfasse

‖T nu− T nv‖ ≤ αn‖u− v‖,

pour tout u, v ∈ U et pour tout n ∈ N. Alors T a un unique point fixe u∗. De plus,
la suite {T nu0}∞n=1 converge vers u∗ pour tout u0 ∈ U .

1.2 Intégrales et dérivées d’ordres fractionnaires

Définition 1.2.1. [4] On appelle fonction Γ de Euler la fonction définie par :

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt, z ∈ C, Re(z) > 0.

Exemple 1.2.1. Γ(1) =

∫ +∞

0

e−tdt = 1.

Définition 1.2.2. La fonction E(α > 0) définie par Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(kα + 1)
, est

appelée fonction de Mittag-Leffler d’ordre α.
Définition 1.2.3. [6] On appelle intégrale fractionnaire (à gauche) de Riemann-
Liouville d’ordre α > 0 de la fonction f l’intégrale définie par la formule suivante :

I(α)
a f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)(α−1)f(t)dt, x ∈ [a, b]

Définition 1.2.4. Une fonction réelle f(t), t > 0, est dite dans l’espace Cµ, µ ∈ R s’il
existe un nombre réel p > µ, tel que f(t) = tpg(t), où g(t) ∈ C[0,∞), et on dit qu’ il
est dans l’espace Cn

µ si et seulement si f (n) ∈ Cµ, n ∈ N.
Théorème 1.2.1. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville possède la propriété
de semi-groupe I(α)

a

[
Iβa f(x)

]
= Iα+β

a f(x).
Définition 1.2.5. [6] La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre
α > 0 est définie par :

Dα
t f(x) =

dn

dtn
(In−αf(t)) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

f(s)

(t− s)α+1+n
ds,

avec n = [α] + 1 ∈ N et [α] dénote la partie entière de réel α.
Théorème 1.2.2. 1. Si (n − 1) ≤ α < n, Dα

a I
α
a+f(x) = f(x) pour toute fonction

f ∈ C([a, b]).



1.2. Intégrales et dérivées d’ordres fractionnaires 15

2.

Iαa+D
α
a f(x) = f(x)−

n−1∑
k=0

(x− a)α−k−1

Γ(a− k)

dn−k−1

dxn−k−1
(In−αa+ f(x)).

3. En particulier : pour 0 < α < 1

Iαa+D
α
a+f(x) = f(x)− (x− a)α−1

Γ(α)
(I1−α
a+ f(x)),

et pour α = n on a :

Ina+D
n
a+f(x) = f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(x−a)k

k!
.

1.2.1 Dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 1.2.6. [4, 6] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo est définie comme

dαf(t)

dtα
= In−α

(
dnf(t)

dtn

)
=

1

Γ(n− α)

∫ t

0

(t− s)n−α−1f (n)(s)ds,

et n− 1 < α ≤ n, n ∈ N, t > 0 et f ∈ Cn
−1. Si 0 < α ≤ 1, alors

dαf(t)

dtα
=

1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− s)−αf ′(s)ds,

où f ′(s) = df
ds

(s) et f est une fonction abstraite à valeurs dans X.

Le problème (3.1) est équivalent à l’équation intégrale

x(t) = x0 +
1

Γ(q)

∫ t

0

(t−s)q−1A(s)x(s)ds+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t−s)q−1f(s, x(s))ds, t ∈ J. (1.4)
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1.2.2 Relation enter l’approche de Riemann-Liouville et celle
de Caputo

Le théorème suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et
celle au sens de Riemann-Liouville.
Théorème 1.2.3. Soit α > 0 avec n− 1 < α < n et soit f une fonction telle que les
dérivée fractionnaires cDαf(t) et RLDαf(t) existent alors :

cDαf(t) =RL Dαf(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(0)

Γ(k − α + 1)
tk−α.

Remarque 1.2.1. Si f (k)(0) = 0 pour k = 0, 1, · · · , n− 1, on aura

cDαf(t) =RL Dαf(t).

Corollaire 1.2.1. La relation entre les dérivées fractionnaires de Caputo et de Riemann-
Liouville donnée par la formule suivante :

cDαf(t) =RL Dα

(
f(t)−

n−1∑
k=0

(t− a)k

k!
fk(a)

)
.

Lemme 1.2.1. Let α, β ∈ [0,∞)∫ t

0

sα−1(t− s)β−1ds = tα+β−1 Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.



Chapitre 2
Propriétés de solution pour des équations
intégro-différentielles d’ordre fractionnaire
avec des coefficients constants positifs

Dans ce chapitre, on va étudier l’existence et quelque propriétés de la solution pour
une équation intégro-différentielle non linéaires à coefficients constants, en utilisant
une inégalité intégrale de type mixte [9, 10, 12, 13].

cDαx(t) = λx(t) + f

(
t, x(t),

∫ t

0

h(t, s)x(s)ds,

∫ T

0

k(t, s)x(s)ds

)
, t ∈ J = [0, T ]

x(0) = x0 ∈ R,
(2.1)

où cDα représente la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre 0 < α < 1, f : J × R×
R × R → R, h : J × J → R et k : J × J → R sont des fonctions continues données.
Nous établissons en outre une estimation sur la solution et sa dépendance continue
par rapport aux paramètres et aux fonctions impliquées dans le membre de droite de
l’équation 2.1. Enfin, un exemple est donné pour illustrer les résultats obtenus.
Théorème 2.0.4. [10] Soit u, f, g, h ∈ C([α, β],R+) et c ≥ 0. Si

up(t) ≤ c+

∫ t

α

h(s)

(
uq(s) +

∫ s

α

f(σ)uq(σ)dσ +

∫ β

α

g(σ)up(σ)dσ

)
,

pour t ∈ [α, β] , On a

up(t) ≤ cexp

(∫ t

α

n1A(σ)dσ

)
+

∫ t

α

n2B(s)exp

(∫ t

α

n1A(σ)dσ

)
,

17
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où A(t) = h(t)

(
1 +

∫ t

α

f(σ)dσ +
1

n1

∫ β

α

g(σ)dσ

)
, B(t) = h(t)

(
1 +

∫ t

α

f(σ)dσ

)
,

et p ≥ q ≥ 0, p 6= 0, k > 0, n1 = q
p
k
q−p
p et n2 = p−q

q
k
q
p .

2.1 Résultats d’existence

Le lemme suivant traite de l’équation d’une équation intégro-différentielle fractionnaire
mixte non linéaire équation (2.1)
Lemme 2.1.1. Si la fonction f : J ×R×R×R→ R est une fonction continue, alors
l’équation (2.1) est équivalente à l’équation intégrale,

x(t) = x0 +
λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1x(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f

(
(s, x(s),

∫ s

0

h(t, τ)x(τ)dτ,

∫ T

0

k(t, τ)x(τ)dτ

)
ds, t ∈ J.

(2.2)

Preuve : Soit x une solution de l’équation (2.1). Définir

z(t) = λx(t) + f

(
t, x(t),

∫ t

0

h(t, s)x(s)ds,

∫ T

0

k(t, s)x(s)ds

)
,

donc z(t) =c Dαx(t), et comme cDαx(t) = Dα(x(t)− x0). Alors on obtient

z(t) = Dα(x(t)− x0) =
d

dt
I1−α(x(t)− x0),

en déduire que : I1z(t) = I1−α(x(t) − x0) + k ou k est une constante quelconque
puisque z(t) et x(t) − x0 sont des fonctions continues, pour t = 0 on obtient k = 0,
ainsi I1z(t) = I1−α(x(t) − x0). On applique l’opérateur différentiel fractionnaire de
Riemann-Liouville D1−α des deux cotés,on obtient

x(t)− x0 = D1−αI1z(t)

= D1IαI1z(t)

= D1I1+αz(t)

= Iαz(t),

en utilise la définition de z(t), nous obtenons Eq (2.1). Inversement, supposons que
x(t) soit une solution de l’eq (2.1). Il peut alors s’écrire comme

x(t) = x0 + Iαz(t) (2.3)
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ou

z(t) = λx(t) + f

(
t, x(t),

∫ t

0

h(t, s)x(s)ds,

∫ T

0

k(t, s)x(s)ds

)
,

puisque z(t) est continue et x0 est constant, l’utilisation de l’opérateur différentiel
fractionnaire de Caputo cDα, de l’équation (2.3), on obtient :

cDαx(t) =c Dαx0 +c DαIαz(t) = z(t),

donc
cDαx(t) = λx(t) + f

(
t, x(t),

∫ t

0

h(t, s)x(s)ds,

∫ T

0

k(t, s)x(s)ds

)
,

de (2.3), on obtient x(0) = x0. on peut démontrer que x(t) est la solution de l’eq (2.1).

Théorème 2.1.1. Soit T > 0 et ε > 0 une constante telle que 0 ∈ [x0 − ε, x0 + ε].
Supposons que f : J × [x0 − ε, x0 + ε]× [x0 − ε, x0 + ε]× [x0 − ε, x0 + ε] → R vérifie
la condition H1 suivante :

|f(t, x, y, z)− f(t, x̄, ȳ, z̄)| ≤ L(|x− x̄|+ |y − ȳ|+ |z − z̄|).

Soit

χ = min

{
T,

(
Γ(α + 1)ε

(ε+ |x0|)(λ+ L(1 + ThT + TkT )) +M

) 1
α

}
où hT = sup {|h(t, s)|0 ≤ s ≤ t ≤ T}, kT = sup {|k(t, s)|0 ≤ s ≤ t ≤ T},
M = supt∈J |f(t, 0, 0, 0)|. Puis l’éq (2.1) a une unique solution x : [0, χ]→ R.

Preuve : Définissons l’ensemble U = {x ∈ C([0, χ],R) : x(0) = x0, ‖x− x0‖ ≤ ε}.
Puisque x0 ∈ U , U est non vide, de plus U est un sous-ensemble fermé, borné et
convexe de l’espace de Banach C([0, χ],R). on définit l’opérateur A sur l’ensemble U
par

Ax(t) = x0 +
λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1x(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f

(
s, x(s),

∫ s

0

h(s, τ)x(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x(τ)dτ

)
ds.

Maintenant, nous montrons que A envoi l’ensemble U dans lui-même.
Prenons x ∈ E et t ∈ [0, χ], on a

|Ax(t)− x0| ≤
λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|x(s)|ds
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+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

∣∣∣∣f(s, x(s),

∫ s

0

h(s, τ)x(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x(τ)dτ

)∣∣∣∣ds
≤ λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|x(s)|ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

∣∣∣∣f(s, x(s),

∫ s

0

h(s, τ)x(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x(τ)dτ

)
− f(s, 0, 0, 0)

∣∣∣∣ds+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

∣∣∣∣f(s, 0, 0, 0)

∣∣∣∣ds
En utilisant (H1) et la définition de U , pour tout t ∈ [0, χ]

|x(t)| ≤ |x(t)− x0|+ |x0| ≤ ε+ |x0| (2.4)

∣∣∣∣f (s, x(s),

∫ s

0

h(s, τ)x(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x(τ)dτ

)
− f(s, 0, 0, 0)

∣∣∣∣
≤ L

[
|x(t)|+

∫ s

0

|h(s, τ)||x(τ)|dτ

+

∫ T

0

|k(s, τ)||x(τ)|dτ
]

≤ L(ε+ |x0|)(1 + ThT + TkT ).

Donc

|Ax(t)− x0|

≤ λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1(ε+ |x0|)ds+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1L(1 + ThT + TkT )(ε+ |x0|)ds

+
M

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds

≤
(

(λ+ L(1 + ThT + TkT ))(ε+ |x0|) +M

Γ(α + 1)

)
tα

≤
(

(λ+ L(1 + ThT + TkT ))(ε+ |x0|) +M

Γ(α + 1)

)
χα

≤
(

(λ+ L(1 + ThT + TkT ))(ε+ |x0|) +M

Γ(α + 1)

)(
Γ(α + 1)ε

(ε+ |x0|)(λ+ L(1 + ThT + TkT ) +M

)
≤ ε.
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On remarque que, pour 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ χ,

|Ax(t1)− Ax(t2)|

≤ 1

Γ(α)

∣∣∣∣λ∫ t1

0

(t1 − s)α−1x(s)ds+

∫ t1

0

(t1 − s)α−1f

(
s, x(s),∫ s

0

h(s, τ)x(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x(τ)dτ

)
ds− λ

∫ t2

0

(t2 − s)α−1x(s)ds

−
∫ t2

0

(t2 − s)α−1f

(
s, x(s),

∫ s

0

h(s, τ)x(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x(τ)dτ

)
ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∣∣∣∣λ∫ t1

0

(
(t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1

)
x(s)ds+

∫ t1

0

(
(t1 − s)α−1

− (t2 − s)α−1

)
f

(
s, x(s),

∫ s

0

h(s, τ)x(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x(τ)dτ

)
ds

− λ
∫ t2

t1

(t2 − s)α−1x(s)ds−
∫ t2

t1

(t2 − s)α−1f

(
s, x(s),

∫ s

0

h(s, τ)x(τ)dτ,∫ T

0

k(s, τ)x(τ)dτ

)
ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)
λ

∫ t1

0

(
(t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1

)
(|x(s)− x0|+ |x0|)ds

+
1

Γ(α)

∫ t1

0

(
(t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1

})∣∣∣∣f(s, x(s),

∫ s

0

h(s, τ)x(τ)dτ,∫ T

0

k(s, τ)x(τ)dτ

)
− f(s, 0, 0, 0)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣f(s, 0, 0, 0)

∣∣∣∣)ds+
1

Γ(α)
λ

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1

(|x(s)− x0|+ |x0|)ds+
1

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1

(∣∣∣∣f(s, x(s),

∫ s

0

h(s, τ)x(τ)dτ,∫ T

0

k(s, τ)x(τ)dτ

)
− f(s, 0, 0, 0)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣f(s, 0, 0, 0)

∣∣∣∣)ds,
on obtient

|Ax(t1)− Ax(t2)|

≤
(

(λ+ L(1 + ThT + TkT ))(ε+ |x0|) +M

Γ(α)

)∫ t1

0

(
(t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1

)
ds

+

(
(λ+ L(1 + ThT + TkT ))(ε+ |x0|) +M

Γ(α)

)∫ t2

t1

(t2 − s)α−1ds

≤
{

(λ+ L(1 + ThT + TkT ))(ε+ |x0|) +M

Γ(α + 1)

}
{2(t2 − t1)α + tα1 − tα2} .

Ceci montre que Ax est continue. Ainsi pour tout x ∈ U , on à Ax ∈ C([0, χ],R),
Ax(0) = x0 et ‖Ax − x0‖ ≤ ε. Cela prouve que Ax ∈ U i.e A applique l’ensemble U
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sur lui-même. L’étape suivante consiste à prouver que, pour tout n ∈ N∪ {0}, et tout
x, y ∈ U , on a

‖Anx− Any‖ ≤ [(λ+ L(1 + ThT + TkT ))tα]n

Γ(nα + 1)
‖x− y‖, t ∈ [0, χ], (2.5)

Pour n = 0, l’inégalité (2.5) est trivialement vraie. On suppose que (2.5) est vraie pour
n = m − 1 et on la prouve pour n = m, en utilisant la définition de l’opérateur A et
l’hypothèse (H1), nous avons

|Amx(t)− Amy(t)| = |A(Am−1x(t)− Am−1y(t))|

≤ 1

Γ(α)

∣∣∣∣λ∫ t

0

(t− s)α−1Am−1x(s)ds

+

∫ t

0

(t− s)α−1f

(
s, Am−1x(s),

∫ s

0

h(s, τ)Am−1x(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)Am−1x(τ)dτ

)
ds

− λ
∫ t

0

(t− s)α−1Am−1y(s)ds

−
∫ t

0

(t− s)α−1f

(
s, Am−1y(s),

∫ s

0

h(s, τ)Am−1y(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)Am−1y(τ)dτ

)
ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)
λ

∫ t

0

(t− s)α−1|Am−1x(s)− Am−1y(s)|ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

∣∣∣∣f (s, Am−1x(s),

∫ s

0

h(s, τ)Am−1x(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)Am−1x(τ)dτ

)

− f
(
s, Am−1y(s),

∫ s

0

h(s, τ)Am−1y(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)Am−1y(τ)dτ

) ∣∣∣∣ds. (2.6)

En utilisant les hypothèses (H1) et (2.5) dans (2.6) pour n = m− 1, on a

|Amx(t)− Amy(t)|

≤ λ

Γ(α)

(λ+ L(1 + ThT + TkT ))m−1

Γ((m− 1)α + 1)
‖x− y‖

∫ t

0

(t− s)α−1sαm−αds

+
L

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

{
|Am−1x(s)− Am−1y(s)|+

∫ s

0

|h(s, τ)||Am−1x(τ)− Am−1y(τ)|dτ

+

∫ T

0

|K(s, τ)||Am−1x(τ)− Am−1y(τ)|dτ
}
ds

≤ (λ+ L(1 + ThT + TkT ))

Γ(α)

(λ+ L(1 + ThT + TkT ))m−1

Γ((m− 1)α + 1)
‖x− y‖

∫ t

0

(t− s)α−1sαm−αds

≤ [(λ+ L(1 + ThT + TkT ))tα]m

Γ(mα + 1)
‖x− y‖,
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qui est notre inégalité (2.5). Par conséquent, nous avons

‖Anx− Any‖ ≤ [(λ+ L(1 + ThT + TkT ))χα]n

Γ(nα + 1)
‖x− y‖.

Par définition (1.2.2), on a

∞∑
n=0

[(λ+ L(1 + ThT + TkT ))χα]n

Γ(nα + 1)
= Eα((λ+ L(1 + ThT + TkT ))χα).

Nous avons prouvé que l’opérateur A vérifie toutes les conditions du Théorème 2.0.4
et donc A admet un unique point fixe x : [0, χ] → R qui est la solution de l’équation
(2.1)

2.1.1 Estimations sur la solution

Le théorème suivant contient l’estimation de la solution de l’équation (2.1).
Théorème 2.1.2. Supposons que la fonction f : J×R×R×R→ R satisfait l’hypothèse
(H1). Si x est une solution quelconque de l’équation (2.1) , alors

|x(t)| ≤
(
|x0|+

MTα

Γ(α + 1)

)
exp

(∫ t

0

A(τ)dτ

)
,

où

A(t) =
(λ+ L)(T − t)α−1

γ(α)

[
1 +

∫ t

0

LhT
λ+ L

dτ +

∫ T

0

LkT
λ+ L

dτ

]
,

M = sup
t∈J
|f(t, 0, 0, 0)|, hT = sup

0≤s≤t≤T
|h(t, s)|, kT = sup

0≤s≤t≤T
|k(t, s)|.

Preuve : Soit x une solution quelconque de l’équation (2.1), alorscDαx(t) = λx(t) + f
(
t, x(t),

∫ t
0
h(t, s)x(s)ds,

∫ T
0
k(t, s)x(s)ds

)
x(0) = x0

x(t) = x0 +
λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1x(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f

(
s, x(s),

∫ s

0

h(s, τ)x(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x(τ)dτ

)
ds.
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Donc

|x(t)|

≤ |x0|+
λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|x(s)|ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

∣∣∣∣f (s, x(s),

∫ s

0

h(s, τ)x(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x(τ)dτ

)
− f(s, 0, 0, 0)

∣∣∣∣ ds
+

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

∣∣∣∣f(s, 0, 0, 0)

∣∣∣∣ds.
En utilisant l’hypothèse (H1), pour tout t ∈ J , on obtient

|x(t)| ≤ |x0|+
λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 |x(s)| ds+
L

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 |x(s)| ds

+
L

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f

(∫ s

0

|h(s, τ)| |x(τ)| dτ +

∫ T

0

|k(s, τ)| |x(τ)| dτ
)

+
M

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds

≤ |x0|+
MΓα

Γ(α + 1)
+
λ+ L

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 |x(s)| ds+
LhT
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

(∫ s

0

|x(τ)| dτ
)
ds

+
LkT
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

(∫ T

0

|x(τ)| dτ
)
ds.

≤ |x0|+
Mtα

Γ(α + 1)
+

∫ t

0

λ+ L

Γ(α)
(T−s)α−1

(
|x(s)|+

∫ s

0

LhT
λ+ L

|x(τ)| dτ +

∫ T

0

LkT
λ+ L

|x(τ)| dτ
)
ds

(2.7)
En appliquant l’inégalité donnée dans le Théorème 2.0.4 à l’inégalité (2.7) avec

u(t) = x(t), c = |x0|+
Mtα

Γ(α + 1)
, h(s) =

λ+ L

Γ(α)
(T −s)α−1, f(τ) =

LhT
λ+ L

, g(τ) =
LkT
λ+ L

,

p = q = 1, n1 = 1, n2 = 0, nous obtenons

|x(t)| ≤
(
|x0|+

Mtα

Γ(α + 1)

)
exp

(∫ t

0

A(τ)dτ

)
,

où

A(t) =
(λ+ L)(T − t)α−1

Γ(α)

(
1 +

∫ t

0

LhT
λ+ L

dτ +

∫ T

0

LkT
λ+ L

dτ

)
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2.1.2 Dépendance continue et unicité de la solution

Théorème 2.1.3. Supposons que la fonction f : J×R×R×R→ R satisfait l’hypothèse
(H1) . Soit x1(t) et x2(t) les solutions de l’équation

cDαx(t) = λx(t) + f

(
t, x(t),

∫ t

0

h(t, s)x(s)ds,

∫ T

0

k(t, s)x(s)ds

)
, t ∈ J (2.8)

correspondant à x1(0) = x0 et x2(0) = x∗0 respectivement. Alors

||x1 − x2|| ≤ |x0 − x∗0|exp
(∫ t

0

A(τ)dτ

)
, (2.9)

où

A(t) =
(λ+ L)(T − t)α−1

Γ(α)

(
1 +

∫ t

0

LhT
λ+ L

dτ +

∫ T

0

LkT
λ+ L

dτ

)
.

Preuve : Soit x1(t) et x2(t) les solutions de l’équation (2.8) correspondant à x1(0) = x0

et x2(0) = x∗0 respectivement. Alors
cDαx1(t) = λx1(t) + f(t, x1(t),

∫ t

0

h(t, s)x1(s)ds,

∫ T

0

k(t, s)x1(s)ds)

x1(0) = x0

et 
cDαx2(t) = λx2(t) + f(t, x2(t),

∫ t

0

h(t, s)x2(s)ds,

∫ T

0

k(t, s)x2(s)ds)

x2(0) = x∗0

Alors

x1(t) = x0 +
λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1x1(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f

(
s, x1(s),

∫ s

0

h(t, τ)x1(τ)dτ,

∫ T

0

k(t, τ)x1(τ)dτ

)
ds

et

x2(t) = x∗0 +
λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1x2(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f

(
s, x2(s),

∫ s

0

h(t, τ)x2(τ)dτ,

∫ T

0

k(t, τ)x2(τ)dτ

)
ds
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En utilisant l’hypothèse (H1) , pour tout t ∈ [0, T ], on obtient

|x1(t)− x2(t)|

≤ |x0 − x∗0|+
λ+ L

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 |x1(s)− x2(s)| ds

+
L

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

(∫ s

0

|h(s, τ)||x1(τ)− x2(τ)|dτ +

∫ T

0

|k(s, τ)||x1(τ)− x2(τ)|dτ
)

≤ |x0 − x∗0|+
λ+ L

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|x1(τ)− x2(τ)|ds

+
LhT
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

(∫ s

0

|x1(τ)− x2(τ)|dτ
)
ds

+
LkT
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

(∫ T

0

|x1(τ)− x2(τ)|dτ
)
ds

≤ |x0|+
MΓα

Γ(α + 1)
+

(λ+ L)

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|x(s)|ds

+
LhT
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

(∫ t

0

|x(τ)|dτ
)
ds+

LkT
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

(∫ T

0

|x(τ |)dτ
)
ds

donc

|x1(t)− x2(t)| ≤ |x0 − x∗0|+
∫ t

0

λ+ L

Γ(α)
(T − s)α−1 (2.10)(

|x1(s)− x2(s)|+
∫ s

0

LhT
(λ+ L)

|x1(τ)− x2(τ)|dτ +

∫ T

0

LkT
(λ+ L)

|x1(τ)− x2(τ)|dτ
)
ds

(2.11)

En appliquant l’inégalité donnée dans le Théorème 2.0.4 à l’inégalité (2.10) avec

u(t) = |x1(t)−x2(t)|, c = |x0 − x∗0| , h(s) =
λ+ L

Γ(α)
(T−s)α−1, f(τ) =

LhT
λ+ L

, g(τ) =
LkT
λ+ L

,

p = q = 1, n1 = 1, n2 = 0, nous obtenons

|x1(t)− x2(t)| ≤ |x0 − x∗0| exp
(∫ t

0

A(τ)dτ

)
,

où

A(t) =
(λ+ L)(T − t)α−1

Γ(α)

(
1 +

∫ t

0

LhT
λ+ L

dτ +

∫ T

0

LkT
λ+ L

dτ

)
on obtient ainsi l’inégalité (2.9)
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Remarque 2.1.1. L’inégalité (2.9) montre la dépendance continue de la solution de
Eq. (2.1) aux conditions initiales et donne aussi l’unicité. L’unicité s’ensuit en mettant
x0 = x∗0 dans (2.9).

2.1.3 Dépendance continue sur les fonctions impliquées et des
paramètres

On étudie la dépendance continue de la solution de l’équation (2.1) sur les fonctions
implquées. On considère l’équation (2.1) et l’équation suivante

cDαy(t) = λy(t) + F

(
t, y(s),

∫ t

0

h(t, s)y(s)ds,

∫ T

0

k(t, s)y(s)ds

)
y(0) = y0 ∈ R.

(2.12)

Dans le théorème suivant, nous prouvons la dépendance continue de la solution de
l’équation (2.1) sur les fonctions impliquées dans le coté droit de l’équation (2.1).
Théorème 2.1.4. Supposons que fin équation (2.1) satisfait l’hypothèse (H1). Soit
y(t) une solution de (2.12) et supposons ce

|f(t, y(t), ȳ(t), ỹ(t))− F (t, y(t), ȳ(t)| ≤ ε, t ∈ J, |x0 − y0| < δ, (2.13)

où ε, δ > 0 sont de petites constantes arbitraires. Alors la solution x(t) de l’équation
(2.1).

Preuve : Soit x(t) et y(t) une solution quelconque de l’équation (2.1) et (2.12) res-
pectivement. Alors

cDαx(t) = λx(t) + F

(
t, x(t),

∫ t

0

h(t, s)x(s)ds,

∫ T

0

k(t, s)x(s)ds

)
et

cDαy(t) = λy(t) + f

(
t, y(s),

∫ t

0

h(t, s)y(s)ds,

∫ T

0

k(t, s)y(s)ds

)
, y(0) = y0

cela implique

x(t) = x0 +
λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1x(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f

(
s, x(s),

∫ s

0

h(s, τ)x(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x(τ)dτ

)
ds

et

y(t) = y0 +
λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1y(s)ds
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+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1F

(
s, y(s),

∫ s

0

h(s, τ)y(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)y(τ)dτ

)
ds

donc

|x(t)− y(t)| ≤ |x0 − y0|+
λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|x(s)− y(s)|ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

∣∣∣∣f (s, x(s),

∫ s

0

h(s, τ)x(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x(τ)dτ

)
− F

(
s, y(s),

∫ s

0

h(s, τ)y(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)y(τ)dτ

) ∣∣∣∣ds
≤ |x0 − y0|+

λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|x(s)− y(s)|ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

∣∣∣∣f (s, x(s),

∫ s

0

h(s, τ)x(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x(τ)dτ

)
− f

(
s, y(s),

∫ s

0

h(s, τ)x(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)y(τ)dτ

) ∣∣∣∣ds
+

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

∣∣∣∣f (s, x(s),

∫ s

0

h(s, τ)x(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x(τ)dτ

)
− F

(
s, y(s),

∫ s

0

h(s, τ)y(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)y(τ)dτ

) ∣∣∣∣ds
≤ |x0 − y0|+

λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|x(s)− y(s)|ds

+
L

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|x(s)− y(s)|ds

+
L

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

(∫ s

0

|h(s, τ)||x(τ)− y(τ)|dτ +

∫ T

0

|k(s, τ)||x(τ)− y(τ)|dτ
)
ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

∣∣∣∣f (s, y(s),

∫ s

0

h(t, τ)y(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)y(τ)dτ

)
− F

(
s, y(s),

∫ s

0

h(t, τ)y(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)y(τ)dτ

) ∣∣∣∣ds
≤
{
δ +

ε

Γ(α + 1)
tα
}

+
(λ+ L)

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|x(s)− y(s)|ds

+
LhT
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

(∫ s

0

|x(τ)− y(τ)|dτ
)
ds

+
LkT
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

(∫ T

0

|x(τ)− y(τ)|dτ
)
ds

≤
{
δ +

ε

Γ(α + 1)
Tα
}

+

∫ t

0

(λ+ L)

Γ(α)
(T − s)α−1

(
|x(s)− y(s)|

+

∫ s

0

LhT
(λ+ L)

|x(τ)− y(τ)|dτ
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+

∫ T

0

LkT
(λ+ L)

|x(τ)− y(τ)|dτ
)
ds.

En appliquant l’inégalité donnée dans le Théorème 2.0.4 avec

u(t) = |x(t)− y(t)|, c =

(
δ +

ε

Γ(α + 1)
Tα
)
, h(s) =

λ+ L

Γ(α)
(T − s)α−1,

g(τ) =
LkT
λ+ L

, f(τ) =
LhT
λ+ L

,

p = q = 1, n1 = 1, n2 = 0,

On obtient

|x(t)− y(t)| ≤
(
δ +

ε

Γ(α + 1)
Tα
)
exp

(∫ t

0

A(τ)dτ

)
, (2.14)

où

A(t) =
(λ+ L)(T − t)α−1

Γ(α)

(
1 +

∫ t

0

LhT
(λ+ L)

dτ +

∫ T

0

LkT
(λ+ L)

dτ

)
De l’inégalité (2.14), il découle que la solution x(t) de l’Eq (2.1), dépend continuelle-
ment des fonctions impliquées dans le côté droit de l’Eq (2.1). Si ε = 0 alors l’inégalité
(2.14) donne une dépendance continue de la solution aux conditions initiales et nous
notons également que comme ε, δ > 0 étaient arbitraires, en prenant ε, δ −→ 0, nous
avons x −→ y , où x : J −→ R et y : J −→ R sont les solutions de l’équation (2.1) et
de l’équation (2.12) respectivement.

Ensuite, nous considérons l’équation intégro-différentielle mixte d’ordre fractionnaire :

cDαx1(t) = λx1(t) +H

(
t, x1(t),

∫ t

0

h(t, s)x1(s)ds,

∫ T

0

k(t, s)x1(s)ds, δ1

)
, x1(0) = x0

(2.15)
et

cDαx2(t) = λx2(t) +H

(
t, x2(t),

∫ t

0

h(t, s)x2(s)ds,

∫ T

0

k(t, s)x2(s)ds, δ2

)
, x2(0) = x0

(2.16)
pour t ∈ J, où H : J × R × R × R × R −→ R, x0 ∈ R et δ1 , δ2 sont des paramètres
réels. Le théorème suivant traite de la dépendance continue des solutions de l’équation
(2.1) par rapport aux paramètres.
Théorème 2.1.5. Supposons que la fonction H satisfasse aux conditions :

|H(t, x, y, z, δ1)−H(t, x̄, ȳ, z̄, δ1)| ≤ L1(|x− x̄|+ |y − ȳ|+ |z − z̄|), (2.17)

|H(t, x, y, z, δ1)−H(t, x̄, ȳ, z̄, δ2)| ≤ L2 |δ1 − δ2| , (2.18)
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où L1 , L2 ≥ 0. Soit x1(t) et x2(t) les solutions de l’équation (2.15) et (2.16) respec-
tivement. Dans ce cas

|x1(t)− x2(t)| ≤ |δ1 − δ2|L2

Γ(α + 1)
Tαexp

(∫ t

0

A(τ)dτ

)
, (2.19)

A(t) =
(λ+ L1)(T − t)α−1

Γ(α)

(
1 +

∫ t

0

L1hT
(λ+ L1)

dτ +

∫ T

0

L1kT
(λ+ L1)

dτ

)
Preuve : Soit x1(t) et x2(t) une solution quelconque de l’équation. (2.15) et (2.16)
respectivement. Alors

cDαx1(t) = λx1(t) +H

(
t, x1(t),

∫ t

0

h(t, s)x1(s)ds,

∫ T

0

k(t, s)x1(s)ds, δ1

)
, x1(0) = x0.

et

cDαx2(t) = λx2(t) +H

(
t, x2(t),

∫ t

0

h(t, s)x2(s)ds,

∫ T

0

k(t, s)x2(s), δ2ds

)
, x2(0) = x0.

cela implique

x1(t) = x0 +
λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1x1(s)ds+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1H

(
s, x1(s),

∫ s

0

h(s, τ)x1(τ)dτ,∫ T

0

k(s, τ)x1(τ)dτ, δ1

)
ds

et

x2(t) = x0 +
λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1x2(s)ds+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1H

(
s, x2(s),

∫ s

0

h(s, τ)x2(τ)dτ,∫ T

0

k(s, τ)x2(τ)dτ, δ2

)
ds

On obtient , pour t ∈ J

|x1(t)− x2(t)| ≤ λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|x1(s)− x2(s)|ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

∣∣∣∣H (s, x1(s),

∫ s

0

h(s, τ)x1(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x1(τ)dτ, δ1

)
−H

(
s, x2(s),

∫ s

0

h(s, τ)x2(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x2(τ)dτ, δ2

) ∣∣∣∣ds
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≤ λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|x1(s)− x2(s)|ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

∣∣∣∣H (s, x1(s),

∫ s

0

h(s, τ)x1(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x1(τ)dτ, δ1

)
−H

(
s, x2(s),

∫ s

0

h(s, τ)x2(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x2(τ)dτ, δ1

) ∣∣∣∣ds
+

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

∣∣∣∣H (s, x2(s),

∫ s

0

h(s, τ)x1(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x1(τ)dτ, δ1

)
−H

(
s, x2(s),

∫ s

0

h(s, τ)x2(τ)dτ,

∫ T

0

k(s, τ)x2(τ)dτ, δ2

) ∣∣∣∣ds
≤ λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|x1(s)− x2(s)|ds

+
L1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

(
|x1(s)− x2(s)|

+

∫ s

0

|h(s, τ)| |x1(τ)− x2(τ)| dτ +

∫ T

0

|k(s, τ)| |x1(τ)− x2(τ)| dτ
)
ds

+
L2

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 |δ1 − δ2| ds

≤ |δ1 − δ2|L2

Γ(α + 1)
tα +

λ+ L1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 |x1(s)− x2(s)| ds

+
L1hT
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

(∫ s

0

|x1(τ)− x2(τ)| dτ
)
ds

+
L1kT
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

(∫ T

0

|x1(τ)− x2(τ)| dτ
)
ds

≤ |δ1 − δ2|L2

Γ(α + 1)
Tα +

∫ t

0

λ+ L1

Γ(α)
(T − s)α−1

(
|x1(s)− x2(s)|

+

∫ s

0

L1hT
λ+ L1

|x1(τ)− x2(τ)|dτ +

∫ T

0

L1kT
λ+ L1

|x1(τ)− x2(τ)|dτ
)
ds.

En appliquant l’inégalité donnée dans le Théorème 2.0.4 avec

u(t) = |x(t)− y(t)|, c =
|δ1 − δ2|L2

Γ(α + 1)
Tα, h(s) =

(λ+ L1)

Γ(α)
(T − s)α−1,

f(τ) =
L1hT

(λ+ L1)
, g(τ) =

L1kT
(λ+ L1)

,

p = q = 1, n1 = 1, n2 = 0,

nous obtenons

|x1(t)− x2(t)| ≤ |δ1 − δ2|L2

Γ(α + 1)
Tαexp

(∫ t

0

A(τ)dτ

)
,
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où

A(t) =
(λ+ L1)(T − t)α−1

Γ(α)

(
1 +

∫ t

0

L1hT
λ+ L1

dτ +

∫ T

0

L1kT
λ+ L1

dτ

)

2.1.4 Exemple


cD

1
2x(t) = x(t) +

x(t) + 1

t2 + 9
+

1

9

∫ t

0

1

(2 + t)2
x(s)ds+

1

9

∫ 1

0

e−t

(3 + t)2
x(s)ds,

t ∈ [0, 1], x(0) = 0.

(2.20)

Définissons f(t, x(t), H1x(t), K1x(t)) =
x(t) + 1

t2 + 9
+

1

9
H1x(t) +

1

9
K1x(t), t ∈ [0, 1],

α =
1

2
, λ = 1. ou

H1x(t) =

∫ t

0

1

(2 + t)2
x(s)ds,

K1x(t) =

∫ 1

0

e−t

(3 + t)2
x(s)ds.

Il est clair que la fonction f est continue . Pour tout x1, x2 ∈ R et t ∈ [0, 1],

|f(t, x1, H1x1, K1x1)−f(t, x2, H1x2, K1x2)| ≤ 1

9

(
|x1−x2|+|H1x1−H1x2|+|K1x1−K1x2|

)
L’hypothèse (H1) est donc satisfaite avec L = 1

9
. il résulte du Théorème 2.1.1 que le

problème (2.20) a une solution unique sur [0, 1].



Chapitre 3
Quelques théorèmes sur une équation
d’évolution semi-linéaire d’ordre
fractionnaire

Dans ce chapitre nous étudions l’existence, l’unicité et d’autres propriétés de solutions
d’équations d’évolution semi-linéaires fractionnaires dans les espaces de Banach. Les
résultats sont obtenus en utilisant le calcul fractionnaire, le célèbre théorème du point
fixe de Banach couplé à la norme de type Bielecki et l’inégalité intégrale établie par
[11]. 

dqx

dtq
= A(t)x(t) + F (t, x(t)), t ∈ J = [0, b]

x(0) = x0.
(3.1)

La variable inconnue x(·) prend des valeurs dans l’espace de Banach X, F ∈ C(J ×
X,X), et A(t) est un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach X, et x0 est
un élément donné de X. L’opérateur Dq désigne la dérivée fractionnaire de Caputo
d’ordre 0 < q < 1. Nous allons étudier l’existence, l’unicité et la dépendance continue
du solution du problème de valeur initiale (3.1). Les principaux outils utilisés sont les
applications du théorème du point fixe de Banach.

3.1 Résultats d’existence et d’unicité

Lemme 3.1.1. Soient υ(·), ω(·) : [0, b] → [0,∞) des fonctions continues. Si ω(·) est
non décroissante et qu’il existe des constantes p > 0, 0 < α < 1 telles que

υ(t) ≤ ω(t) + p

∫ t

0

υ(s)

(t− s)1−αds, t ∈ [0, b],

33
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alors

υ(t) ≤ exp

(
[pΓ(α)b]n

Γ(nα)

) n−1∑
j=0

(
pbα

α

)j
ω(t),

pour tout t ∈ [0, b] et n ∈ N tel que nα > 1. Nous énumérons les hypothèses suivantes :

(M1) A(t) est un opérateur linéaire borné sur X pour chaque t ∈ J et la fonction
t→ A(t) est continue pour la topologie des opérateurs uniformes et il existe une
constante M > 0 telle que

‖A(t)‖ ≤M, t ∈ J.

(M2) Il existe une constante K > 0 telle que

‖f(t, x)− f(t, x̄)‖ ≤ K‖x− x̄‖,

pour chaque t ∈ J et x, x̄ ∈ X.

(M3) Pour λ comme dans (1.1)

(a) Il existe une constante positive β telle que

‖x0‖+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖f(s, 0)‖ds ≤ β exp(λt), t ∈ J.

(b) Il existe une constante positive α < 1 telle que

1

Γ(q)
(M +K)

∫ t

0

(t− s)q−1 exp(λs)dsµ ≤ α exp(λt), t ∈ J.

Théorème 3.1.1. Supposons que les hypothèses (M1) − (M3) soient vérifiées. Alors
le problème aux valeurs initiales (3.1) a une solution unique sur J .

Preuve : Soit x(t) ∈ S et définissons l’opérateur T : S → S par

(Tx)(t) = x0 +
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1A(s)x(s)ds+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1f(s, x(s))ds, (3.2)

pour t ∈ J . Nous allons d’abord montrer que Tx envoie S sur lui-même. Comme toutes
les fonctions impliquées dans (3.2) sont continues, l’application Tx est continue sur J
et Tx ∈ X. On vérifie que (1.1) est vérifiée. D’après (3.2), en utilisant les hypothèses
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et (1.3), on a

‖(Tx)(t)‖ ≤ ‖x0‖+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖A(s)‖‖x(s)‖ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖f(s, x(s))‖ds

≤ ‖x0‖+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1M‖x(s)‖ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖f(s, x(s))− f(s, 0)‖ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖f(s, 0)‖ds

≤ ‖x0‖+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖f(s, 0)‖ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1M‖x(s)‖ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1K‖x(s)− 0‖ds

≤ β exp(λt) +
1

Γ(q)
[M +K]‖x‖s

∫ t

0

(t− s)q−1 exp(λs)ds

≤ β exp(λt) +Nα exp(λt) = (β +Nα) exp(λt). (3.3)

De l’inégalité (3.3), on observe que

‖Tx‖s ≤ (β +Nα),

d’où il suit que Tx ∈ S. Cela prouve que T envoie S sur lui-même. Ensuite, nous
vérifions que l’opérateur T est une application de contraction. Soient x(t), y(t) ∈ S.
A partir de ( 3.2) et en utilisant les hypothèses, on a

‖(Tx)(t)− (Ty)(t)‖ ≤ 1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖A(s)‖ ‖x(s)− y(s)‖ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖f(s, x(s))− f(s, y(s))‖ds

≤ 1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1M‖x(s)− y(s)‖ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1K‖x(s)− y(s)‖ds

≤ 1

Γ(q)
[M +K]

∫ t

0

(t− s)q−1‖x(s)− y(s)‖ds
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≤ 1

Γ(q)
[M +K]‖x− y‖S

∫ t

0

(t− s)q−1 exp(λs)ds

≤ α exp(λt)‖x− y‖S. (3.4)

A partir de (3.4), on constate que

‖Tx− Ty‖S ≤ α‖x− y‖S.

Puisque α < 1, il résulte du théorème du point fixe de Banach que T admet un unique
fixe a dans S. Le point fixe de T est cependant une solution du problème des valeurs
initiales (3.1). La preuve est complète.

Le théorème suivant montre l’unicité du solution de (3.1) dans tout l’espace S.
Théorème 3.1.2. Si les hypothèses (M1) et (M2) sont satisfaites, alors le problème
aux valeurs initiales (3.1) a au plus une solution douce sur J .

Preuve : Soit x1(t) et x2(t) deux solution du problème de la valeur initiale (3.1) et
u(t) = ‖x1(t)− x2(t)‖. Alors par hypothèse, on a

u(t) ≤ 1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖A(s)‖ ‖x1(s)− x2(s)‖ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖f(s, x1(s))− f(s, x2(s))‖‖ds

≤ 1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1Mu(s)ds+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1Ku(s)ds

≤ 1

Γ(q)
[M +K]

∫ t

0

(t− s)q−1u(s)ds. (3.5)

Maintenant une application appropriée de (3.1.1) (avec p = 1
Γ(q)

[M +K] et w(t) = 0)
à (3.5) donne

u(t) = ‖x1(t)− x2(t)‖ ≤ 0,

ce qui implique x1(t) = x2(t) for t ∈ J . Il existe donc au plus une solution au problème
des valeurs initiales (3.1) sur J .

3.1.1 Bornéture et dépendance continue

Nous étudions le caractère borné des solutions du problème de la condition initiale et
la dépendance continue des solutions de (3.1) sur les données initiales données, et la
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fonction f qui y est impliquée. Nous montrons également la dépendance continue des
solutions vis-à-vis de certains paramètres. Le théorème suivant contient l’estimation
sur la solution du problème de la condition initiale.
Théorème 3.1.3. Supposons que l’hypothèse (M1) soit vérifiée et que la fonction f

en équation (3.1) satisfait la condition

‖f(t, x)‖ ≤ d‖x‖, (3.6)

où d est une constante non négative. Si x(t), t ∈ J est une solution quelconque du
problème aux valeurs initiales (3.1), alors toutes les solutions de (3.1) sont bornées
sur J .

Preuve : En procédant comme dans la preuve du Théorème 3.1.2 et les hypothèses,
on obtient

‖x(t)‖ ≤ ‖x0‖+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1M‖x(s)‖ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖f(s, x(s))‖ds

≤ ‖x0‖+
1

Γ(q)
(t− s)q−1M‖x(s)‖ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1d‖x(s)‖ds

≤ ‖x0‖+
1

Γ(q)
[M + d]

∫ t

0

(t− s)q−1‖x(s)‖ds (3.7)

En appliquant le lemme (3.1.2) ( avec p = [M + d] et w(t) = ‖x0‖)à 3.7 on obtient

‖x(t)‖ ≤ exp

(
[(M + d)b]n

Γ(nq)

) n−1∑
j=0

(
(M + d)bq

Γ(q + 1)

)j
‖x0‖ = C, (3.8)

pour tout t ∈ J et tout n ∈ N tel que nq > 1. Ainsi

‖x(t)‖ ≤ C, t ∈ J.

Ceci prouve la Théorème 3.1.3.

Le théorème suivant traite la dépendance continue de la solution de l’équation (3.1) à
des valeurs initiales données.
Théorème 3.1.4. Supposons que les hypothèses (M1)− (M2) soient vérifiées . Soient
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x1(t) et x2(t) être des solutions de l’équation (3.1), pour 0 ≤ t < b avec des conditions
initiales données

x1(0) = x∗0

et
x2(0) = x∗∗0 ,

respectivement, où x∗0, x∗∗0 sont des éléments de X. Alors

‖x1(t)− x2(t)‖ ≤ exp

(
[(M +K)b]n

Γ(nq)

) n−1∑
j=0

(
(M +K)bq

Γ(q + 1)

)j
‖x∗0 − x∗∗0 ‖,

pour chaque t ∈ J et chaque n ∈ N tel que nq > 1.

Preuve : Les détails de la preuve du Théorème 3.1.4 suivent des arguments similaires
à ceux de la preuve du Théorème 3.1.1 avec les modifications appropriées.

Considérons maintenant le problème de la valeur initiale (3.1) avec

dqy

dtq
= A(t)y(t) + F (t, y(t)), t ∈ J (3.9)

y(0) = y0 (3.10)

où F ∈ C(J × X,X) et y0 est un élément de X. Le théorème suivant traite de la
proximité des solutions du problème de valeur initiale (3.1) et du problème de valeur
initiale (3.9)(3.10).
Théorème 3.1.5. Supposons que les hypothèses (M1) − (M2) soient vérifiées. Soit
y(t) une solution du problème (3.9) (3.10) et supposons que

‖f(t, x)− F (t, x)‖ ≤ ε (3.11)

et
‖x0 − y0‖ ≤ δ, (3.12)

où ε et δ sont de petites constantes arbitraires. Alors la solution x(t) du problème des
valeurs initiales (3.1) dépend continument des fonctions qui y sont impliquées.

Preuve : Soit υ(t) = ‖x(t) − y(t)‖, t ∈ J . En utilisant les hypothèses et les faits
que les fonctions x(t) et y(t) sont respectivement solution de (3.1) et ( 3.9)(3.10), on
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obtient

υ(t) ≤ ‖x0 − y0‖+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖A(s)‖ ‖x(s)− y(s)‖ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖f(s, x(s))− F (s, y(s))‖ds

≤ δ +
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1Mυ(s)ds

+
1

Γ(q)

∫ 1

0

(t− s)q−1‖f(s, x(s))− f(s, y(s))‖ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖f(s, y(s))− F (s, y(s))‖ds

≤ δ +
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1Mν(s)ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1K‖x(s)− y(s)‖ds+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1εds

≤ δ +
1

Γ(q)
(M +K)

∫ t

0

(t− s)q−1υ(s)ds+
bqε

Γ(q + 1)

≤ δ
bqε

Γ(q + 1)
+

1

Γ(q)
(M +K)

∫ t

0

(t− s)q−1υ(s)ds. (3.13)

Appliquant le lemme (3.1.1) à l’équation (3.13), on obtient
υ(t) = ‖x(t)− y(t)‖

≤
(
δ +

bqε

Γ(q + 1)

)
exp

(
((M +K)b)n

Γ(nq)

) n−1∑
j=0

(
((M +K)bq)j

Γ(q + 1)

)j
, (3.14)

pour tout t ∈ J et tout n ∈ N tel que nq > 1. De (3.14) il résulte que les solutions du
problème de la valeur initiale (3.1) dépendent continument des fonctions qui y sont
impliquées.

Remarque 3.1.1. Le résultat donné dans la Théorème 3.1.3 relie les solutions des
problème aux valeurs initiales (3.1) et (3.9)(3.10) en ce sens que si f est proche de
F , x0 est proche de y0, alors non seulement les solutions des problème aux valeurs
initiales (3.1) et (2.12)(3.10) sont proches les unes des autres, mais dépendent aussi
continument des fonctions qui y sont impliquées.

Ensuite, considérons le problème de la valeur initiale (3.1) avec

dqy

dtq
= A(t)y(t) + fk(t, y(t)), t ∈ J, (3.15)
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y(0) = αk, (3.16)

pour k = 1, 2, ·, où fk ∈ C(J × X,X) et (αk)k est une suite dans X. Comme consé-
quence immédiate du Théorème (3.1.3), on a le corollaire suivant.
Corollaire 3.1.1. Supposons que les hypothèses (M1)− (M2) soient vérifiées et qu’il
existe des constantes non négatives εk, δk (k = 1, 2, ·) tel que

‖f(t, x)− fk(t, x)‖ ≤ εk, (3.17)

et
‖x0 − αk‖ ≤ δk, (3.18)

avec εk → 0 et δk →∞, si x(t) et yk(t) (k = 1, 2, · · · ) sont respectivement les solutions
des problèmes aux valeurs initiales (3.1) et (3.15)(3.16) sur J , alors yk(t)→ x(t) sur
J quand k →∞.

Preuve : Pour k = 1, 2 · · · , les conditions du Théorème 3.1.5 sont vérifiées. Ceci nous
donne

‖yk(t)− x(t)‖ ≤
(
δk +

bqεk
Γ(q + 1)

)
exp

(
((M +K)b)n

Γ(nq)

) n−1∑
j=0

(
(M +K)bq

Γ(q + 1)

)j
, (3.19)

pour tout t ∈ J et tout n ∈ N tel que nq > 1. Comme k → ∞, le résultat découle
(3.19).

Remarque 3.1.2. Le résultat obtenu de Corollaire (3.1.1) fournit des conditions suffi-
santes pour assurer que les solutions du problème de valeur initiale (3.15)(3.16) conver-
geront vers les solutions du problème de valeur initiale (3.1).

Une variante du théorème 3.1.5 est donnée dans le théorème suivant.
Théorème 3.1.6. Supposer que

‖f(t, x)− F (t, x̄)‖ ≤ K̄‖x− x̄‖, (3.20)

où K̄ ≥ 0, et que l’hypothèse (M1) et la condition (3.13) sont vérifiées. Soient x(t) et
y(t) des solutions respectivement de (3.1) et (3.15) (3.16) sur J . Alors

‖x(t)− y(t)‖ ≤ δ exp

(
[(M + K̄)b]n

Γ(nq)

) n−1∑
j=0

(
(M + K̄)bq

Γ(q + 1)

)j
, (3.21)

pour chaque t ∈ J et chaque n ∈ N tel que nq > 1.

Preuve : Définissons v(t) comme dans la preuve du Théorème 3.1.2. Maintenant, en
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utilisant les hypothèses nous avons

v(t) ≤ ‖x0 − y0‖+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖A(s)‖ ‖x(s)− y(s)‖ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖f(s, x(s))− F (s, y(s))‖ds

≤ δ +
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1Mυ(s)ds+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1K̄υ(s)ds

≤ δ +
1

Γ(q)
[M + K̄]

∫ t

0

(t− s)q−1υ(s)ds. (3.22)

Maintenant, une application du Lemme 3.1.1 à l’équation (3.22) donne (3.21). On
considère les équations différentielles d’ordre fractionnaire :

dqx

dtq
= A(t)x(t) +G(t, x(t), µ1), (3.23)

dqx

dtq
= A(t)x(t) +G(t, x(t), µ2), (3.24)

où t ∈ J où G ∈ C(J ×X × R, X) et (3.1) sont des paramètres réels et de condition
initiale donnée par (3.1).

Le théorème suivant énonce la dépendance continue des solutions de (3.23) (3.1) et
(3.24) vis-à-vis des paramètres.
Théorème 3.1.7. Supposons que la fonction G vérifie les conditions

‖G(t, x, µ)−G(t, x̄, µ)‖ ≤ L1‖x− x̄‖, (3.25)

‖G(t, x, µ)−G(t, x, µ̄)‖ ≤ L2‖µ− µ̄‖, (3.26)

où L1, L2 ≥ 0 et l’hypothèse (M1) est vérifiée. Soit x1(t) et x2(t) les solutions de (3.23)
(3.1) et (3.24) (3.1), respectivement. Alors

‖x1(t)− x2(t)‖ ≤ bqL2|µ1 − µ2|
Γ(q + 1)

exp

(
[(M + L1)b]n

Γ(nq)

) n−1∑
j=0

(
(M + L1)bq

Γ(q + 1)

)j
. (3.27)
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Preuve :

u(t) ≤ 1

Γ(q)
M

∫ t

0

(t− s)q−1u(s)ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖G(s, x1(s), µ1)−G(s, x2(s), µ2‖ds

≤ 1

Γ(q)
M

∫ t

0

(t− s)q−1u(s)ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖G(s, x1(s), µ1)−G(s, x2(s), µ1‖ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1‖G(s, x2(s), µ1)−G(s, x2(s), µ2‖ds

≤ 1

Γ(q)
M

∫ t

0

(t− s)q−1u(s)ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1L1‖x1(s)− x2(s)‖ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1L2|µ1 − µ2|ds

≤ 1

Γ(q)
[M + L1]

∫ t

0

(t− s)q−1u(s)ds+
bqL2|µ1 − µ2|

Γ(q + 1)

≤ bqL2|µ1 − µ2|
Γ(q + 1)

+
1

Γ(q)
[M + L1]

∫ t

0

(t− s)q−1u(s)ds. (3.28)

Maintenant, une application du lemme (3.1.1) à l’équation (3.28) donne (3.27)

3.1.2 Exemple

dqx

dtq
=

t

20
x+

e−t|x(t)|
(9 + et)(1 + |x(t)|)

, t ∈ J = [0, 1], 0 < q < 1, (3.29)

x(0) = 0. (3.30)

On prend

f(t, x) =
e−tx

(9 + et)(1 + x)
, (t, x) ∈ J × [0,∞),

et
A(t) =

t

20
.
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Soit x, y ∈ [0,∞) et t ∈ J . Alors on a

|f(t, x)− f(t, y)| = e−t

(9 + et)
| x

1 + x
− y

1 + y
|

=
e−t

(9 + et)

|x− y|
(1 + x)(1 + Y )

≤ e−t

(9 + et)
|x− y| ≤ 1

10
|x− y|.

Donc l’hypothèse (H2) est vraie avec K = 1
10
. On a aussi M = 1

20
et

‖x0‖+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1f(s, 0)ds = 0 +
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−10ds

= 0 ≤ β exp(λt)

t ∈ J = [0, 1], et pour tout β ≥ 0, λ > 0. On va vérifier que la condition

1

Γ(q)
[M +K]

∫ t

0

(t− s)q−1 exp(λs)ds ≤ α exp(λt), t ∈ J

est satisfait. En effet

1

α

3

20

∫ t

0

(t− s)q−1 exp(λ(s− t))ds ≤ Γ(q), t ∈ J, α < 1. (3.31)

Ainsi, toutes les hypothèses du Théorème 3.1.1 sont satisfaites. Ainsi, la conclusion
du Théorème 3.1.1 s’applique et problème (3.1) a une solution unique sur [0, 1] pour
les valeurs de q et a satisfaisant (3.31).



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté une étude d’existence, d’unicité de solution
pour une équation intégro-différentielle non linéaire d’ordre fractionnaire de type mixte
avec des coefficients constants et une autre équation d’évolution semi-linéaire dans des
espaces de Banach, de plus, l’estimation et la dépendance continue de la solution aux
conditions initiales, aux paramètres, aux fonctions impliquées dans les équations. Cette
étude basée sur le théorème du contraction de Banach et des inégalités intégrales.

Le fait important est qu’avec des hypothèses minimales, nous avons obtenu l’existence
et diverses propriétés de la solution pour des problèmes non linéaires. Ces résultats
peuvent généralisés aux espaces vectoriels topologiques abstraits ou bien pour traiter
le problème du stabilité des solutions sur des domaines non bornés lorsqu’on ne peux
pas assurer l’unicité.
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