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Introduction

Les équations différentielles fractionnaires ont été récemment utilisées comme outils
efficaces dans la modélisation de nombreux phénoménes dans divers domaines des
sciences appliquées et de I'ingénierie, tels que le controle acoustique, le traitement du
signal, les milieux poreux, 1’électrochimie, la médecine, I’économie, le génie chimique,
la dynamique chaotique, la physique statistique, et ainsi de suite (voir [15] [16] 17] et
les références qui y sont mentionnées). De nombreux problémes peuvent étre modélisés
par des équations intégro-différentielles fractionnaires découlant de diverses applica-
tions en sciences et en ingénierie. Ainsi les théorémes de point fixe ont provoqué de
grands effets sur le développement de nombreuses disciplines mathématiques. Associés
a des problémes fondamentaux d’analyse fonctionnelle, ces théorémes jouent un role

principal dans ce travail.

La question de la dépendance continue des solutions du problémes dans les équations
différentielles a été largement étudiée ces derniéres années pour une variété de pro-
blémes. Cela est parfois appelé la question de la stabilité structurelle, et de nombreuses
références peuvent étre trouvées, par exemple, dans le livre Straughan [5]. En ce qui
concerne la stabilité structurelle, ’accent est mis sur la dépendance continue (résultant
de la convergence) vis-a-vis des changements dans le modéle lui-méme, plutot que sur
les données initiales. Cela signifie des changements de coefficients dans les équations
et des changements dans les équations, et peut étre reflété physiquement par des va-
riations des parameétres constitutifs. De plus, il convient de tenir compte de I'erreur
inévitable qui survient & la fois lors du calcul numérique et lors de la mesure physique

des données. Il est important de connaitre I'impact de ces erreurs sur la solution.
Ce travail est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre : Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et dé-
finitions de 'analyse fonctionnelle utilisées tout au long de ce mémoire, telles que

les espaces vectoriels normés, la complétude, les applications continues, les espaces



fonctionnels et quelques théorémes du point fixe. Ensuite, la définition des dérivées
fractionnaires les plus populaires, a savoir Riemann-Liouville et Caputo, ainsi que leurs

propriétés.

Le deuxiéme chapitre : En utilisant le théoréme du point fixe de Banach géné-
ralisé, nous étudions l’existence et I'unicité, ainsi que la dépendance continue de la
solution par rapport aux conditions initiales, les estimations sur la solution et la
dépendance continue sur les parameétres et les fonctions impliquées dans 1’équation

intégro-différentielle fractionnaire non linéaire :

‘D(t) = Mx(t) + f (t,x(t),/oth(t, s)x(s)ds, /OT k(t, s)a:(s)ds) ,te J=10,T]

z(0) =z € R,
(1)
ou “D® représente la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre 0 < a < 1, f: J xR x
RxR—=>R h:JxJ—=>Retk:JxJ— R sont des fonctions continues données.
Nous établissons en outre une estimation sur la solution et sa dépendance continue
par rapport aux paramétres et aux fonctions impliquées dans le membre de droite de

cette équation. Enfin, un exemple est donné pour illustrer les résultats obtenus.

Dans le troisiéme chapitre : nous examinons 1’équation d’évolution suivante :

dix
= AW + Pt o), ted =0 (2)
x(0) = .

La variable inconnue z(-) prend des valeurs dans ’espace de Banach X, F' € C(J x
X, X), et A(t) est un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach X, et z( est
un élément donné de X. L’opérateur D? désigne la dérivée fractionnaire de Caputo
d’ordre 0 < g < 1. Nous allons étudier I'existence, I'unicité et la dépendance conti-
nue du solution du probléme de valeur initiale. Les principaux outils utilisés sont les

applications du théoréme du point fixe de Banach.



Chapitre
Préliminaires

Dans ce chapitre, on va présenter quelques définitions, théorémes fondamentaux et

notions de base qui seront utilisés dans la suite du mémoire.

1.1 Espaces vectoriels normés

1.1.1 Topologie des espaces normés

Soit £ un espace vectoriel sur le corps K.
Définition 1.1.1. [1/ On appelle norme sur E toute application p de E dans K telle
que pour tout x,y € E et A\ € K, on a :

i) p(x) =0< x =0 (Séparation).
ii) p(Az) = |A| - p(x) (Homogénéité).
iii) p(z +y) < p(x) +p(y) (Inégalité du triangle).

On note p(x) = ||x||, ce qui s’appelle la norme de x. On dit alors que le couple (E,p)
est un espace vectoriel normé (EVN).

Exemple 1.1.1. Dans K" on a les normes usuelles.

n >
> = <Z||> el = max Jail
1=

Proposition 1.1.1. [1/ L’application d : (x,y) — ||z — y|| est une distance sur E qui
est invariante par translation, c’est-a-dire que pour tout a € E, d(x+a,y+a) = d(z,y).

On dit que d est la distance associée a la norme.
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Définition 1.1.2. [79] Soient (E,|||) un EVN, a € E, et r > 0.
— On appelle boule ouverte (resp. boule fermée) de centre a et de rayon r ’ensemble :
B(a,r) =z € E: ||z —al| <r (resp. Bf(a,r) =z € E: |z —al <r).
— On appelle sphére de centre a et de rayon r l’ensemble :
Sla,r)=xz € E:|x—al=r.
Exemple 1.1.2. Dans R, B(a,r) =Ja —r,a+r[, Bf(a,r) =[a —r,a+ 7],
et S(a,r) ={a—r,a+r}.
Définition 1.1.3. [19] Soit a un élément d’un EVN E. On appelle voisinage de a
toute partie de E& contenant un ouvert de E qui contient a.
Proposition 1.1.2. Soit a un élément d’un espace vectoriel normé E. Une partie V
de E est un voisinage de a si et seulement s’il existe € > 0 tel que B(a,e) C V.
Définition 1.1.4. [19] Soit A une partie non vide d’'un EVN E. On dit que a € E
est un point adhérent de A si pour tout voisinage V de a, V N A # (). De manicre
équivalente, on dit que a est un point adhérent de A si Ve > 0, B(a,e) N A # (.
L’ensemble des points adhérents de A s’appelle ladhérence de A et se note A.
Exemple 1.1.3. L’adhérence d’un intervalle borné non vide est ’intervalle fermé de
meéme extrémités.
Proposition 1.1.3. Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E. Alors A est le
plus petit fermé contenant A. En particulier, A est un fermé si et seulement si A = A.
Définition 1.1.5. [19/ Soit A une partie d’'un EVN E. L’intérieur de A noté A est
I’ensemble des points intérieurs de A, i.e A= {a € E/3e > 0/B(a,c) C A}.
Exemple 1.1.4. Pour a € E et ¢ > 0, Uintérieur de la boule fermée By(a,¢e) est la
boule ouverte B(a,¢e).
Exemple 1.1.5. L intérieur d’un intervalle non vide est ['intervalle ouvert de mémes
eTtrémites.
Proposition 1.1.4. Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E. Alors /ol est le
plus grand ouvert inclus dans A. En particulier, A est un ouvert si et seulement si
A=A
Définition 1.1.6. [79/ Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E. On appelle
frontiere de A Iensemble Fr(A) = A\ A
Exemple 1.1.6. La frontiére de la boule fermée By(a,€) est la sphére S(a,¢).

1.1.2 Complétude

Définition 1.1.7. Soit E un EVN. On dit qu’une suite (a,)nen dans (E) converge

vers un point | € E si, et seulement si lim,,_,||a, — || = 0.
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Remarque 1.1.1. Quelques conséquences immédiates découlent de cette définition :

— Si une suite (a,)nen converge dans E, alors sa limite est unique.

— Toute suite convergente dans E est bornée.

— Soit ¢ une application strictement croissante de N dans N. Alors, si (an)nen est
une suite convergente, la suite (b,)nen dont le terme général est donné pour tout
n € N par b, = ay@) est convergente vers la méme limite. (by)nen s’appelle une
sutte extraite.

Définition 1.1.8. Soit E un EVN. Une suite (a,)nen d’éléments de E est dite de

Cauchy si, et seulement si pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout p,q > N,

on a ||a, — a4 <e.

Proposition 1.1.5. Soit E un EVN. Alors :

(i) Toute suite convergente est de Cauchy.

(ii) Toute suite de Cauchy est bornée.
Définition 1.1.9. Soit E un EVN. On dit que E est complet si toute suite de Cauchy
de E converge dans E. E est alors appelé un espace de Banach.

Proposition 1.1.6. 1. L’espace R™ est complet.
2. Soient E un EVN complet et A une partie de E. Alors A est complet si et

seulement si A est fermée.

1.1.3 Convexité

Définition 1.1.10. [21] Soit E un EVN. Une partie non vide C C E est convexe si
et seulement st :
Vo,y € Cite+ (1 —t)y C C,t €[0,1].

Théoréme 1.1.1. 21 Soit E un EVN. Alors les boules sont des ensembles convexes.
Proposition 1.1.7. Soit E un EVN et C un ensemble fermé de E. Si C vérifie la
propriété de la "demi-somme” suivante : Vr,y € C, rry € C, alors C' est convexe.
Proposition 1.1.8. L%ntérieur et l’adhérence d’un convexe C sont convexes.
Lemme 1.1.1. Soient B(xg,ro) et B(x1,71) deux boules dans un EVN.

Alors (1 —t)B(xg,19) + tB(x1,71) = B(txy + (1 — t)zo, try + (1 — t)rp).

Corollaire 1.1.1. [21] Soient 2 un EVN et C' C E un conveze d’intérieur non vide.

Alors(ojzé etéz@.
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1.1.4 Applications continues

Définition 1.1.11. Soit f une application d’une partie A d’un EVN E a valeurs dans
un EVN F. On dit que f est continue en a € A si

Ve>0, Ja>0 VereAl|z—qa||<a=|f(z)-— fla)|<e.

On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A.

Proposition 1.1.9. Soit f une application d’une partie A d’un EVN E & valeurs dans
un EVN F. Alors [ est continue en a si et seulement si pour toute suite (u,) C A
convergeant vers a, la suite (f(uy,)) converge vers f(a).

Définition 1.1.12. Soit f une application d’une partie A d’un EVN E a valeurs dans

un EVN F. On dit que f est uniformément continue sur A si
Ve>0, Ja>0 Ve,yeAllz—y|l<a=|fx)— fy)| <e.

Définition 1.1.13. Soit f une application d’une partie A d’un EVN E a valeurs dans
un EVN F. On dit que f est lipschitzienne sur A si

K >0 Veye Al flx) - f)ll < Kllz =yl

Dans ce cas, on dit que f est lipschitzienne de rapport K ou K-lipschitzienne.
Remarque 1.1.2. La lipschitzienne est inchangée si on change les normes en des
normes équivalentes. Néanmoins, le rapport de lipschitzienne peut changer.
Exemple 1.1.7. Soit E un EVN. L’application z — ||z|| est 1-lipschitzienne donc
continue.

Proposition 1.1.10. Soit f une application d’une partie A d’un EVN E a valeurs
dans un EVN F. Si f est lipschitzienne sur A, alors f est uniformément continue
sur A.

Remarque 1.1.3. La réciproque est fausse. La fonction x — /x est uniformément
continue sur Ry mais n'est pas lipschitzienne sur R, .

Définition 1.1.14. On dit que f : E — E est une application contractante si elle est
lipschitzienne de rapport K < 1.

1.1.5 Compacité

Définition 1.1.15. [20] On dit qu’une partie K d’un EVN E est une partie compacte
de E si toute suite a valeurs dans K admet une valeur d’adhérence dans K.
Proposition 1.1.11. Tout compact d’un EVN est fermé et borné.

Théoréme 1.1.2. [20/ Une partie d’'un EVN de dimension finie est compacte si et
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seulement si elle est fermée et bornée.

Proposition 1.1.12. Toute partie fermée d’un compact est compacte.

Proposition 1.1.13. Une suite a valeurs dans un compact d’un EVN converge si et
seulement si elle admet une unique valeur d’adhérence. Dans ce cas, elle converge vers
cette unique valeur d’adhérence.

Lemme 1.1.2. Les parties fermées et bornées de K™ sont compactes.

Proposition 1.1.14. [20/ L’image d’une partie compacte par une application continue
est compacte.

Corollaire 1.1.2. Soient K un compact d’un EVN E et f une application continue
sur K a valeurs dans R. Alors, f admet un minimum et un mazimum sur K.
Théoréme 1.1.3. [20] (Théoréme de Heine)

Soient E et F' deuxr EVNs, K une partie compacte de E et f une application de K
dans F. St f est continue sur K, alors elle est uniformément continue sur K.
Exemple 1.1.8. Toute application continue sur un segment de R a valeurs dans un
EVN est uniformément continue sur ce segment.

Exemple 1.1.9. Les boules fermées et les sphéres d’un EVN de dimension finie sont

compactes.

1.1.6 Théoréme du point fixe de Banach

Soit (X, || -|) un espace de Banach. On note J = [0, b]. Soit S I'espace des fonctions

continues z : J — X qui vérifient la condition
[2()] = O(exp(At)). (1.1)
Pour une constante positive A > 0. Dans cet espace nous définissons la norme
I2]ls = sup [ll2(8)]l exp(=At)]. (1.2)

Il est facile de voir que S avec la norme ci-dessus est un espace de Banach. Notons que
la condition (|1.1) implique l'existence d’une constante positive N telle que ||z(¢)]| <
N exp(At) pour t € J. En utilisant ce fait dans (1.2)), on observe que

[2]ls < N. (1.3)

Définition 1.1.16. [2/ Soit E un espace de Banach et T : E — E. On dit que x € E
est un point fize de Uapplication T si T'(z) = x.

Théoréme 1.1.4. [2] Soit T une application d’un espace de Banach E dans lui-méme.
S1T" est une contraction, alors T admet un unique point fixe dans E.

Théoréme 1.1.5. [13/ Soit U un sous-ensemble fermé non vide d’un espace de Banach
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E, et soit a, > 0, n € N une suite telle que Y .~ o, converge. De plus, supposons

que Uapplication T : U — U satisfasse
[T"u = T"0|| < am[lu —vl],

pour tout u,v € U et pour tout n € N. Alors T a un unique point fixe u*. De plus,

la suite {T"uo},~, converge vers u* pour tout ug € U.

1.2 Intégrales et dérivées d’ordres fractionnaires
Définition 1.2.1. [J/ On appelle fonction T' de Euler la fonction définie par :

+oo
I'(z) = / t*"te7'dt, z¢€C, Re(z)>0.
0

+o0
Exemple 1.2.1. T'(1) :/ e tdt = 1.
0

Définition 1.2.2. La fonction E(a > 0) définie par E,( E F k 1 est
a
k=0

appelée fonction de Mittag-Leffler d’ordre o.
Définition 1.2.3. [6] On appelle intégrale fractionnaire (4 gauche) de Riemann-

Liouwville d’ordre oo > 0 de la fonction f lintégrale définie par la formule suivante :
1) f(z) = — / ( — )@V f()dt, @ € [a,]

Définition 1.2.4. Une fonction réelle f(t),t > 0, est dite dans l’espace C,,, jp € R s7il
existe un nombre réel p > u, tel que f(t) = tPg(t), ou g(t) € C[0,00), et on dit qu’ il
est dans l'espace C}} si et seulement si f Cyu,neN.

Théoréme 1.2.1. L intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville posseéde la propriété
de semi-groupe 1" [Iﬂf( )| = I8P f(x).

Définition 1.2.5. [6] La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre

a > 0 est définie par :

a d" in-a 1 dm [ f(s)
Dif(w) = 2o (I"2f(8) = m%/a md&

avec n = [a] + 1 € N et [a] dénote la partie entiére de réel a.
Théoréme 1.2.2. 1. Si(n—1) < a <n, DI f(x) = f(x) pour toute fonction
f € C([a, b]).
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akldnkl

n—1
B Df() = f2) =3 xr e ().
3. En particulier : pour 0 < a < 1
(‘T — a)ail —a
f( ) f(l’) - F(Q{) (Ii-&- f(l’)),

et pour . =n on a :

1.2.1 Dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 1.2.6. [/, [0 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo est définie comme

TIO oo (T10) = s [ gty

dte dtn n—aq

etn—1<a<nneNt>0e felC. Si0<a<l,alors

df(t) 1 ¢ s

ou f'(s) = %(s) et f est une fonction abstraite a valeurs dans X .

Le probléme (3.1) est équivalent a I’équation intégrale

1 ' q—1 1 t q—1
x(t) = zo+ )/O(t—s) A(s)x(s)ds%—m/() (t—s)1"f(s,z(s))ds, t € J. (1.4)

T(q)
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1.2.2 Relation enter ’approche de Riemann-Liouville et celle

de Caputo

Le théoréeme suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et
celle au sens de Riemann-Liouville.
Théoréme 1.2.3. Soit « > 0 avecn —1 < a < n et soit f une fonction telle que les

dérivée fractionnaires D f(t) et BLDf(t) existent alors :

CDaf(t) ="t Daf(t)_ F(k—a+1)

B
Il

0

Remarque 1.2.1. Si f®(0) =0 pour k=0,1,--- ,n— 1, on aura
DR f(t) =" D*f(1).

Corollaire 1.2.1. La relation entre les dérivées fractionnaires de Caputo et de Riemann-

Liouwville donnée par la formule suivante :

DR (1) =" D (f(t) Sy f"’(a)) .

k=0

Lemme 1.2.1. Let o, 8 € [0,00)

tsaq _ 5)8 s — a+ﬁ711ﬂ(04)r(5)
/0 (1= s ~tds = it 0P



Chapitre 2

Propriétés de solution pour des équations

intégro-différentielles d’ordre fractionnaire

avec des coeflicients constants positifs

Dans ce chapitre, on va étudier I'existence et quelque propriétés de la solution pour
une équation intégro-différentielle non linéaires a coefficients constants, en utilisant

une inégalité intégrale de type mixte [9] 10, 12} [13].

t T
“Dow(t) = Ma(t) + f (t, 2(8), / ht, $)a(s)ds, / k(t, s)x(s)ds> e J=1[0,T]
0 0
z(0) = 9 € R,
(2.1)
ol “D* représente la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre 0 < oo < 1, f: J x R x
RxR—=>R h:JxJ—=>Retk:JxJ— R sont des fonctions continues données.
Nous établissons en outre une estimation sur la solution et sa dépendance continue
par rapport aux paramétres et aux fonctions impliquées dans le membre de droite de

I'équation [2.1] Enfin, un exemple est donné pour illustrer les résultats obtenus.
Théoréme 2.0.4. [10] Soit u, f,g9,h € C([o, B],Ry) et ¢ > 0. Si

W(t) <+ / "h(s) <uq(5)—|— /a f o) (o) do + / ’ g(a)up(a)da>,

pourt € [, B] , On a

(1) < cexp ( /a t nlA(U)dU) + /a ' paB(s)erp ( /a t nlA(a)da) ,

17
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o A(t) (1+/ f(o da+—/ ) = h(t) (1+/atf(a)da>,

etp>q>0,p#0,k>0,n = k:p et ng =

‘ﬁ\»&

2.1 Reésultats d’existence

Le lemme suivant traite de I’équation d’une équation intégro-différentielle fractionnaire
mixte non linéaire équation ([2.1))
Lemme 2.1.1. Si la fonction f: J xR xR xR — R est une fonction continue, alors

I’équation est équivalente a [’équation intégrale,

A t o1
x(t) = xo + m/{) (t—s)* x(s)ds

+ﬁ /0 t(t—s)”’l f ((s,x(s), /0 h(t, P)a(r)dr, /O Tk(t,T):L’(T)dT> ds, teJ

(2.2)

Preuve : Soit z une solution de 1'équation ([2.1)). Définir

t T

2(t) = Ax(t) + f (t,x(t),/ h(t,s)x(s)ds,/ k(t, s)x(s)ds) :

0 0

donc z(t) =¢ D*z(t), et comme “D*x(t) = D*(x(t) — xo). Alors on obtient
« d l—a
2(t) = D*(a(t) — @) = 51 7%((t) = 20),

en déduire que : I'z(t) = I'"*(z(t) — x9) + k ou k est une constante quelconque

puisque z(t) et x(t) — x sont des fonctions continues, pour ¢ = 0 on obtient k = 0,
ainsi I'z(t) = I'"*(z(t) — x0). On applique Popérateur différentiel fractionnaire de

Riemann-Liouville D= des deux cotés,on obtient
x(t) — 29 = DT 2(1)
= D'I*T'2(t)
= D'T'z(1)

= I2(1),

en utilise la définition de z(t), nous obtenons Eq (2.1)). Inversement, supposons que

x(t) soit une solution de I'eq (2.1)). Il peut alors s’écrire comme

x(t) = xo + [72(t) (2.3)
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h () = a(t) + f (t,x(t), /0 (it s)e(s)ds, /0 Tk s)x(s)ds),

puisque z(t) est continue et xy est constant, I'utilisation de l'opérateur différentiel
fractionnaire de Caputo D%, de ’équation ({2.3]), on obtient :

D%(t) =° D%xo +° D1%2(t) = 2(t),

CDOw(t) = Aa(t) + f (t,x(t), /0 t / > ,

de (2.3), on obtient (0) = zo. on peut démontrer que z(¢) est la solution de l'eq (2.1).

donc

n
Théoréme 2.1.1. Soit T' > 0 et € > 0 une constante telle que 0 € [zg — €,x¢ + €].
Supposons que f 1 J X [xg —e,x0 + €] X [xg — &,20 + €] X [Xg — €, 20 + €] = R vérifie

la condition H, suivante :

’f(t7x7y7 ) f(tl’y, )|<L(|x—x|+|y y|—|—|Z—Z|)

Soit

e ['(a+1) -
- mm{T’ S PP s e ez EaT) }

o hy = sup {|h(t,s)|0 < s <t < T}, kr =sup{|k(t,s)[0 < s <t <T},
M = sup,¢,|f(t,0,0,0)|. Puis I’éq a une unique solution x : [0, x] — R.

Preuve : Définissons l'ensemble U = {z € C([0, x],R) : 2(0) = z, ||z — xo|| < €}.
Puisque xg € U, U est non vide, de plus U est un sous-ensemble fermé, borné et
convexe de 'espace de Banach C(]0, x],R). on définit 'opérateur A sur I'ensemble U

par

Az(t) = xo + ﬁ/o (t — 5)* tw(s)ds

+ﬁ /Ot(t—s)a1f(s,$(8),/Osh(s,T)x(T)dT, /OTk(s,T)x(T)dT)ds.

Maintenant, nous montrons que A envoi ’ensemble U dans lui-méme.

Prenons x € E et t € [0, ], on a

Ax(t) = 0] < s [ (0= (o)l
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+ﬁ/ot(t—s)°‘1 f(s,x(s),/osh(s,T)x(T)dT, /OTMS,T)Q;(T)dT)
< o [ et

+ ﬁ /Ot(t — )" f(S,x(S), /Osh(s,T):r(T)dT, /OT k(S,T):E(T)dT)
— f(s,0,0,0)|ds + ﬁ /Ot(t _ g)o!

En utilisant (H;) et la définition de U, pour tout ¢ € [0, x]

ds

ds

f(5,0,0,0)

()] < |(t) — w0l + [xo| <&+ [0l (2:4)

'f <3,:U(s),/08 h(s,T)x(T)dr, /OT k(s,T)x(T)dT) - f(s,0,0,0)‘
< w1+ [ llalar

+/0T|l<:(s,7')||x(7)|d7'}

< L(e + |zo))(1 + Thr + Tky).

Donc

|Az(t) — o

! t ot L t —s5)*! €+ |xo|)ds
S@/ﬂ<t—8> (€+Ixol)ds+r<a)/o(t ) L(L + Thy + Thr) (e + |2o|)d

M t o1
—i—m/o(t—s) ds

((A+L(1 + Thr + Tky))(e + |xo|) +M> s
INa+1

IN

IN

< [Na+1
< (A+ L(1 4+ Thy + Tkr))
E.

IN

)
)
(A L(1+ Thy + Tky))(e + |xo]) + M)
)
)(
)

X"
(e + |xo|) + +1)e
I(a+1 (e + |zo|)( A+L1+ThT+Tk;T)+M

IN
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On remarque que, pour 0 < t; < t5 < x,
Ax(t) — Aa(to)
< ) s [ o (
/Osh(S,TITdT,/OTk dT)d 0
— /0t2<t2 — s)a_1f<s,x(s),/0 h(s,T):L‘(T)dT,/O k(s,T)z(T )dT)d ’
<P [ m g = st [ (-9
— (tg — s)“_l)f (s, x(s), /OS h(s,T)x(T)dr, OT k(s,T)x(T)dT) ds

<

<o / ((t = 97 = (t— )27 (2(s) — 0| + |wol)ds

s
(st s/sh< r)a(r)dr

+ F(la) /0“ ((t =)t = _1})
/OTk(s,T)x(T)dT> ~ #(,0,0,0) )ds+
(|2(s) — 20| + |0|)ds +— (’f( TTTTTT

f(s,0,0,0)

/OTk(S,T)x(T)dT> (5,0,0,0) ‘ (5,0,0,0) )ds
on obtient
|Az(t1) — Ax(t2)|
< ((A + L(1+ Thr J;Zf;))(a + |@ol) + M) /Otl ((h = )2 — (82 — 5)°) ds
N <()\+L(1 + Thy j}g;)T))(e+ |7o]) +M) /t2(t2 s
< {(A + L(1+ ThTFJ(ranqi)))(s + |xo]) + M} (2(ty — 1) 415 — 12}

Ceci montre que Ax est continue. Ainsi pour tout x € U, on a Az € C(|0, x],R),
Az(0) = g et ||Ax — || < . Cela prouve que Az € U i.e A applique 'ensemble U
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sur lui-méme. L’étape suivante consiste a prouver que, pour tout n € NU {0}, et tout
x,y € U, on a

[(A+ L(1 + Thy + Tky))t*]

472 — Ay < T o=yl e, (@25)

Pour n = 0, 'inégalité (2.5 est trivialement vraie. On suppose que ([2.5)) est vraie pour
n =m — 1 et on la prouve pour n = m, en utilisant la définition de 'opérateur A et
I'hypothése (H;), nous avons

[ A" (t) — Amy(t)] = |AA™ 2 (t) — A" y(1)]

L\ / (t — 5)* A L(5)ds

= T(a)
/ ( A la(s), /0 (s, T)A™ () dr, /0 ' k(s,f)Am—lx(T)dT> ds

— /\/0 (t —s)* LA™ 1y (s)ds

- /0 t(t—s)a_l f <S,Am_1y(s), /O Ch(s, )ALy (r)dr, /0 : k(s,T)Am—ly(T)dT) ds
A /0 t(t — 5)o | A1y (s) — A™ly(s)|ds

S (S,Am1a:(s),/osh(s,r)Am1x(T)dT, /OT k(S,T)Amlx(T>dT)

—f (s,Am_ly(s),/os h(s,7)A™ 'y (7)dT, /OT k(S,T)Am_ly(T)d7‘> ds. (2.6)

En utilisant les hypothéses (Hy) et (2.5) dans (2.6) pour n =m — 1, on a

A (t) — Amy(t)]
AN AN+ L(1+Thr+Tkr))™
Ma)  T(m—Datl) yW/
L ' m—1 _ pAm—1 S S. T m—lx 7) — m—1 dr
*‘_l/“‘@ @A #(s) — A y<n+Avw,nm (r) — A™Ly(r)]d

/ K (s, 7) || A a7 )—Am—ly(T)\dT}ds

O+ L(L+ Thy + Thy)) (A + L(1+ Thy + Thr))" /

= T(a) T((m—Da+1) — vl
(A + L(L + Thy + Thy))te]™

< N s o =,

<

alam ads

a lam adS
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qui est notre inégalité (2.5)). Par conséquent, nous avons

[(A+ L(1 4+ Thy + Tky))x“]™
I'(na+1)

[A"2 — A"yl < [z = yll-

Par définition ,ona

i (A + L( 1+ThT+Tk:T)) an
I'(na+1)

= Eo((A+ L(1 4 Thy + Tkr))x).

n=0

Nous avons prouvé que l'opérateur A vérifie toutes les conditions du Théoréme [2.0.4]

et donc A admet un unique point fixe = : [0, x] = R qui est la solution de I’équation

(2.1)

2.1.1 Estimations sur la solution

Le théoréme suivant contient ’estimation de la solution de I’équation ({2.1)).
Théoréme 2.1.2. Supposons que la fonction f : JXxRxRXR — R satisfait [’hypothése
(H1). Si x est une solution quelconque de l’équation , alors

o001 < (1l + ot Y o [ Arar).

Alt) = (AJFLL((Z)_ H {1+/t ALhTLd +/0T )\L_I:TLdT:| ,

M = sup|f(£,0,0,0)], hr = sup [t s)], kr = sup [k(t,s)]
te

0<s<t<T 0<s<t<T

ol

Preuve : Soit = une solution quelconque de 1’équation ({2.1f), alors

D (t) = \x(t) + f (t, z(t fo s)ds, fo (s )ds>
z(0) =z

A t o1
z(t) = xo + m/o (t—s)* x(s)ds

+ﬁ /0 (= 5oy (S,x(s), /0 h(s, 7)a(r)dr, /0 Tk(s,f)x(T)dT) ds.
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Donc

|z (t)]

< |wo| + ﬁ/{) (t —5)* |a(s)|ds

+ ﬁ /Ot(t —5)*!
+ ﬁ /Ot(t —5)*!

En utilisant I’hypothése (H;), pour tout ¢ € J, on obtient

f (s,m(s),/os h(s,T)x(T)dr, /OTk(s,T)x(T)dT> — f(s,0,0,0)|ds

ds.

f(s,0,0,0)

o0 < fonl+ g5 [ (=9 falo)l s+ g5 [ (0= 9 (o) ds

bt = ([ llemiar+ [k lleolar )

- % /Ot(t —5)* ds | |
F(J\jlrl) - AFZ;)L/O (t —s)* " a(s)| ds + 15(}:) /0 (t —s)! (/0 |2(7)]| dT) ds

w2 e ([ iatoar) as

@ t s T
§|x0|+FM—t)+/O AL g (|x(s)|—|—/0 ALﬁTL |m(7)|d7+/0 ALfTL |x(7)|d7) ds

< |zo| +

(a+1 ['(a)
(2.7)
En appliquant 'inégalité donnée dans le Théoréme a l'inégalité (2.7) avec
Mt~ A+ L _ Lhr Lkr
t) =x(t),c= ——— h(s) = T—s)! = —
ult) = olt). .= o+ o5, hs) = e (T 9 1(7) = 3 9(0) = 54

p=q=1,n =1,ny =0, nous obtenons

lz(t)| < (]930| + F(f—fl)) exp (/OtA(r)dr) :

Alt) = (A+ L)F((Ta)— ¢yt (1 N /Ot )\LﬁTLdT . /OT )\LfTLdT)

ou
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2.1.2 Dépendance continue et unicité de la solution

Théoréme 2.1.3. Supposons que la fonction f : JXRxRXxR — R satisfait [’hypothése
(Hy) . Soit x1(t) et x5(t) les solutions de l’équation

DO (t) = Aa(t) + f(t,x(t), /0 it s)e(s)ds, /O ke 3)x(3)ds> ted  (28)

correspondant & x1(0) = zg et x2(0) = xj respectivement. Alors

t
21 — ]| < |70 — 2 |exp (/ A(T)dr) | (2.9)
0

Alf) = (A+L)F((Z>— )t (1 n /Ot )\Lj_LTLdT-i- /OT /\LfTLdT) :

Preuve : Soit x;(t) et xo(t) les solutions de I’équation (2.8 correspondant a x1(0) = zg

et 22(0) = xj respectivement. Alors

ol

(

Dy (t) = Az (¢) —i—f(t,:vl(t),/o h(t,s)xl(s)ds,/o k(t, s)z1(s)ds)

| 21(0) = 2
et ) . -

CDoa(t) = Aas(t) + f(t, wa(t), /0 h(t, s)25(s)ds, /0 k(t, s)a(s)ds)

| 72(0) = 25
Alors

1(t) = 70 + ﬁ /0 (= $)7 Ly ()ds

ﬁ /O (= )Ly (s,xl(s), /O h(t, 7y (r)dr, /O Tk(t,7‘)m(7‘)d7‘> ds

et

0 A t — 5)* tay(s)ds
x2<t>:xo+m/o<t oLy (5)d

ﬁ /0 (= 5oy (8,:1:2(3), /0 (it T)as(r)dr /0 Tk(t,T)xz(T)dT) ds
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En utilisant 'hypothése (H;) , pour tout ¢ € [0, 7], on obtient

|21(t) = 22(t)]

< oo m%/ (t = 5" ar(s) — wa(s)| ds
+ % (/ |h(s, T)||x1(T) — 2o(T )|d7’—|—/T|k(s,7')||m1(7') —m2(7)|d7')
< lro— :co|+A(+)L / (t — 5 s (7) — ()| ds
+ II:(};T) ( |z (7 —xQ(T)\dT) ds
+ 15(]2) ( |z1(T) — xg(T)\dT> ds
srxo|+F(Mf1>+ AP(Z / (t — 5 VJa(s)lds
g [ €= ([ leenar)ass g6 [0 (et a
donc
2(8) = a0 < oo — 53 + [ L= o) (210
(]xl(s) — xo(s)| + /OS ()\L_T_LTL)\ x1(7) — xo () |dT + /OT%\:Q(T) — :UQ(T)\dT) ds

(2.11)

En appliquant I'inégalité donnée dans le Théoréme a l'inégalité (2.10) avec

A+ L
[(a)

Lhr
A+ L’

Lkp

(T=s5)" () = —Z,

u(t) = |z1(t)—za(t)], ¢ = |wo — ], h(s) =

g(1) =

p=q=1,n = 1,n9 =0, nous obtenons

28 = 2200 < o0 — il [ AIar).

At) = MJFL)F((Z)_ k. (1 + /0 t ALJ]:TLerr /O ' ALfTLdT)

on obtient ainsi I'inégalité (12.9))

ou
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Remarque 2.1.1. L’%inégalité (@ montre la dépendance continue de la solution de

Eq. aux conditions initiales et donne aussi l'unicité. L unicité s’ensuit en mettant

zo =z dans (2.9).
2.1.3 Dépendance continue sur les fonctions impliquées et des
parameétres

On étudie la dépendance continue de la solution de I’équation (2.1)) sur les fonctions

implquées. On considére ’équation ([2.1]) et I’équation suivante

DY%(t) = \y(t) + F (t, y(s), /Ot h(t, s)y(s)ds, /OT k(t, S)y(s)ds)

y(0) = yo € R.

(2.12)

Dans le théoréme suivant, nous prouvons la dépendance continue de la solution de
I’équation sur les fonctions impliquées dans le coté droit de I'équation .
Théoréme 2.1.4. Supposons que fin équation satisfait I’hypothése (Hy). Soit
y(t) une solution de et supposons ce

[f(Ey(), 9(),5(1) — F(t,y(), g(t)| <&, t € J, [xo—wol <9, (2.13)

ot €,0 > 0 sont de petites constantes arbitraires. Alors la solution x(t) de l’équation

:
Preuve : Soit x(t) et y(t) une solution quelconque de I'équation (2.1)) et (2.12)) res-

pectivement. Alors

“DOw(t) = a(t) + F <t,x(t), /0 it s)e(s)ds, /0 Tk s)x(s)ds)

et

“Dey(t) = My(t) + f (t,y<s>, / h(t, $)y(s)ds. / k(t,s>y<s>ds) 4(0) = uo

cela implique

z(t) = 2o + ﬁ /Ot(t —5)* ta(s)ds
ﬁ /0 (= 5oy (3, 2(s), /0 (s, P)a(r)dr, /0 ks, T)x(f)d7> ds

y(t) = yo + ﬁ / (t — 8 Yy(s)ds

et
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+ﬁ /Ot(t — s lF (S,y(g),/os h(s, 7)y(T)dr, /OT k(S,T)ZJ(T)dT> ds

donc
j2(t) = y(O)] < |20 — ol + ﬁ /Ot(i — )" (s) —y(s)lds
+ ﬁ /Ot(t —8)* 7 f (s,m(s), /08 h(s,T)x(T)dr, /OT k(s,7)x(7)d¢>

~ (s, [ s, [ kst

< oo =l + s [ (6= 91" ols) = (o)l
+ ﬁ /Ot(t —s)Hf (s,x(s), /08 h(s, )z (T)dT, /OT k’(S,T)IB(T)dT)

~ 1 (sswto) [t mstrrar, | "k, i)

ds

ds

+ﬁ/0t(t—s)a—l f (s,x(s),/osh(s,f)x(T)dT, /OTk(s,T)g;(T)dT>
- F (S,y(s),/os h(s,T)y(T)dr, /OTk(S,T)y(T)dT) ds

< oo =l + s [ (6= ots) — w(o)lds

b [t o)~ s

+%/Ot(t—s)a_l (/0 (s, )|z (r |d7+/ (s, 7|2 (r |d7> s
o f( ’

15 o (A+ L) ! a—1
§{6+F(a+1)t}+ o /0<t—s> 5) — y(s)lds

o
<l riprh+ | t S R COC]
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! /oT ()\LfTL) () - y(T)\dr) ds.

En appliquant l'inégalité donnée dans le Théoréme [2.0.4] avec

ult) = 1of0) = y(Ole = (34 ST ) o) = T (T = 9
o7) = 3t fr) =
p=qg=1,n =1,ny =0,
On obtient .
2 (t) — y(t)] < (5 + ﬁw) exp ( /0 A(T)df) , (2.14)

At) = (A+L)F((Z>— t) ! (1 +/0t (/\L_ﬁTL)dT—f—/OT ()\LjTL)dT)

De l'inégalité , il découle que la solution z(t) de 'Eq , dépend continuelle-
ment des fonctions impliquées dans le coté droit de I’'Eq . Si e = 0 alors I'inégalité
donne une dépendance continue de la solution aux conditions initiales et nous
notons également que comme €,6 > 0 étaient arbitraires, en prenant €, — 0, nous
avons t — y ,oux:J — Ret y:J — R sont les solutions de I’équation (2.1)) et

de I'équation ([2.12) respectivement.
]

Ensuite, nous considérons I’équation intégro-différentielle mixte d’ordre fractionnaire :

‘D% (t) = Ay (t) + H <t,x1(t),/0 h(t, S)xl(s)ds,/o k(t,s)xl(s)d8,51> ,21(0) = xg
(2.15)
et

t T

‘D% (t) = Aao(t) + H (t,xg(t),/ h(t, s)xQ(s)ds,/ k:(t,s)xg(s)ds,52) ,2(0) = xg
0 0

(2.16)

pourt € JJou H: JXRXRXRXR — R, z5g € R et §; , oo sont des paramétres

réels. Le théoréme suivant traite de la dépendance continue des solutions de ’équation

(2.1) par rapport aux paramétres.
Théoréme 2.1.5. Supposons que la fonction H satisfasse aux conditions :

|H(t,l‘,y, 2,51) - H(t,i’,g,f, (52)| S LQ |51 - (52| 5 (218)
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ot Ly , Ly > 0. Soit x1(t) et xo(t) les solutions de 'équation (2.15) et (2.16]) respec-

tiwement. Dans ce cas

|z () — 22(t)] < |F(—52|1)2T"exp (/OtA(T)dT) : (2.19)

At — ()\+L112EZ)—75)Q1 (1+ /Ot %dH /UT % dT)

Preuve : Soit z(t) et z2(t) une solution quelconque de I’équation. (2.15)) et ([2.16])
respectivement. Alors

DOy () = A (t) + H (t 1 (b), /0 bt ) (s)ds, /0 Ukt ) (s)ds, 51> 21(0) = 7o,
et
DOy (t) = Aaa(t) + H (t 5 (b), /0 B $)ma(s)ds, /0 Rt $)mals). 52d5> 22(0) = a.

cela implique

x1(t) = xo + ﬁ /Ot(t —5)* oy (s)ds + ﬁ /Ot(t — s)alH(s, z1($), /05 h(s,7)z1(T)dT,
/0 ks, s (). 51)ds

et

a(t) = 70 + ﬁ /0 (= 89 Yy (s)ds + ﬁ /0 - s)alH(s,xQ(s), /0 (s, )aa(r)dr,

/O " k(s g (), 52) ds

On obtient , pour t € J
_ < _ &) _
w1 (t) — 22(t)] < o) /0 (t—5)" |x1(s) — w2(s)|ds

+ ﬁ /Ot(t —5)* !
—H (3, xa(s), /OS h(s, T)zo(T)dT, /OT k(s,T)xo(T)dT, 62)

H <s,x1(s), /O (s, ) (F)dr, /0 k(s ) () 51>

ds
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+ f;) /Ot(t —s)*7! (le(s) — x2(s)|
+ /0 |A(s, )| |21(T) — 22(7)| dT + /OT k(s,7)| |21(T) — 22(7)] dT) ds

L oo - i
Cla) Jy 7

61— 6s|Ls.. A+ Ly et
P —|——/(t—s) 121(5) — 2a(s)| ds

iy [ = (] =it o
i =0 ([ =t o

< [0 =0lla +/0 At Ly (T—s)o‘_l(]wl(s)—xg(s)\

+

- F(Oé"‘l) F(a)
C Lk T Lik
‘i‘/ov /\j_zl|x1(7') —1‘2(7')|d7'+/0 /\_'I_ZI|I1(T) —1‘2(7’)|d7‘)d5_

En appliquant 'inégalité donnée dans le Théoréme [2.0.4] avec

|01 — 52|L2Ta
I'(a+1)

(A+ L)

hs) = ST =)

u(t) = [z(t) —y(t)],c =

B Lihy B Likr
f<7_> - ()\+L1>7g(7—) - ()\_'_Ll)a

p:q:17n1:17n2207
nous obtenons

(8~ a(0)] < 2y ([ airrar).
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" (A L)T -0 ([ ’
A+ Ly)(T — ) Lihy Lyky
At) = I(a) (1+/0 >\+L1d7—+/0 )\+L1d7'>
|
2.1.4 Exemple
el o z(t)+1 1 [ 1 L[ et
Dzx(t) = x(t) + 210 +§/0 (2+t>2x(s)ds~l—§/0 (3+t)2$(s)ds,
te[0,1],2(0) =0
(2.20)

t)+1 1 1
Définissons f (¢, x(t), Hiz(t), K1z(t)) = xt(2)++9 + §H1x(t) + §K1x(t),t € [0, 1],

1
a=—-A=1.ou

2
Ll
Hlx(t):/o (2+t>2x(s)ds,
Kla:(t):/o (3+t)2x(s)ds

Il est clair que la fonction f est continue . Pour tout zq1, 25 € R et t € [0, 1],
1
|f(t, 2y, Hiwy, Kywy)—f(t, 29, Hi2o, Ki29)| < 9 (|I1—$2|+‘H1$1—H1132|+|K1$1—K1$2’>

L’hypothese (H) est donc satisfaite avec L = 5. il résulte du Théoréme que le
probléme ([2.20]) a une solution unique sur [0, 1].



Chapitre 3

Quelques théorémes sur une équation
d’évolution semi-linéaire d’ordre

fractionnaire

Dans ce chapitre nous étudions I’existence, I'unicité et d’autres propriétés de solutions
d’équations d’évolution semi-linéaires fractionnaires dans les espaces de Banach. Les
résultats sont obtenus en utilisant le calcul fractionnaire, le célébre théoréme du point
fixe de Banach couplé a la norme de type Bielecki et I'inégalité intégrale établie par
[11].

diz
o0 = AW + F(t,2(t),  teJ=[0,0] (3.1)
x(0) = .

La variable inconnue z(-) prend des valeurs dans ’espace de Banach X, F' € C(J x
X, X), et A(t) est un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach X, et z( est
un élément donné de X. L’opérateur D? désigne la dérivée fractionnaire de Caputo
d’ordre 0 < ¢ < 1. Nous allons étudier I'existence, 'unicité et la dépendance continue
du solution du probléme de valeur initiale . Les principaux outils utilisés sont les

applications du théoréme du point fixe de Banach.

3.1 Reésultats d’existence et d’unicité

Lemme 3.1.1. Soient v(-),w(-) : [0,0] — [0,00) des fonctions continues. Si w(-) est

non décroissante et qu’il existe des constantes p > 0,0 < a < 1 telles que

v(t) < w(t) +p/0t %ds’, t € [0,0b],

33
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o5 (PR3 (2t

J

alors

pour tout t € [0,0] et n € N tel que naw > 1. Nous énumérons les hypothéses suivantes :

(M) A(t) est un opérateur linéaire borné sur X pour chaque t € J et la fonction
t — A(t) est continue pour la topologie des opérateurs uniformes et il existe une

constante M > 0 telle que
|A®)| < M, te
(Ms) 1l existe une constante K > 0 telle que
1t x) = ft, )| < Kz — 2],

pour chaque t € J et v,z € X.
(M3) Pour X\ comme dans

(a) Il existe une constante positive (3 telle que

|zol| + ﬁ/ﬁt(t — $)7 Y| f(s,0)||ds < Bexp(Xt),  teJ.

(b) 1l existe une constante positive a < 1 telle que

1
['(q)

Théoréme 3.1.1. Supposons que les hypothéses (M) — (Ms) soient vérifiées. Alors

¢
(M + K)/ (t —8)7 Lexp(\s)dsp < aexp(Mt), te
0

le probléeme aux valeurs initiales a une solution unique sur J.
Preuve : Soit z(t) € S et définissons 'opérateur 7" : S — S par

(T2) (1) :xﬁﬁ /0 (t—s)qlA(s)x(s)ds—l—ﬁ /0 (t— )71 f(s, 2(s))ds, (3.2)

pour t € J. Nous allons d’abord montrer que Tz envoie S sur lui-méme. Comme toutes
les fonctions impliquées dans (3.2)) sont continues, 'application T'x est continue sur J
et Tz € X. On vérifie que (1.1)) est vérifice. D’aprés (3.2), en utilisant les hypothéses
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et (I3), on a

I(Tz) ()] < llzoll + L/Ot(t = )" A(s) |z (s) | ds

I'(q)
n ﬁ / (t — )7 (s, 2(s)) |ds
1 -
< floll + 75 / (t — )7 M| (s) | ds
n ﬁ / (t — )1 | f(s.2()) — F(s,0)]|ds
n ﬁ / (t — )7V £(5.0)||ds
1 t -1
<ol + 77 / (t — )7V £(5,0)||ds
1 t -1
+m/0(t—s) M]||z(s)||ds

1 [ o1 ollds
+ T / (t — )1 K| (s) — 0])d

< Bexp(At) + ﬁ[M + K]||m||s/0 (t — 5)7 ' exp(\s)ds

< Bexp(Mt) + Naexp(At) = (8 + Na) exp(At). (3.3)

De l'inégalité ({3.3]), on observe que
[Tz < (B+ Na,

d’ou il suit que Tx € S. Cela prouve que T envoie S sur lui-méme. Ensuite, nous
vérifions que l'opérateur T est une application de contraction. Soient x(t),y(t) € S.
A partir de ( et en utilisant les hypothéses, on a

I(T2) () — (Ty) @) < ﬁ / (t— s AS) le(s) - y(s)ds
1 t -1 — f(s,y(s s
+ / (t— ) (s, 2(5) — F(s.5(s)]ld

< ﬁ / (t — )7 M| (s) — y(s) | ds
i [ 0= K =yt

1 ! -1
< o+ K] / (t — )7 12(s) — y(s)||ds
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1 ! q—1
m[]\/[ + K|z — ?JHS/ (t — $)7 " exp(As)ds

< aexp(A)]z —ylls. (3-4)

A partir de (3.4), on constate que
[Tz = Tylls < aflz —ylls.

Puisque a < 1, il résulte du théoréme du point fixe de Banach que T admet un unique
fixe a dans S. Le point fixe de T est cependant une solution du probléme des valeurs
initiales (3.1). La preuve est compléte.

Le théoréme suivant montre I'unicité du solution de (3.1)) dans tout l’espace S.
Théoréme 3.1.2. Si les hypothéses (My) et (Ms) sont satisfaites, alors le probleme

aux valeurs initiales a au plus une solution douce sur J.

Preuve : Soit x1(t) et x2(t) deux solution du probléme de la valeur initiale (3.1]) et
u(t) = ||z1(t) — x2(t)||. Alors par hypothése, on a

L t -1 — z9(8)||ds
u(t) < m/o (t =) [A(s)[| [[z1(s) — za2(s)|d

+ ﬁ / (t = )| f (s, 21(5)) — F(s,(5))][| s
< i [ = e + s [ = s Ku(sas
%[M + K] /0 (t — 8)7 tu(s)ds. (3.5)

Maintenant une application appropriée de (3.1.1)) (avec p = =—[M + K] et w(t) = 0)

I'(q)
a (3.5)) donne

u(t) = llza(t) — 2] <0,

ce qui implique 1 (t) = z5(t) for t € J. Il existe donc au plus une solution au probléme
des valeurs initiales (3.1]) sur J.

3.1.1 Bornéture et dépendance continue

Nous étudions le caractére borné des solutions du probléme de la condition initiale et

la dépendance continue des solutions de (3.1]) sur les données initiales données, et la
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fonction f qui y est impliquée. Nous montrons également la dépendance continue des
solutions vis-a-vis de certains parameétres. Le théoréme suivant contient 1’estimation
sur la solution du probléme de la condition initiale.

Théoréme 3.1.3. Supposons que U'hypothése (M) soit vérifiée et que la fonction f
en équation satisfait la condition

1f (8 2) < dlj=]], (3.6)

ot d est une constante non négative. Si x(t),t € J est une solution quelconque du
probleme aux valeurs initiales , alors toutes les solutions de sont bornées
sur J.

Preuve : En procédant comme dans la preuve du Théoréme et les hypothéses,

on obtient

mwmmwhiluﬂwwww@

I'(q)
1 ¢ q—1
+m/0 (t— )Y f(s, 2(s)) | ds
< o] + g7yt = )" Ma()]ds

1 ¢ 1
—l—m/o(t—s) d||x(s)||ds

< ol + ﬁ[M + d]/o (t = )" H|=(s)ds (3.7)

En appliquant le lemme (3.1.2) ( avec p = [M + d] et w(t) = ||zo||)a 3.7 on obtient

1= < o0 () S () bl =0 69

pour tout t € J et tout n € N tel que ng > 1. Ainsi
lz@®)|| <C, ted

Ceci prouve la Théoreme (3.1.3]
]

Le théoreme suivant traite la dépendance continue de la solution de I’équation (3.1f) &
des valeurs initiales données.

Théoréme 3.1.4. Supposons que les hypothéses (M) — (My) soient vérifiées . Soient
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z1(t) et zo(t) étre des solutions de léquation (3.1), pour 0 <t < b avec des conditions

nitiales données

et

*3k
:UQ(O) =Ty »
respectivement, ou xj, x* sont des éléments de X. Alors

wwwwﬂMSwp@M*K )n:(M+K )npwmu

J q+1

pour chaque t € J et chaque n € N tel que nqg > 1.

Preuve : Les détails de la preuve du Théoréme |3.1.4]suivent des arguments similaires

a ceux de la preuve du Théoréme avec les modifications appropriées.

]
Considérons maintenant le probléme de la valeur initiale (3.1]) avec
dly
CL = Ayt + F(ty),  ted (39)
y(0) = o (3.10)

oun F e C(J x X,X) et yp est un élément de X. Le théoréme suivant traite de la
proximité des solutions du probléme de valeur initiale (3.1]) et du probléme de valeur

initiale (3.9)(3.10).

Théoréme 3.1.5. Supposons que les hypothéses (My) — (Ms) soient vérifiées. Soit
y(t) une solution du probleme (3.9) et supposons que

1f(t,2) — F(t, )| < e (3.11)
et
w0 = woll <6, (3.12)

ou € et & sont de petites constantes arbitraires. Alors la solution x(t) du probléeme des

valeurs initiales dépend continument des fonctions qui y sont impliquées.

Preuve : Soit v(t) = ||z(t) — y(t)||, t € J. En utilisant les hypothéses et les faits
que les fonctions z(t) et y(t) sont respectivement solution de ) et (3.9)(3.10), on
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obtient

v(t) < flzo — woll + ﬁ/o (t=s) A l=(s) — y(s)llds

+ ﬁ /0 (t —s)1 ) f(s,2(8)) — F(s,y(s))|ds

¢
<0+ L/ (t — 8)" ' Muv(s)ds
0

I'(q)
+ ﬁ /0 (t = 5)" M| f (s, 2(5)) — f(s,y(s)) | ds
1 [ =) = Py s
<6+ ﬁ /0 (t — )" Mu(s)ds

1 ' q-1 —u(s)lds L t — 5)7 teds
b [ ) — s+ s [ (-9

1 ! g—1 ble
ble 1 t -
Tt Tg™Mt K)/O (t— )" v(s)ds. (3.13)

Appliquant le lemme (3.1.1)) & I’équation (3.13)), on obtient
o(t) = [lz(t) —y @)

(0 ) o (M) 2

J

[y

<w>] (3.14)

['(g+1)

Il
o

pour tout t € J et tout n € N tel que ng > 1. De (3.14)) il résulte que les solutions du
probléme de la valeur initiale (3.1)) dépendent continument des fonctions qui y sont
impliquées.

Remarque 3.1.1. Le résultat donné dans la Théoreme |3.1.5 relie les solutions des

probleme aux valeurs initiales et (@/ en ce sens que si [ est proche de

F, xy est proche de vy, alors non seulement les solutions des probleme aux valeurs

initiales et sont proches les unes des autres, mais dépendent aussi

continument des fonctions qui y sont impliquées.

Ensuite, considérons le probléme de la valeur initiale (3.1)) avec

dvy

—o = Aly(O) + St y(r),  te (3.15)
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y(0) = oy, (3.16)

pour k =1,2,-, ou f € C(J x X, X) et (ag)x est une suite dans X. Comme consé-
quence immédiate du Théoréme (3.1.3)), on a le corollaire suivant.
Corollaire 3.1.1. Supposons que les hypothéses (My) — (My) soient vérifices et qu’il

existe des constantes non négatives €, o, (k= 1,2,-) tel que

1f(t,x) = fult, 2)|| < e, (3.17)
et
|20 — x|l < 0, (3.18)

avec €, — 0 et O — 00, si x(t) et yp(t) (k =1,2,--- ) sont respectivement les solutions

des probléemes auz valeurs initiales et sur J, alors y,(t) — z(t) sur

J quand k — oo.

Preuve : Pour k =1,2-- -, les conditions du Théoréme [3.1.5 sont vérifices. Ceci nous
donne
bey, ) (((M + K)b)"> — <(M + K)bq)j
=z < (dp+ ——F exp [ T TR ) (319
() = 20l < (5 + )2 (e ) - 619

pour tout t € J et tout n € N tel que ng > 1. Comme k — oo, le résultat découle
(13.19).

]
Remarque 3.1.2. Le résultat obtenu de Corollaire fournit des conditions suffi-
santes pour assurer que les solutions du probleme de valeur initiale conver-
geront vers les solutions du probléme de valeur initiale .

Une variante du théoréme [B.1.5] est donnée dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.6. Supposer que
1f(t,2) = F(t,7)|| < Kz — 7], (3.20)

ot K >0, et que Uhypothese (M) et la condition sont vérifiées. Soient x(t) et
y(t) des solutions respectivement de et sur J. Alors

(o) - o) < dexp () Z 7 FECES

pour chaque t € J et chaque n € N tel que ng > 1.

Preuve : Définissons v(¢) comme dans la preuve du Théoréme [3.1.2] Maintenant, en



3.1. Résultats d’existence et d’unicité 41

utilisant les hypothéses nous avons

wwsnm—ym+f%il@—swﬂmwwuw@—y@mw
+—lié@—SVﬂV@w®D—F®w@MMS

I'(g)
<60+ ﬁ/o (t — )7 Muv(s)ds + ﬁ/o (t—s)" ' Kv(s)ds
<0+ ﬁ[M + K] /0 (t — 5)7 v(s)ds. (3.22)

Maintenant, une application du Lemme a l'équation (3.22) donne (3.21)). On
considére les équations différentielles d’ordre fractionnaire :

L~ AlDya(t) + Clt,2(1), ), (3.23)
% = A(t)z(t) + G(t, 2(t), ua), (3.24)

onteJouGeC(JxX xR X)et (3.1) sont des paramétres réels et de condition
initiale donnée par (3.1)).

Le théoréme suivant énonce la dépendance continue des solutions de (3.23) (3.1)) et
(3.24) vis-a-vis des parameétres.

Théoréme 3.1.7. Supposons que la fonction G vérifie les conditions
1G(t, 2, 1) — Gt 2, | < L — 3l (3.25)

|Gt 2. 1) — Gt 2, )| < Lollpe — il (3.26)

o Ly, Ly > 0 et ’hypotheése (M) est vérifiée. Soit x1(t) et xo(t) les solutions de

et , respectivement. Alors

bLo |ty — puo] [(M+L1 < (M + Ly)b
s a0 < Tt e () 5 (S Y e

J
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Preuve :

u(t) < ﬁM/Ot(t— s)" " u(s)ds
+ﬁg/%_nga&m@w0—@&w@mﬂ%
< %M/Ot(t — s)"Tu(s)ds

ﬁ /Ot(t —5)17HG(s,21(5), 1) — G(s,22(5), | ds
+ﬁj/%_QQWquUMQ—Q&M@Mﬂ%

—_

F_M/ t—Sql

L o) - il

1 t o1 B .
m/o (t —5)1" La|p1 — pold
< b o )1y (s)ds b Lalp — po|
F(q)[MJrL]/o(t ) uls)ds + I'(g+1)
b7 Lo|py — pol 1 ' =1y (s)ds
< PR +F(q)[M+L1]/O (t —s)"  u(s)ds. (3.28)

Maintenant, une application du lemme a I'équation ((3.28 - ) donne

|
3.1.2 Exemple
diz _ t et (t)| B
%_20$+(9+et)(1+]x(t)])’ teJ=[0,1], 0<qg<1, (3.29)
2(0) = 0. (3.30)
On prend
fltr) = =S (ta) € I x [0, 0)
7$ (9+et>(1+x>7 7"’6 7007
et
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Soit z,y € [0,00) et t € J. Alors on a
(k) — Flt)] = | —
x) — = —
’ N 0T T Try
_ e |z — y|
C9+e)(1+a)(1+Y)
et 1
< o nlr—yl < <l -yl
~ (9+¢€) — 10
Donc I'hypothése (Ha) est vraie avec K = 5. On a aussi M = 5 et
1 , 1 )
|| zo|| + —/ (t—98)7"f(s,0)ds =0+ —/ (t —s)7 " 0ds
I'(q) Jo I'(q) Jo
=0 < Bexp(At)
t € J=10,1], et pour tout S > 0, A > 0. On va vérifier que la condition
1 t
— M + K]/ (t—s)" Lexp(As)ds < aexp(\t), t € J
I'(q) 0
est satisfait. En effet
13 [ .
=50 (t—s)" " exp(A(s—1t))ds <T(q), teJ, a<l. (3.31)
o 0

Ainsi, toutes les hypothéses du Théoréme [3.1.0] sont satisfaites. Ainsi, la conclusion
du Théoréme s’applique et probléme (3.1)) a une solution unique sur [0, 1] pour

les valeurs de ¢ et a satisfaisant (3.31)).



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté une étude d’existence, d’unicité de solution
pour une équation intégro-différentielle non linéaire d’ordre fractionnaire de type mixte
avec des coefficients constants et une autre équation d’évolution semi-linéaire dans des
espaces de Banach, de plus, 'estimation et la dépendance continue de la solution aux
conditions initiales, aux parameétres, aux fonctions impliquées dans les équations. Cette

étude basée sur le théoréme du contraction de Banach et des inégalités intégrales.

Le fait important est qu’avec des hypothéses minimales, nous avons obtenu I’existence
et diverses propriétés de la solution pour des problémes non linéaires. Ces résultats
peuvent généralisés aux espaces vectoriels topologiques abstraits ou bien pour traiter
le probléeme du stabilité des solutions sur des domaines non bornés lorsqu’on ne peux

pas assurer l'unicité.
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