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:بإذن الله  
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Introduction

Aujourd’hui, les équations différentielles d’ordre non entier attirent l’attention de nombreux cher-
cheurs en raison d’un large éventail d’application dans plusieurs domaines de la science telle que la
physique, la biologie, l’ingénierie et la finance.
Généralement, on ne peut pas trouver la solution exacte de ces équations et on doit donc utiliser des
méthodes numériques.
Plusieurs méthodes numériques ont été développées comme la méthode des différences finie fraction-
naires.
Dans ce mémoire, nous présentons cette méthode pour trouver la solution approchée les dérivées frac-
tionnaires.

Ce mémoire est composé à 4 chapitres.
Nous rassemblons dans le chapitre 1 les définitions utilisés dans la suite de travail.
Au chapitre 2 on défini les intégrales et les dérivées fractionnaires et ses propriétés.
Le chapitre 3 est consacré à la méthode de différences finis.
Enfin, on applique dans le dernier chapitre la méthode de différences finis sur les dérivées choisit dans
le deuxième chapitre pour approximer les dérivées fractionnaires et une conclusion à la fin .
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Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Fonctions basiques en calcul fractionnaire

1.1.1 La fonction gamma

La fonction gamma est une fonction complexe qui prolonge la fonction factorielle sur
l’ensemble des nombres complexes [5]. L’introduction de la fonction gamma dans l’analyse était due à
Euler en 1729 sur la base des découvertes faites par des mathématiciens (Wallis, Stirling, Goldbach et
Daniel Bernoulli) dans leurs études présidents [3].

Définition 1.1. [5]

∀x ∈ lC tq Re(x) > 0, la fonction gamma (notée par Γ) est définie par :

Γ(x) =

∫ +∞

0
tx−1e−tdt.

Propriétés 1.1. [5]

1. La propriété la plus importante de la fonction Γ est la relation de récurrence suivante :

Γ(x+ 1) = xΓ(x),

car Γ(x+ 1) =

∫ +∞

0
txe−tdt = [−e−ttx]+∞0 + x

∫ +∞

0
tx−1e−tdt = xΓ(x).

2. ∀n ∈ IN on a : Γ(n+ 1) = n!.

3. Γ(1) = 1,Γ(0+) = +∞ et Γ(
1

2
) =
√
π.

4. Γ est une fonction monotone et strictement décroissante pour x ∈]0, 1].

1.1.2 La fonction bêta

La fonction bêta est l’une des fonctions utilisées dans le domaine de calcul fractionnaire. Elle était
développée par le mathématicien suisse Leonhard Euler en 1772 [2].

Définition 1.2. [4]

∀p, q ∈ lC tq Re(p)>0 et Re(q)>0, la fonction bêta (notée par β) est définie par :

β(p, q) =

∫ 1

0
tp−1(1− t)q−1dt.

Remarque 1.1.

Les deux fonctions précédentes sont liées par la relation suivante [4] :

β(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.
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Démonstration 1.1. [8]

On a :

Γ(p)Γ(q) =

∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−x−yxp−1yq−1dxdy,

on fait le changement de variable x + y = r, on pose x = wr, donc : 0 ≤ r < +∞ et 0 ≤ w < +∞,
dr=dx+dy, dx=wdr+rdw, dy=dr-wdr+rdw=(1-w)dr+rdw donc dxdy=rdwdr il s’en suit :

Γ(p)Γ(q) =

∫ 1

0
wp−1(1− w)q−1dw

∫ +∞

0
e−rrp+q−1dr = β(p, q)Γ(p+ q).

D’où : β(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

Propriétés 1.2.

∀(x, y) ∈ lC2 tq Re(x) > 0 et Re(y) > 0, on a les propriétés suivantes :
1. La symétrie : la fonction β est symétrique i.e β(p, q) = β(q, p), on peut la démontrer avec le

changement de variable u = 1− t.

2. Il y a une autre formule de la fonction β : β(p, q) =

∫ π
2

0
sin2p−1(θ) cos2p−1(θ)dθ.

3. β(p, q + 1) =
q

p
β(p+ 1, q).

4. β(p, n+ 1) =
n

p(p+ 1)(p+ 2)(p+ 3) · · · (p+ n)
, ∀n ∈ IN.

1.1.3 La fonction de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler est une généralisation de la fonction exponentielle et se décline en deux
types : la fonction de Mittag-Leffler à un paramètre a été formulée en 1903 par le mathématicien Leffler
et la fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres a été formulée en 1953 par le même mathématicien.
Toutes les informations de cette section sont tirées de [2].

Définition 1.3.

La fonction de Mittag-Leffler à un seul paramètre :
La fonction de Mittag-Leffler était définie pour la première fois par le développement en série suivant :

Ea(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(ak + 1)
∀a > 0, ∀x ∈ lC.

Théorème 1.1.

La fonction de Mittag-Leffler Ea(x) est convergente pour tout x ∈ lC.

Définition 1.4.

La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres :
La fonction de Mittag-Leffler à deux variables a été introduite par Agarwal et elle est définie comme
suite :

Ea,b =

+∞∑
k=0

xk

Γ(ak + b)
∀a, b > 0, ∀x ∈ lC.

Propriétés 1.3.

La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres a de nombreuses propriétés importantes, parmi
les quelles nous mentionnons les suivantes :



1. E1,1(x) =

+∞∑
k=0

xk

Γ(k + 1)
=

+∞∑
k=0

xk

k!
= ex.

2. Ea,1(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(ak + 1)
= Ea(x).

3. E1,b(x) =
1

xb−1
(ex −

b−2∑
k=0

xk

k!
).

4. Ea,b(x) =
1

Γ(b)
+ xEa,a+b(x).

Théorème 1.2. [7, 10]

1. ∀x ∈ lC tq |x| < 1, la fonction de Mittag-Leffler est définie par :∫ +∞

0
e−ttb−1Ea,b(tx)dt =

1

x− 1
.

2. ∀x ∈ lC, la fonction de Mittag-Leffler est convergente.
3. La dérivée entière de la fonction de Mittag-Leffler est donnée par :

dn

dxn

[
xb−1Ea,b(x

a)
]

= xb−n−1Ea,b−n(xa), b− n > 0.

4. L’intégrale de la fonction de Mittag-Leffler est donnée par la relation suivante :∫ x

0
tb−1Ea,b(θt

a)dt = xbEa,b+1(θxa).

1.2 L’espace Xp
c (Ω)

Définition 1.5.

On désigne par Xp
c (Ω) (c ∈ IR, 1 ≤ p ≤ ∞) l’espace des fonctions Lebesgue mesurables définie sur

Ω tel que : ∫
Ω
| tcf(t) |p dt <∞,

alors

‖ f ‖Xp
c
=

(∫
Ω
| tcf(t) |p dt

) 1
p

(1 ≤ p <∞),

et
‖ f ‖Xp

c
= ess sup

x∈Ω
(xc | f(x) |) , p = +∞.

1.3 L’espace Lp

Définition 1.6.

Soient Ω ⊂ IRn, Ω un ensemble mesurable, f une fonction mesurable sur Ω à valeurs réelles ou
complexe et 1 ≤ p ≤ ∞. On dit que f ∈ Lp(Ω) si :
Pour 1 ≤ p <∞ : (∫

Ω
| f |p dx

)
<∞,

et

‖ f ‖p=
(∫

Ω
| f |p dx

)1

p .

Pour p =∞ : Il existe c > 0 tq :
sup
x∈Ω
| f(x) |< c.



1.4 L’espace Cm

Définition 1.7.

Soit f une fonction définie sur I ⊂ IR. f est de classe Cm si seulement si f est m fois dérivables
sur I et f (m) est continue.

1.5 Fonction absolument continue

Définition 1.8.

Une fonction f : [a, b] → IR est dite absolument continue si : ∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que pour toute
famille finie d’intervalles deux à deux disjoints ]ak, bk[⊂ Ω, k = 1..n contenus dans [a, b] alors

n∑
k=1

| bk − ak |< δ =⇒
n∑
k=1

| f(bk)− f(ak) |< ε.

L’espace des fonctions absolument continues noté par AC(Ω).

1.6 La méthode du trapèze [1]

Cette méthode est basée sur l’interpolation de chaque sous-intervalle [xk, xk−1] par un polynôme
de degré 1. Sur chaque [xk, xk−1], la fonction f est continue et dérivable sur [a, b] elle est substituée
par la droite joignant les points (xk, f(xk)) et (xk+1, f(xk+1)). La méthode du trapèze est donnée par :∫ b

a
f(x) ≈ h

2

[
f(a) + f(b) + 2

n−1∑
i=1

f(xi)

]
.

1.7 Théorème de Fubini

Théorème 1.1.

Soit f une fonction continue sur [a, b]× [c, d] à valeurs dans lC, alors∫ b

a

(∫ d

c
f(x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a
f(x, y)dx

)
dy.



Chapitre 2

Dérivées et intégrales fractionnaires

Les intégrales sont l’inverse des dérivées et peuvent être considérées comme des dérivées d’ordre
(-1). Le début de dérivées fractionnaires remonte à diverses correspondances entre Gottfried Leibniz,
Guillaume de l’hôpital et Johann Bernoulli a la fin du dix-septième siècle pour généraliser les dérivées
entières.

2.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.1.

Soit f : [a, b[−→ IR une fonction continue, ou b pouvant être fini où infini. On sait qu’une primitive
de f s’annule en a est donnée comme suite [2]. :

I1
af(t) =

∫ t

a
f(τ)dτ.

La primitive seconde est :

I2
af(t) =

∫ t

a

(∫ s

a
f(t)dt

)
ds,

d’après le théorème de Fubini, on peut écrire

I2
af(t) =

∫ t

a
(t− τ)f(τ)dτ.

De même, on a :

I3
af(t) =

∫ t

a

(
I2
af(s)

)
=

1

2

∫ t

a
(t− τ)2f(τ)dτ.

Donc par récurrence, on obtient

Ina f(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a

f(τ)

(t− τ)1−ndτ =
1

Γ(n)

∫ t

a

f(τ)

(t− τ)1−ndτ.

Définition 2.2. (Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville [2])

Iαa f(t) =RL D−αa f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−1f(τ)dτ. (2.1)

Remarque 2.1.

La formule (2.1) est une généralisation de la n-ième primitive avec un ordre de primitive α non
entier.
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Exemple 1.

Fonction constante
Si la fonction f(t) = c ∈ IR est une constante, alors par la relation (2.1), l’intégrale fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville de f est donnée par :

Iαa c =RL D−αa c =
c

Γ(α+ 1)
(t− a)α.

2.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.3. [2]

Soit f ∈ L1[a,+∞[, a ∈ IR et α ∈ IR∗+, n ∈ IN, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre
α de f de borne inférieure α est définie par :

RLDα
a+f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a
(t− τ)n−α−1f(τ)dτ

= Dn
(
In−αa+ f(t)

)
.

où Dn = dn

dtn est dérivée d’ordre entier n = [α] + 1 .

Remarque 2.2.

Si α < 0, on convient de prendre Dα
a+f(t) = I−αa+ f(t).

Remarque 2.3.

Pour simplifier l’écriture, on notera dans la suite Dα
0+ par Dα.

Exemple 2.

Fonction constante : Si on prend f(t) = c alors la dérivée au sens de Riemann-Liouville de f est
donnée par :

RLDα
a c =

c

Γ(1− α)
(t− a)−α.

2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.4. [2]

Soient f ∈ Cm([a, b)) et m− 1 < α < m avec m ∈ IN∗. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo
d’ordre α de la fonction f est définie par :

CDα
a f(t) =

1

Γ(m− α)

∫ t

a
(t− τ)m−α−1f (m)(τ)dτ.

Exemple 3.

Fonction constante : La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante f(t) = c
est nulle CDα

a c = 0.



2.4 Relation de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo avec la
dérivée fractionnaire au sens Riemann-Liouville

Théorème 2.1.

Si CDα
a f(t) et RLDα

a f(t) existent, alors on a

CDα
a f(t) =RL Dα

a f(t)−
m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−a

Γ(k − α+ 1)
.

Remarque 2.4.

On déduit que :

CDα
a f(t) =RL Dα

a

(
f(t)−

m−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

)
.

Si f (k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, ...,m− 1, alors on a CDα
a f(t) =RL Dα

a f(t).

Proposition 2.1. Nous avons :

1.

RLDα
a f(t) =

1

Γ(1− α)

(
f(a)

(t− a)α
+

∫ t

a
(t− τ)−αf ′(τ)dτ

)
=

f(a)

(t− a)αΓ(1− α)
+C Dα

a f(t).

2. Si f ∈ C([a, b]) alors : CDα
a [Iαa f(t)] = f(t).

3. Si f ∈ Cm([a, b]) alors : Iαa [CDα
a f(t)] = f(t)−

m−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k.

2.5 Dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov

Définition 2.5. [2]

La dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov d’ordre α de f est définie par :

GLDαf(t) = lim
h→0

1

hα

∞∑
k=0

Γ(k − α)

Γ(k + 1)Γ(−α)
f(t− kh), (2.2)

où 0 < n− 1 < α < n.

Définition 2.6. [2]

La dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov d’ordre −α de f est définie par :

GLIαf(t) =GL D−αf(t) = lim
h→0

hα
∞∑
k=0

Γ(k + α)

Γ(k + 1)Γ(α)
f(t− kh), (2.3)

où 0 < n− 1 < α < n.
• On peut écrire GLDαf(t) de (2.2) et GLIαf(t) de (2.3) sous la forme :

GLDαf(t) =
1

Γ(−α)

∫ t

a
(t− τ)−α−1f(τ)dτ, (2.4)

et
GLIαf(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−1f(τ)dτ. (2.5)



• Soient m − 1 < α < m,m ∈ IN∗ et les fonctions f (k)(t), (k = 1, 2, ...,m) sont continues sur
l’intervalle fermé [a, t], alors par des intégrations par parties de(2.4) et (2.5) on a :

GLDα
a f(t) =

m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(k − α+ 1)
+

1

Γ(m− α)

∫ t

a
(t− τ)m−α−1f (m)(τ)dτ,

et
GLD−αa f(t) =

m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k+α

Γ(k + α+ 1)
+

1

Γ(m+ α)

∫ t

a
(t− τ)m+α−1f (m)(τ)dτ.

Remarque 2.1.

La relation entre la dérivée de Caputo et la dérivée de Grünwald-Letnikov est :

GLDα
a f(t) =

m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(k − α+ 1)
+

1

Γ(m− α)

∫ t

a
(t− τ)m−α−1f (m)(τ)dτ

=

m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(k − α+ 1)
+ CDαf(t)

Exemple 4.

Fonction constante
Soit f(t) = c (c est un constant) et α non entier, on a f (k)(t) = 0 pour k = 1, 2, ...,m et donc :

GLDα
a f(t) =

m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(k − α+ 1)
+

1

Γ(m− α)

∫ t

a
(t− τ)m−α−1f (m)(τ)dτ

=
c

Γ(1− α)
(t− a)−α +

m−1∑
k=1

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(k − α+ 1)︸ ︷︷ ︸
0

+
1

Γ(m− α)

∫ t

a
(t− τ)m−α−1f (m)(τ)dτ︸ ︷︷ ︸

0

=
c

Γ(1− α)
(t− a)−α.

2.6 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard

Définition 2.7.

Soit α ≥ 0 et n = [α] + 1 et f ∈ ACmδ . La dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard à gauche
d’ordre α de la fonction f est :

CHDα
a+ = In−α

a+
δnf(t)

=
1

Γ(n− α)

∫ t

a
log(

t

τ
)n−α+1(τ

d

dτ
)nf(τ)

dτ

τ
, (t > a).

La dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard à droite d’ordre α de la fonction f est :

CHDα
b−f(t) = (−1)nIb−δ

nf(t)

=
(−1)n

Γ(n− a)

∫ b

t
(log(

τ

t
))n−α−1(τ

d

dτ

n

)f(τ)
dτ

τ
, (t < b).

Si α ∈ IN, alors :
CHDα

a+f(t) = δnf(t),

et
CHDα

b−f(t) = (−1)nδnf(t).



2.7 L’intégrale fractionnaire au sens de Katugampola

Définition 2.8.

Soit ρ > 0, l’intégrale fractionnaire de Katugampola d’ordre α > 0 est définie comme suit [4] :

ρIαa+f(t) =
ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a
(tρ − τρ)α−1τρ−1f(τ)dτ, t > a.

Cette formule est de l’intégrale à gauche. De même manière, l’intégrale de Katugampola à droite est
définie par :

ρI−αb f(t) =
ρ1−α

Γ(α)

∫ b

t
(τρ − tρ)α−1τρ−1f(τ)dτ, t < b.

Théorème 2.2.

Soient α > 0, 1 ≤ p ≤ +∞. L’opérateur ρIαa+ est borné dans Xp
c (a, b) :

‖ρ Iαa+f ‖Xp
c
≤ k ‖ f ‖Xp

c
ρ ≥ c,

tq :

k =
bαρ−1

Γ(α)

∫ b
a

1
uc−αρ−1

(
uρ − 1

ρ

)α−1

du.

2.8 La dérivée fractionnaire au sens de katugampola

La dérivée fractionnaire de katugampola d’une fonction f à gauche d’ordre α > 0 est définie par :

(ρDα
a+f)(t) =

(
t1−ρ

d

dt

)n
◦ (ρIn−α

a+
f)(t) =

ρα−n+1

Γ(n− 1)

(
t1−ρ

d

dt

)n ∫ t

a

τρ−1f(τ)

(tρ − τρ)α−n+1
dτ t > a.

La dérivée fractionnaire de Katugampola à droite d’ordre α > 0 d’une fonction f est définie par :

(ρDα
b−f)(t) =

(
−t1−ρ d

dt

)n
◦ (ρIn−α

b− f)(t) =
(−1)nfα−n+1

Γ(n− α)

(
t1−ρ

d

dt

)n ∫ b

t

τρ−1f(τ)

(τρ − tρ)α−n+1
dτ t < b.

Proposition 1.

ρDα
0+t

λ =
ρα−1Γ(1 + λ

ρ )tλ−αρ

Γ(1− α+ λ
ρ )

∀α, ρ > 0 λ > −ρ.

2.9 Propriétés des dérivées fractionnaires

Nous présentons quelques propriétés des dérivées fractionnaires où Dα désigne n’importe quelle
approche de dérivations fractionnaire d’ordre α.

2.9.1 Linéarité

Proposition 2.

Soit n − 1 < α < n avec n ∈ IN∗, λ, µ ∈ lC et soient f et g deux fonctions telles que Dαf(t) et
Dαg(t) existent alors : la dérivation fractionnaire est une opération linéaire

Dα(λf(t) + µg(t)) = λDαf(t) + µDαg(t).



Démonstration 2.1.

Pour la dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α(n− 1 ≤ α < n), on a :

RLDα
a (λf(t) + µg(t)) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a
(t− τ)n−α−1(λf(τ) + µg(τ))dτ

=
λ

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a
(t− τ)n−α−1f(τ)dτ +

µ

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a
(t− τ)n−α−1g(τ)dτ

= λRLDα
a f(t) + µRLDα

a g(t).

Alors ce qui termine la démonstration.

2.9.2 Non-commutativité

La dérivation et l’intégration fractionnaire ne commutent pas en générale.

Proposition 3.

On suppose que n − 1 < p, q < n, n ∈ IN∗, p, q ∈ IR et soit la fonction f telles que Df(t) existe,
alors :

DpDqf(t) 6= DqDpf(t).

2.9.3 Règle de Leibniz

La règle de Leibniz est utilisé pour calculer la dérivée n-ième du produit de deux fonctions f(t) et
g(t), on a pour tout entier n :

dn

dtn
(f(t)g(t)) =

n∑
k=0

(
n
k

)
f (k)(t)g(n−k)(t).

On obtient une généralisation de cette formule par remplacer l’entier n par un paramètre réel p, dans
le membre à droite à la formule précédente :

Dα(f(t)g(t)) =

n∑
k=0

(
α
k

)
f (k)(t)Dα−kg(t)−Rαn(t), n ≥ α+ 1,

où

Rαn(t) =
1

n!
Γ(−α)

∫ t

a
(t− τ)−α−1g(τ)dτ

∫ t

τ
f (n+1)(ς)(τ − ς)ndς,

avec
lim

n→+∞
Rαn(t) = 0.

Si toutes les dérivées de f et g sont continues sur [a, t], alors la règle de Leibniz pour la dérivation
fractionnaire s’écrit sous la forme :

Dα(f(t)g(t)) =
n∑
k=0

(
α
k

)
f (k)(t)Da−kg(t),

où Dα désigne la dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikovou ou au sens de Riemann-
Liouville.

2.9.4 Intégration par parties

La formule d’intégration par parties pour les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
est donnée dans le théorème suivant :



Théorème 2.3.

Si 0 < α < 1 et a < t < b, alors :∫ t

a
[RLDα

a f(s)]g(s)ds =

∫ t

a
f(s)[RLDα

a g(s)]ds.

Démonstration 2.2.

On a :∫ t

a

[
RLDα

a f(s)
]
g(s)ds =

1

Γ(1− α)

∫ t

a

d

ds

(∫ s

a
(s− u)−αf(u)du

)
g(s)ds

= − 1

Γ(1− α)

∫ t

a

(∫ s

a
(s− u)−αf(u)du

)
g′(s)ds

+

[
1

Γ(1− α)
g(s)

∫ s

a
(s− u)−αf(u)du

]s=t
s=a

= − 1

Γ(1− α)

∫ t

a

(∫ t

u
(s− u)−αg′(s)ds

)
f(u)du

+ g(t)
1

Γ(1− α)

∫ t

a
(t− u)−αf(u)du

=

∫ t

a
f(u)

[
RLDa

ug(u)− g(t)
(t− u)−α

Γ(1− α)

]
du

+ g(t)
1

Γ(1− α)

∫ t

a
(t− u)−αf(u)du

=

∫ t

a
f(u)[RLDα

a g(u)]du

=

∫ t

a
f(s)[RLDα

a g(s)]ds.

Ce qui termine la démonstration. La formule d’intégration par parties pour les dérivées fractionnaires
au sens de Caputo est donnée dans le théorème suivant.

Théorème 2.4.

Soient 0 < α < 1 et a < t < b, alors :∫ t

a
[CDα

a f(s)]g(s)ds =

∫ t

a
f(s)[CDα

a g(s)]ds+ g(t)RLD−(1−α)
a f(t)− f(a)RLD−(1−α)

a g(a).

Démonstration 2.3.

On a :∫ t

a
[CDα

a f(s)]g(s)ds =

∫ t

a
[RLD−(1−α)

a f(s)]g(s)ds− f(a)

Γ(1− α)

∫ t

a
(s− a)−αg(s)ds

=

∫ t

a
f(s)[RLD−(1−α)

s g(s)]ds− f(a)RLD−(1−α)
a g(a)

=

∫ t

a
f(s)[CD−(1−α)

s g(s)]ds+
g(t)

Γ(1− α)

∫ t

a
(t− s)−αf(s)ds

− f(a)RLD−(1−α)
a g(a)

=

∫ t

a
f(τ)[CDα

s g(s)]ds+ g(t)RLD−(1−α)
a f(t)− f(a)RLD−(1−α)

a g(a).

Ce qui termine la démonstration.



Chapitre 3

La méthode des différences finies

3.1 La formule de Taylor [2]

Soit f une fonction (n+ 1) dérivable sur [a,b], pour tout x0 ∈ [a, b], il existe ξ entre x et x0 tq :

f(x) = f(x0) +
df

dx
(x0)(x− x0) +

d2f

dx2
(x0)

(x− x0)2

2!
+
d3f

dx3
(x0)

(x− x0)3

3!
+ · · ·+ dnf

dxn
(x0)

(x− x0)n

n!

+
dn+1f

dxn+1
(ξ)

(x− x0)n+1

(n+ 1)!
.

On pose :

R(ξ) =
dn+1f

dxn+1
(ξ)

(x− x0)n+1

(n+ 1)!
,

donc :

f(x) = f(x0) +
df

dx
(x0)(x− x0) +

d2f

dx2
(x0)

(x− x0)2

2!
+
d3f

dx3
(x0)

(x− x0)3

3!
+ · · ·

+
dnf

dxn
(x0)

(x− x0)n

n!
+R(ξ).

(3.1)

3.1.1 Approximation de dérivée première de f par les différences finies en avant
avec trois points

On pose xj = x0 + jh dans (3.1). Si x = xj+1 et x0 = xj , alors :

f(xj+1) = f(xj) + f ′(xj)(xj+1 − xj) + f ′′(xj)
(xj+1 − xj)2

2!
+ f ′′′(ξ1)

(xj+1 − xj)3

3!

= f(xj) + hf ′(xj) +
h2

2!
f ′′(xj) +

h3

3!
f ′′′(ξ1).

(3.2)

Si x = xj+2 et x0 = xj , alors :

f(xj+2) = f(xj) + f ′(xj)(xj+2 − xj) + f ′′(xj)
(xj+2 − xj)2

2!
+ f ′′′(ξ2)

(xj+2 − xj)3

3!

= f(xj) + 2hf ′(xj) +
(2h)2

2!
f ′′(xj) +

(2h)2

3!
f ′′′(ξ2).

(3.3)

On multiple (3.2) par (-4), après on ajoute le résultat à (3.3), on trouve :

f ′(xj) =
−3f(xj) + 4f(xj+1)− f(xj+2)

2h
− 2h2

3!
f ′′′(ξ1) +

4h2

3!
f ′′′(ξ2). (3.4)

Donc l’erreur est :

erreur = −2h2

3!
f ′′′(ξ1) +

4h2

3!
f ′′′(ξ2) = O(h2).
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3.1.2 Approximation de la dérivée deuxième de f par les différences finies en avant
avec trois points

Si x = xj+1 et x0 = xj , alors :

f(xj+1) = f(xj) + f ′(xj)(xj+1 − xj) + f ′′(xj)
(xj+1 − xj)2

2!
+ f ′′′(ξ1)

(xj+1 − xj)3

3!

= f(xj) + hf ′(xj) +
h2

2!
f ′′(xj) +

h3

3!
f ′′′(ξ1).

(3.5)

Si x = xj+2 et x0 = xj , alors :

f(xj+2) = f(xj) + f ′(xj)(xj+2 − xj) + f ′′(xj)
(xj+2 − xj)2

2!
+ f ′′′(ξ2)

(xj+2 − xj)3

3!

= f(xj) + 2hf ′(xj) +
(2h)2

2!
f ′′(xj) +

(2h)2

3!
f ′′′(ξ2).

(3.6)

En multipliant (3.5) par (-2) et on fait la somme avec (3.6), on aura :

f ′′(xj) =
f(xj)− 2f(xj+1) + f(xj+2)

h2
+

2h

3!
f ′′′(ξ1)− 8h

3!
f ′′′(ξ2).

Donc l’erreur est :
erreur =

2h

3!
f ′′′(ξ1) +

8h

3!
f ′′′(ξ2) = O(h).

3.1.3 Approximation de la dérivée deuxième de f par les différences finies en
arrière avec trois points

Si x = xj−1 et x0 = xj , alors :

f(xj−1) = f(xj) + f ′(xj)(xj−1 − xj) + f ′′(xj)
(xj−1 − xj)2

2!
+ f ′′′(ξ1)

(xj−1 − xj)3

3!

= f(xj) + hf ′(xj) +
h2

2!
f ′′(xj) +

h3

3!
f ′′′(ξ1).

(3.7)

Si x = xj−2 et x0 = xj , on a d’après (3.1) :

f(xj−2) = f(xj) + f ′(xj)(xj−2 − xj) + f ′′(xj)
(xj−2 − xj)2

2!
+ f ′′′(ξ2)

(xj−2 − xj)3

3!

= f(xj) + 2hf ′(xj) +
(2h)2

2!
f ′′(xj) +

(2h)3

3!
f ′′′(ξ2).

(3.8)

En multipliant (3.7) par (-2), après on fait la somme avec (3.8), on trouve :

f ′′(xj) =
f(xj−2)− 2f(xj−1) + f(xj)

h2
− 2h

3!
f ′′′(ξ1) +

8h

3!
f ′′′(ξ2), (3.9)

et
erreur = −2h

3!
f ′′′(ξ1) +

8h

3!
f ′′′(ξ2) = O(h).

3.1.4 Approximation de la dérivée deuxième de f par les différences finies en
centre avec trois points

Si x = xj+1 et x0 = xj , alors :

f(xj+1) = f(xj) + f ′(xj)(xj+1 − xj) + f ′′(xj)
(xj+1 − xj)2

2!
+ f ′′′(ξ1)

(xj+1 − xj)3

3!
+ f ′′′′(ξ2)

(xj+1 − xj)4

4!

= f(xj) + hf ′(xj) +
h2

2!
f ′′(xj) +

h3

3!
f ′′′(xj) +

h4

4!
f ′′′′(ξ1).

(3.10)



Si x = xj−1 et x0 = xj , alors :

f(xj−1) = f(xj) + f ′(xj)(xj−1 − xj) + f ′′(xj)
(xj−1 − xj)2

2!
+ f ′′′(ξ1)

(xj−1 − xj)3

3!
+ f ′′′′(ξ2)

(xj−1 − xj)4

4!

= f(xj)− hf ′(xj) +
h2

2!
f ′′(xj)−

h3

3!
f ′′′(xj) +

h4

4!
f ′′′′(ξ2).

(3.11)
On ajoute (3.10) à (3.11), on trouve :

f ′′(xj) =
f(xj−1)− 2f(xj) + f(xj+1)

h2
− h2

4!
f ′′′′(ξ1)− h2

4!
f ′′′′(ξ2), (3.12)

et

erreur = −h
2

4!
f ′′′′(ξ1)− h2

4!
f ′′′′(ξ2) = O(h2).

3.2 Le principe de la méthode des différences finies

Le principe de cette méthode est exposé dans les lignes suivantes :
On suppose que l’intervalle [a,b] est subdivisé en n sous-intervalles [xk, xk+1] de langueur h = b−a

n ,
en utilisant les noeuds également espacés xk = a + kh pour k=0,1,...,n [2, 7]. La règle trapézoïdale
composite pour n sous-intervalles nous permette d’écrire :

T (f, h) =
h

2

n∑
k=1

[f(xk−1) + f(xk)] , (3.13)

et ∫ b

a
f(x)dx ≈ T (f, h). (3.14)

3.3 Approximation de dérivée fractionnaire au sens de Caputo par la
méthode des différences finies [7]

On a :
CDαy(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

0

y′(t)

(t− x)α
dx,

tq : 0 < α < 1 et t ≥ 0.
En intégrant par partie, on trouve :

CDαy(t) =
1

(1− α)Γ(1− α)

(
y′(0)t1−α +

∫ t

0
(t− x)1−αy′′(x)dx

)
.

On a l’approximation de y en point ti

CDαy(ti) =
1

(1− α)Γ(1− α)

(
y′(0)t1−αi +

∫ ti

0
(ti − x)1−αy′′(x)dx

)
.

On pose : f(x) = (ti − x)1−αy′′(x) et on utilise (3.13) et (3.14), on obtient :∫ ti

0
(ti − x)1−αy′′(x)dx ≈ h

2

i∑
k=1

[
(ti − xk−1)1−αy′′(xk−1) + (ti − xk)1−αy′′(xk)

]
≈ h

2

i∑
k=1

(ti − xk−1)1−αy′′(xk−1) +
h

2

i∑
k=1

(ti − xk)1−αy′′(xk)

≈ h

2

[
(ti − x0)1−αy′′(0) + 2

i−1∑
k=1

(ti − xk)1−αy′′(xk)

]
.



Donc :

CDαy(ti) =

h

[
(ti − x0)1−αy′′(0) + 2

i−1∑
k=1

(ti − xk)1−αy′′(xk)

]
2(1− α)Γ(1− α)

+
(ti − x0)1−αy′(0)

(1− α)Γ(1− α)
,

et puisque aΓ(a) = Γ(a+ 1), alors on a :

CDαy(t) =

h

[
(ti − x0)1−αy′′(0) + 2

i−1∑
k=1

(ti − xk)1−αy′′(xk)

]
2Γ(2− α)

+
(ti − x0)1−αy′(0)

Γ(2− α)
. (3.15)

D’après(3.4), (3.9) et (3.12), on trouve :

y′(xk) ≈
−3y(xk) + 4y(xk+1)− y(xk+2)

2h
.

y′′(xk) ≈
y(xk−2)− 2y(xk−1) + y(xk)

h2
.

Alors :
y′(x0) ≈ −3y(x0) + 4y(x1)− y(x2)

2h
.

y′′(x0) ≈ y(x0)− 2y(x1) + y(x2)

h2
.

(3.16)

On remplace par (3.16) dans(3.15), on obtient :
CDαy(ti) ≈

1

Γ(2− α)

[
y(x0)− 2y(x1) + y(x2)

2h
(ti − x0)1−α

]
+

1

Γ(2− α)

i−1∑
k=1

[
y(xk−1)− 2y(xk) + y(xk+1)

h
(ti − xk)1−α

]
+
−3y(x0) + 4y(x1)− y(x2)

2hΓ(2− α)
(ti − x0)1−α.∀i = 1..n

D’où :
CDαy(ti) ≈

1

Γ(2− α)

[
A+

h

2
(B + 2C)

]
,

tq :

A =
−3y(x0) + 4y(x1)− y(x2)

2h
(ti − x0)1−α.

B =
y(x0)− 2y(x1) + y(x2)

h2
(ti − x0)1−α.

C =

i−1∑
k=1

[
y(xk−1)− 2y(xk)− y(xk+1)

h2
(ti − xk)1−α

]
.

3.4 Approximation de dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
par la méthode des différences finies

D’après la relation entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et la dérivée fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville, on a :

RLDα
a y(t) =C Dα

a y(t) +
m−1∑
k=0

y(k)(a)(t− a)k−a

Γ(k − α+ 1)
.

Donc :
RLDα

a y(ti) ≈
1

Γ(2− α)

[
A+

h

2
(B + 2C)

]
+

m−1∑
k=0

y(k)(a)(ti − a)k−a

Γ(k − α+ 1)
, ∀i = 1..n.



3.5 Approximation de la dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard

Dans cette section, nous subdivisions également les intervalles [a, T ] avec ti = a+ ih,

i = 0, 1, ..., N, où h =
T − a
N

est la taille du pas.
Soit u : [a, T ]→ IR une fonction donnée, Un est l’approximation numérique de Un(t)
et fn = f(tn), notre résultat se présente comme suit .

Théorème 3.1. [4]

Soit u : [a, T ]→ IR tel que u ∈ C2([a, t] : IR) et 0 < α < 1, alors pour N ∈ IN, on a :

CHDα
a+u(tn) =CH Dα

a+un +O(h1−α),

où CHDα
a+un est définit comme suit :

CHDα
a+un =

1

hΓ(2− α)

n∑
i=1

bi(ui − ui−1), (3.17)

et

bi = ti

((
log

tn
ti−1

)1−α
−
(

log
tn
ti

)1−α
)
. (3.18)

Démonstration 3.1.

Pour tout n ∈ IN et pour chaque n ∈ {0, 1, ..., N}, on a

CHDα
a+u(tn) =

1

Γ(1− α)

∫ tn

a

(
log

tn
s

)−α(
s
d

ds

)
u(s)

ds

s

' 1

Γ(1− α)

n∑
i=1

∫ ti

ti−1

(
log

tn
s

)−α
ti

(
ui − ui−1

ti − ti−1

)
ds

s

=
1

Γ(1− α)

n∑
i=1

ti

(
ui − ui−1

h

)∫ ti

ti−1

(
log

tn
s

)−α ds
s

=
1

hΓ(1− α)

n∑
i=1

ti (ui − ui−1)

−
(

log
tn
s

)1−α

(1− α)


ti

ti−1

=
1

hΓ(2− α)

n∑
i=1

ti

[(
log

tn
ti−1

)1−α
−
(

log
tn
ti

)1−α
]

(ui − ui−1)

=
1

hΓ(2− α)

n∑
i=1

bi(ui − ui−1) =CH Dα
a+un.

On définit En =
∣∣CHDα

a+u(tn)−CH Dα
a+un

∣∣ et Mi = max
∣∣u(i)(t)

∣∣ , i=1,2 donc on obtient :

En ≤
1

Γ(1− α)

n∑
i=1

∫ ti

ti−1

(
log

tn
s

)−α
ti

∣∣∣∣sduds − ti
(
ui − ui−1

ti − ti−1

)∣∣∣∣ dss .
Il découle du théorème de Taylor, on a pour chaque i ∈ {0, 1, ..., N} avec s ∈ [ti−1, ti] et η1 ∈ [ti−1, ti],



η2 ∈ [ti−1, s].∣∣∣∣sduds − ti
(
ui − ui−1

ti − ti−1

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣sduds − ti
(
du(ti−1)

ds
− d(2)u(η1)

ds2

h

2!

)∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣(sduds − tidu(ti−1)

ds

)∣∣∣∣+M2
tih

2

=

∣∣∣∣∣s
(
du(ti−1)

ds
− ti

du(ti−1)

ds
− d(2)u(η1)

ds2
(s− ti−1)

)∣∣∣∣∣+M2
tih

2

≤M1(ti − ti−1) +M2ti
3

2
h

≤
(
M1 +

3T

2
M2

)
h.

De plus, pour tout 0 < α ≤ 1 et n ∈ {0, 1, ..., N} avec i ≤ n et s ∈ [ti−1, ti]

0 ≤
(

log
tn
s

)−α
≤
(

log
ti
s

)−α
,

par conséquent, on conclut que

En ≤
1

Γ(1− α)

(
M1 +

3T

2
M2

)
h

n∑
i=1

∫ ti

ti−1

(
log

tn
s

)−α ds
s

≤ 1

Γ(1− α)

(
M1 +

3T

2
M2

)
h

n∑
i=1

∫ ti

ti−1

(
log

ti
s

)−α ds
s

≤ 1

Γ(2− α)

(
M1 +

3T

2
M2

)
h

n∑
i=1

(
log

ti
ti−1

)1−α

≤ 1

Γ(2− α)

(
M1 +

3T

2
M2

)
h

n∑
i=1

(
ti
ti−1

)1−α

≤ 1

Γ(2− α)

(
M1 +

3T

2
M2

)
h

n∑
i=1

h1−αT 1−α

≤ 1

Γ(2− α)

(
M1 +

3T

2
M2

)
T 1−αh1−α

n∑
i=1

h

≤ 1

Γ(2− α)

(
M1 +

3T

2
M2

)
(T − a)T 1−αh1−α.

Ce qui signifie
CHDα

a+u(tn) =CH Dα
a+un +O(h1−α).

3.6 Approximation de la dérivée fractionnaire de Caputo-Katugampola

Dans cette section, nous portons notre attention sur une approche numérique de l ’équation diffé-
rentielle fractionnaire généralisée de Caputo-Katugampola [4].
Dans la suite, pour tout intervalle [a, T ] avec α > 0 etρ > 0, on note :

h =
T ρ − aρ

N
,

où N > 0 est un entier positif donnée. De plus, on hérite de la grille temporelle suivante par :

a = t0 < t1 < t2 < ... < tN−1 < tN = T,



ici tn est défini comme

tn = (aρ + nh)
1
ρ =

(
aρ +

n(T ρ − aρ)
N

) 1
ρ

, n ∈ {0, 1, ..., N} . (3.19)

Remarque 3.1.

En fait, si ρ = 1, alors (3.19) se reduit à la partition équidistance classique pour [a, T ]

tn := a+ nh = a+
n(T − a)

N
,n ∈ {0, 1, ..., N} .

Si ρ 6= 1, on voit facilement que la partition de [a, b] est non équidistance, donc tk − tk−1 6= h.

Théorème 3.2.

Soit u : [a, T ] → IR tel que u ∈ C2([a, T ] : IR), 0 < α ≤ 1 et ρ > 1, l’approximation de la dérivée
fractionnaire de Caputo-Katugampola CDα,ρ

a+
en un point tn+1 est donnée par le schéma suivant :

CDα,ρ
a+
un+1 =

h1−αpα−1

Γ(2− α)

n∑
j=1

bα,ρj (uj+1 − uj), (3.20)

où

bα,ρj =
t
(1−ρ)
j

tj+1 − tj
(
(n− j + 1)1−α − (n− j)1−α) , j = 0, ..., n, (3.21)

et
CDα,ρ

a+
u(tn+1) =C Dα,ρ

a+
un + cα,ρh

1−α.

3.7 Approximation de la dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-
Letnikov

D’après le 2eme chapitre on a :

GLDα
a f(t) =

m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(k − α+ 1)
+

1

Γ(m− α)

∫ t

a
(t− τ)m−α−1f (m)(τ)dτ,

Pour 0 < α < 1 et m = 1 : On a

GLDα
a y(t) =

y(a)(t− a)−α

Γ(1− α)
+

1

Γ(1− α)

∫ t

a

y′(t)

(t− x)α
dx

=
y(a)(t− a)−α

Γ(1− α)
+ CDα

a y(t),

alors

GLDα
a y(t) ≈ y0(t− x0)−α

Γ(1− α)
+
−3y0 + 4y1 − y2

2hΓ(2− α)
(t− x0)1−α +

y0 − 2y1 + y2

Γ(2− α)h
(t− x0)1−α

+
1

2hΓ(2− α)

i−1∑
k=1

(yk−1 − 2yk + yk+1)(ti − xk)1−α.

Donc

GLDαy(ti) ≈
y0(ti − x0)−α

Γ(1− α)
+
−3y0 + 4y1 − y2

2hΓ(2− α)
(ti − x0)1−α +

y0 − 2y1 + y2

hΓ(2− α)
(ti − x0)1−α

+
1

2hΓ(2− α)

i−1∑
k=1

(yk−1 − 2yk + yk+1)(ti − xk)1−α.



D’où

f(ti) =
y0

Γ(1− α)
(ti − x0)1−α − y0

hΓ(2− α)
(ti − x0)1−α +

y1

hΓ(2− α)
(ti − x0)1−α

+
1

2hΓ(2− α)

i−1∑
k=1

(yk−1 − 2yk + yk+1)(ti − xk)1−α,

alors

y1

hΓ(2− α)
(ti − x0)1−α +

1

2hΓ(2− α)

i−1∑
k=1

(yk−1 − 2yk + yk+1)(ti − xk)1−α =

f(ti)−
y0

Γ(1− α)
(ti − x0)1−α +

y0

hΓ(2− α)
(ti − x0)1−α.

Pour i = 1

B1 =
y1

hΓ(2− α)
(t1 − x0)1−α = f(t1)− y0

Γ(1− α)
(t1 − x0)1−α +

y0

hΓ(2− α)
(t1 − x0)1−α,

d’où

a1,1 =
(t1 − x0)1−α

hΓ(2− α)
.

Pour i = 2

B2 =
(t2 − x0)1−α

hΓ(2− α)
y1+

1

2hΓ(2− α)
(−2y1+y2)(t2−x1)1−α = f(t2)−(t2 − x0)−α

Γ(1− α)
+

(t2 − x0)1−α

hΓ(1− α)
−(t2 − x1)1−α

2hΓ(2− α)
y0,

alors

a2,1 =
(t2 − x0)1−α

hΓ(2− α)
− (t2 − x1)1−α

hΓ(2− α)
.

a2,2 =
(t2 − x1)1−α

2hΓ(2− α)
.

Pour i = 3

B3 =
y1(t3 − x0)1−α

hΓ(2− α)
+

1

2hΓ(2− α)

[
(−2y1 + y2)(t3 − x1)1−α + (y1 − 2y2 + y3)(t3 − x2)1−α]

= f(t3)− y0(t3 − x0)−α

Γ(1− α)
+
y0(t3 − x0)1−α

Γ(2− α)
− y0(t3 − x1)1−α

2hΓ(2− α)
,

alors

f(t3)− y0(t3 − x0)−α

Γ(1− α)
+
y0(t3 − x0)1−α

Γ(2− α)
− y0(t3 − x1)1−α

2hΓ(2− α)
=

[
(t3 − x0)1−α

hΓ(2− α)
− 2(t3 − x1)1−α

2hΓ(2− α)
+

(t3 − x2)1−α

2hΓ(2− α)

]
y1

+

[
(t3 − x1)1−α

2hΓ(2− α)
− 2(t3 − x2)1−α

2hΓ(2− α)

]
y2

+
(t3 − x2)1−α

2hΓ(2− α)
y3,

d’où

a3,1 =
(t3 − x0)1−α

hΓ(2− α)
− 2(t3 − x1)1−α

2hΓ(2− α)
+

(t3 − x2)1−α

2hΓ(2− α)

a3,2 =
(t3 − x1)1−α

2hΓ(2− α)
− 2(t3 − x2)1−α

2hΓ(2− α)

a3,3 =
(t3 − x2)1−α

2hΓ(2− α)
.



Pour i = k

Bk =
(tk − x0)1−α

hΓ(2− α)
y1 +

1

2hΓ(2− α)

[
(y0 − 2y1 + y2)(tk − x1)1−α + (y1 − 2y2 + y3)(tk − x2)1−α

+ (y2 − 2y3 + y4)(tk − x3)1−α + ...+ (tk−2 − 2yk−1 + yk)(tk − xk−1)1−α] ,
alors

ak,1 =
2(tk − x0)1−α − 2(tk − x1)1−α + (tk − x2)1−α

2hΓ(2− α)
, k = 4...n.

ak,2 =
(tk − x1)1−α − 2(tk − x2)1−α + (tk − x3)1−α

2hΓ(2− α)
, k = 4...n.

ak,i =
(tk − xi−1)1−α − 2(tk − xi)1−α + (tk − xi+1)1−α

2hΓ(2− α)
, i = 3...k − 2 et k = 4...n− 1.

ak,k−1 =
(tk − xk−2)1−α − 2(tk − xk−1)1−α

2hΓ(2− α)
, k = 4...n.

ak,k =
(tk − xk−1)1−α

2hΓ(2− α)
, k = 2...n.

D’où
GLDα

a yi ≈
n∑
k=0

ak,iyk.

Pour 1 < α < 2 et m = 2 : On a

GLDα
a y(t) =

y(a)(t− a)−α

Γ(1− α)
+
y′(a)(t− a)1−α

Γ(2− α)
+

1

Γ(2− α)

∫ t

a
y′′(s)(t− s)1−αds

=
y(a)(t− a)−α

Γ(1− α)
+
y′(a)(t− a)1−α

Γ(2− α)
+ CDα

a y(t),

alors

GLDα
a y(ti) ≈

y(x0)(ti − x0)−α

Γ(1− α)
+
y′(x0)(ti − x0)1−α

Γ(2− α)

+
1

Γ(2− α)

[
h

2

(
(ti − x0)1−αy′′(x0) + 2

i−1∑
k=1

(ti − xk)1−αy′′(xk)

)]

≈ y0(ti − x0)−α

Γ(1− α)
+

(ti − x0)1−α

Γ(2− α)

(
−3y0 + 4y1 − y2

2h

)
+

h

2Γ(2− α)

(
(ti − x0)1−α y0 − 2y1 + y2

h2
+ 2

i−1∑
k=1

(ti − xk)1−α yk−1 − 2yk + yk+1

h2

)

≈ y0(ti − x0)−α

Γ(1− α)
+
−y0 + 2y1

hΓ(2− α)
(ti − x0)1−α

+
1

hΓ(2− α)

i−1∑
k=1

(yk−1 − 2yk + yk+1)(ti − xk)1−α.

D’où

f(ti) =
y0(ti − x0)−α

Γ(1− α)
+
−y0 + 2y1

hΓ(2− α)
(ti − x0)1−α +

1

hΓ(2− α)

i−1∑
k=1

(yk−1 − 2yk + yk+1)(ti − xk)1−α.



alors

f(ti)−
y0

Γ(1− α)
(ti − x0)−α +

y0

hΓ(2− α)
(ti − x0)1−α =

2y1

hΓ(2− α)
(ti − x0)1−α

+
1

Γ(2− α)h

i−1∑
k=1

(yk−1 − 2yk + yk+1)(ti − xk)1−α

Pour i = 1

B(1) = f(t1)− y0

Γ(1− α)
(t1 − x0)−α +

y0

hΓ(2− α)
(t1 − x0)1−α,

d’où

a1,1 =
2(t1 − x0)1−α

hΓ(2− α)
.

Pour i = 2

B(2) = f(t2)− y0(t2 − x0)−α

Γ(1− α)
+
y0(t2 − x0)1−α

hΓ(2− α)
+
y0(t2 − x1)1−α

hΓ(2− α)
,

alors

a2,1 =
2(t2 − x0)1−α

hΓ(2− α)
− 2(t2 − x1)1−α

hΓ(2− α)
.

a2,2 =
(t2 − x1)1−α

hΓ(2− α)
.

Pour i = 3

f(t3) =
y0(t3 − x0)−α

Γ(1− α)
+
−y0 + 2y1

hΓ(2− α)
(t3 − x0)1−α

+
1

hΓ(2− α)

[
(y0 − 2y1 + y2)(t3 − x1)1−α + (y1 − 2y2 + y3)(t3 − x2)1−α]

alors

B(3) = f(t3)− y0(t3 − x0)−α

Γ(1− α)
+
y0(t3 − x0)1−α

hΓ(2− α)
− y0(t3 − x1)1−α

hΓ(2− α)
,

d’où

a3,1 =
2(t3 − x0)1−α

hΓ(2− α)
− 2(t3 − x1)1−α

hΓ(2− α)
+

(t3 − x2)1−α

hΓ(2− α)

a3,2 =
(t3 − x1)1−α

hΓ(2− α)
− 2(t3 − x2)1−α

hΓ(2− α)

a3,3 =
(t3 − x2)1−α

hΓ(2− α)
.

Pour i = k

B(k) =
(tk − x0)1−α

hΓ(2− α)
y1 +

1

hΓ(2− α)

[
(y0 − 2y1 + y2)(tk − x1)1−α + (y1 − 2y2 + y3)(tk − x2)1−α

+ (y2 − 2y3 + y4)(tk − x3)1−α + ...+ (tk−2 − 2yk−1 + yk)(tk − xk−1)1−α] ,



alors

ak,1 =
2(tk − x0)1−α − 2(tk − x1)1−α + (tk − x2)1−α

hΓ(2− α)
, k = 4...n.

ak,2 =
(tk − x1)1−α − 2(tk − x2)1−α + (tk − x3)1−α

hΓ(2− α)
, k = 4...n.

ak,i =
(tk − xi−1)1−α − 2(tk − xi)1−α + (tk − xi+1)1−α

hΓ(2− α)
, i = 3...k − 2 et k = 4...n− 1.

ak,k−1 =
(tk − xk−2)1−α − 2(tk − xk−1)1−α

hΓ(2− α)
, k = 4...n.

ak,k =
(tk − xk−1)1−α

hΓ(2− α)
, k = 2...n.

D’où
GLDα

a yi ≈
n∑
k=0

ak,iyk.



Chapitre 4

Applications numériques

4.1 Pour la dérivée au sens de Caputo

On a :

CDαy(ti) ≈
−3y(x0) + 4y(x1)− y(x2)

2hΓ(2− α)
(ti − x0)1−α +

y(x0)− 2y(x1) + y(x2)

2hΓ(2− α)
(ti − x0)1−α

+
i−1∑
k=1

[
y(xk−1)− 2y(xk) + y(xk+1)

hΓ(2− α)
(ti − xk)1−α

]
.

(4.1)

Remarque 4.1.

On note y(xi) par yi. On peut écrire (4.1) sous la forme suivante :

CDαy(ti) =
n∑
k=0

ai,kyk, (4.2)

avec

ai,0 =
(ti − x1)1−α − (ti − x0)1−α

hΓ(2− α)
, i = 1..n

a1,1 =
(t1 − x0)1−α

hΓ(2− α)
, a2,1 =

(t2 − x0)1−α − 2(t2 − x1)1−α

hΓ(2− α)

ai,1 =
(ti − x0)1−α − 2(ti − x1)1−α + (ti − x2)1−α

hΓ(2− α)
, i = 3..n

a2,2 =
(t2 − x1)1−α

hΓ(2− α)
, a3,2 =

(t3 − x1)1−α − 2(t3 − x2)1−α

hΓ(2− α)
,

ai,2 =
(ti − x1)1−α − 2(ti − x2)1−α + (ti − x3)1−α

hΓ(2− α)
, i = 4..n

ak,k =
(tk − xk−1)1−α

hΓ(2− α)
, ak+1,k =

(tk+1 − xk−1)1−α − 2(tk+1 − xk)1−α

hΓ(2− α)
, k = 3..n− 3

ai,k =
(ti − xk−1)1−α − 2(ti − xk)1−α + (ti − xk+1)1−α

hΓ(2− α)
, k = 3..n− 3, i = k + 2..n

an−2,n−2 =
(tn−2 − xn−3)1−α

hΓ(2− α)
, an−1,n−1 =

(tn−1 − xn−2)1−α

hΓ(2− α)
, an,n =

(tn − xn−1)1−α

hΓ(2− α)

an−1,n−2 =
(tn−1 − xn−3)1−α − 2(tn−1 − xn−2)1−α

hΓ(2− α)
, an,n−1 =

−2(tn − xn−1)1−α + (tn − xn−2)1−α

hΓ(2− α)
,

an,n−2 =
(tn − xn−3)1−α − 2(tn − xn−2)1−α + (tn − xn−1)1−α

hΓ(2− α)

Exemple 4.1.

On considère l’équation différentielle fractionnaire suivante [11] : CDαy(t) =
Γ(4 + α)

6
t3 + t3+α − y(t),

y(0) = 0.
(4.3)

28



avec 0 < α < 1, 0 ≤ t ≤ T.
Sa solution exacte est : y(t) = t3+α.
On a

CDα
t yi =

n∑
k=0

ai,kyk =
Γ(4 + α)

6
t3i + t3+α

i − yi.

Pour i = 1 on a

CDα
t y1 =

n∑
k=0

a1,kyk = a1,0y0 + a1,1y1 + ...+ a1,nyn =
Γ(4 + α)

6
t31 + t3+α

1 − y1,

alors
(1 + a1,1)y1 + ...+ a1,nyn =

Γ(4 + α)

6
t31 + t3+α

1 − a0,1y0,

avec

a1,1 =
(t1 − x0)1−α

hΓ(2− α)
,

a1,k = 0 k = 2..n.

De même manière on trouve que :



1 + a1,1 0 0 ... 0
a2,1 1 + a2,2 0 ... 0
.
.
.

an,1 an,2 an,3 ... 1 + an,n





y1

y2

.

.

.
yn

 =



Γ(4 + α)

6
t31 + t3+α

1 − a1,0y0

Γ(4 + α)

6
t32 + t3+α

2 − a2,0y0

.

.

.
Γ(4 + α)

6
t3n + t3+α

n − an,0y0


.

Avec

ai,0 =
(ti − x1)1−α − (ti − x0)1−α

hΓ(2− α)
, i = 1..n

a1,1 =
(t1 − x0)1−α

hΓ(2− α)
, a2,1 =

(t2 − x0)1−α − 2(t2 − x1)1−α

hΓ(2− α)

ai,1 =
(ti − x0)1−α − 2(ti − x1)1−α + (ti − x2)1−α

hΓ(2− α)
, i = 3..n

a2,2 =
(t2 − x1)1−α

hΓ(2− α)
, a3,2 =

(t3 − x1)1−α − 2(t3 − x2)1−α

hΓ(2− α)
,

ai,2 =
(ti − x1)1−α − 2(ti − x2)1−α + (ti − x3)1−α

hΓ(2− α)
, i = 4..n

ak,k =
(tk − xk−1)1−α

hΓ(2− α)
, ak+1,k =

(tk+1 − xk−1)1−α − 2(tk+1 − xk)1−α

hΓ(2− α)
, k = 3..n− 3

ai,k =
(ti − xk−1)1−α − 2(ti − xk)1−α + (ti − xk+1)1−α

hΓ(2− α)
, k = 3..n− 3, i = k + 2..n

an−2,n−2 =
(tn−2 − xn−3)1−α

hΓ(2− α)
, an−1,n−1 =

(tn−1 − xn−2)1−α

hΓ(2− α)
, an,n =

(tn − xn−1)1−α

hΓ(2− α)

an−1,n−2 =
(tn−1 − xn−3)1−α − 2(tn−1 − xn−2)1−α

hΓ(2− α)
, an,n−1 =

−2(tn − xn−1)1−α + (tn − xn−2)1−α

hΓ(2− α)
,

an,n−2 =
(tn − xn−3)1−α − 2(tn − xn−2)1−α + (tn − xn−1)1−α

hΓ(2− α)
,

et

B(i) =
Γ(4 + α)

6
t3i + t3+α

i − y0
(ti − x1)1−α − (ti − x0)1−α

hΓ(2− α)
, i = 1..n



On va résoudre le système Ay = B avec des méthodes de résolutions. On calcule l’erreur suivante

erreur = sup
xi∈[0,1]

|y(xi)− yexacte(xi)|

où y est la solution calculé avec notre méthode et yexacte est la solution exacte.
Dans le tableau (4.1), on présente cette erreur en fonction de α et pour différent maillage(n différent) ;

nombre des n = 50 n = 100 n = 200 n = 500 n = 1000 n = 2000
points

erreur avec 9.161× 10−4 2.110× 10−4 4.782× 10−5 6.639× 10−6 1.483× 10−6 3.307× 10−7

α = 0.1

erreur avec 5.393× 10−3 1.094× 10−4 2.37× 10−5 4.803× 10−6 1.425× 10−6 4.208× 10−7

α = 0.2

erreur avec 5.804× 10−4 1.864× 10−4 5.936× 10−5 1.294× 10−5 4.063× 10−6 1.27× 10−6

α = 0.3

erreur avec 1.165× 10−3 3.969× 10−3 1.34× 10−4 3.164× 10−5 1.056× 10−5 3.5167× 10−6

α = 0.4

erreur avec 2.199× 10−3 7.964× 10−4 2.862× 10−4 7.346× 10−5 2.615× 10−5 9.293× 10−6

α = 0.5

erreur avec 3.976× 10−3 1.534× 10−3 5.88× 10−4 1.645× 10−4 6.262× 10−5 2.379× 10−5

α = 0.6

erreur avec 6.953× 10−3 2.861× 10−3 1.171× 10−3 3.581× 10−4 1.458× 10−4 5.931× 10−5

α = 0.7

erreur avec 1.181× 10−2 5.190× 10−3 2.271× 10−3 7.593× 10−4 3.31× 10−4 1.442× 10−4

α = 0.8

erreur avec 1.958× 10−2 9.181× 10−3 4.294× 10−3 1.57× 10−3 7.332× 10−4 3.422× 10−4

α = 0.9

Table 4.1 – L’erreur entre la solution calculé et la solution exacte pour la dérivée de Caputo

On remarque que l’erreur approche vers zero pour les differents α quand on raffine notre maillage.



Dans la figure (4.1), on a tracé notre solution y et la solution exacte pour different α et pour
n = 2000

Figure 4.1 – la fonction y et la solution exacte pour la dérivée de Caputo tq α ∈ [0, 1[ et n = 2000



4.2 Pour la dérivée au sens de Riemann-Liouville

On a :

RLDαy(t) ≈ −3y(x0) + 4y(x1)− y(x2)

2hΓ(2− α)
(t− x0)1−α +

y(x0)− 2y(x1) + y(x2)

2hΓ(2− α)
(t− x0)1−α

+

n−1∑
k=1

[
y(xk−1)− 2y(xk) + y(xk+1)

hΓ(2− α)
(t− xk)1−α

]
+
y(xn−2)− 2y(xn−1) + y(xn)

2hΓ(2− α)
(t− xn)1−α

+
m−1∑
k=0

y(k)(x0)(t− x0)k−a

Γ(k − α+ 1)
.

(4.4)

Remarque 4.2.

On note y(xi) par yi. On peut écrire (4.4) sous la forme suivante :

RLDαy(t) =

n∑
k=0

ai,kyk +

m−1∑
k=0

y(k)(x0)(t− x0)k−a

Γ(k − α+ 1)
= f(ti), (4.5)

avec

ai,0 =
(ti − x1)1−α − (ti − x0)1−α

hΓ(2− α)
, i = 1..n

a1,1 =
(t1 − x0)1−α

hΓ(2− α)
, a2,1 =

(t2 − x0)1−α − 2(t2 − x1)1−α

hΓ(2− α)

ai,1 =
(ti − x0)1−α − 2(ti − x1)1−α + (ti − x2)1−α

hΓ(2− α)
, i = 3..n

a2,2 =
(t2 − x1)1−α

hΓ(2− α)
, a3,2 =

(t3 − x1)1−α − 2(t3 − x2)1−α

hΓ(2− α)
,

ai,2 =
(ti − x1)1−α − 2(ti − x2)1−α + (ti − x3)1−α

hΓ(2− α)
, i = 4..n

ak,k =
(tk − xk−1)1−α

hΓ(2− α)
, ak+1,k =

(tk+1 − xk−1)1−α − 2(tk+1 − xk)1−α

hΓ(2− α)
, k = 3..n− 3

ai,k =
(ti − xk−1)1−α − 2(ti − xk)1−α + (ti − xk+1)1−α

hΓ(2− α)
, k = 3..n− 3, i = k + 2..n

an−2,n−2 =
(tn−2 − xn−3)1−α

hΓ(2− α)
, an−1,n−1 =

(tn−1 − xn−2)1−α

hΓ(2− α)
, an,n =

(tn − xn−1)1−α

hΓ(2− α)

an−1,n−2 =
(tn−1 − xn−3)1−α − 2(tn−1 − xn−2)1−α

hΓ(2− α)
, an,n−1 =

−2(tn − xn−1)1−α + (tn − xn−2)1−α

hΓ(2− α)
,

an,n−2 =
(tn − xn−3)1−α − 2(tn − xn−2)1−α + (tn − xn−1)1−α

hΓ(2− α)

Exemple 4.2.

On considère l’équation différentielle fractionnaire suivante [6] :{
RLD

3
2 y(t) = f(t)− y(t),

y(0) = y′(0) = 0
(4.6)

avec 0 < t < 1.

ou f(t) = t
5
2 +

5, 8905√
π

.

La solution exacte est : y(t) = t
5
2 .



On a

RLDαy(ti) ≈
−3y(x0) + 4y(x1)− y(x2)

2hΓ(2− α)
(ti − x0)1−α +

y(x0)− 2y(x1) + y(x2)

2hΓ(2− α)
(ti − x0)1−α

+
n−1∑
k=1

[
y(xk−1)− 2y(xk) + y(xk+1)

hΓ(2− α)
(ti − xk)1−α

]
+
y(xn−2)− 2y(xn−1) + y(xn)

2hΓ(2− α)
(ti − xn)1−α

+

m−1∑
k=0

y(k)(x0)(ti − x0)k−a

Γ(k − α+ 1)

≈ t
5
2
i +

5, 8905√
π

.

Puisque x0 = 0 donc
m−1∑
k=0

y(k)(x0)(ti − x0)k−a

Γ(k − α+ 1)
= 0.

Donc
RLDαy(ti) ≈C Dαy(ti) ≈ f(ti).

Alors on trouve



1 + a1,1 0 0 ... 0
a2,1 1 + a2,2 0 ... 0
.
.
.

an,1 an,2 an,3 ... 1 + an,n





y1

y2

.

.

.
yn

 =



t
5
2
1 +

5, 8905√
π

t
5
2
2 +

5, 8905√
π

.

.

.

t
5
2
n +

5, 8905√
π


.

avec

ai,0 =
(ti − x1)1−α − (ti − x0)1−α

hΓ(2− α)
, i = 1..n

a1,1 =
(t1 − x0)1−α

hΓ(2− α)
, a2,1 =

(t2 − x0)1−α − 2(t2 − x1)1−α

hΓ(2− α)

ai,1 =
(ti − x0)1−α − 2(ti − x1)1−α + (ti − x2)1−α

hΓ(2− α)
, i = 3..n

a2,2 =
(t2 − x1)1−α

hΓ(2− α)
, a3,2 =

(t3 − x1)1−α − 2(t3 − x2)1−α

hΓ(2− α)
,

ai,2 =
(ti − x1)1−α − 2(ti − x2)1−α + (ti − x3)1−α

hΓ(2− α)
, i = 4..n

ak,k =
(tk − xk−1)1−α

hΓ(2− α)
, ak+1,k =

(tk+1 − xk−1)1−α − 2(tk+1 − xk)1−α

hΓ(2− α)
, k = 3..n− 3

ai,k =
(ti − xk−1)1−α − 2(ti − xk)1−α + (ti − xk+1)1−α

hΓ(2− α)
, k = 3..n− 3, i = k + 2..n

an−2,n−2 =
(tn−2 − xn−3)1−α

hΓ(2− α)
, an−1,n−1 =

(tn−1 − xn−2)1−α

hΓ(2− α)
, an,n =

(tn − xn−1)1−α

hΓ(2− α)

an−1,n−2 =
(tn−1 − xn−3)1−α − 2(tn−1 − xn−2)1−α

hΓ(2− α)
, an,n−1 =

−2(tn − xn−1)1−α + (tn − xn−2)1−α

hΓ(2− α)
,

an,n−2 =
(tn − xn−3)1−α − 2(tn − xn−2)1−α + (tn − xn−1)1−α

hΓ(2− α)
.

Et

B(i) = t
5
2
i +

5, 8905√
π
− y0

(ti − x1)1−α − (ti − x0)1−α

hΓ(2− α)
, i = 1..n

On va résoudre le système Ay = B avec des méthodes de résolutions.



On calcule l’erreur suivante

erreur = sup
xi∈[0,1]

|y(xi)− yexacte(xi)|

où y est la solution calculé avec la méthode de différences finies et yexacte est la solution exacte.
Dans le tableau (4.2), on présente cette erreur en fonction de α et pour différent maillage(n différent) ;

nombres n = 500 n = 1000 n = 2000 n = 5000 n = 10000 n = 20000
des points

erreur 5.376× 10−2 3.759× 10−2 2.636× 10−2 1.655× 10−2 1.165× 10−2 8.2230× 10−3

Table 4.2 – L’erreur entre la solution calculé et la solution exacte pour la dérivée de Riemann-Liouville

On remarque que l’erreur approche vers zero pour α = 3
2 quand on raffine notre maillage.

Dans la figure (4.2), on a tracé notre solution y et la solution exacte pour différent n.

Figure 4.2 – la fonction y et la solution exacte pour la dérivée de Riemann-Liouville



4.3 Pour la dérivée au sens de Caputo-Hadamard

On a :
CHDα

a+yk =CH Dα
a yk =

1

hΓ(2− α)

k∑
i=1

bi,k(yi − yi−1) = f(tk), (4.7)

tq

bi,k = ti

((
log

tk
ti−1

)1−α
−
(

log
tk
ti

)1−α
)
.

La formule (4.7) est équivalente à la suivante :

bk,k
hΓ(2− α)

yk +
bk−1,k − bk,k
hΓ(2− α)

yk−1 + · · ·+
b1,k − b2,k
hΓ(2− α)

y1 −
b1,k

hΓ(2− α)
y0 = f(tk).

Si k = 1 on a :
CHDα

a y1 = f(t1),

(i.e)
1

hΓ(2− α)
(b1,1(y1 − y0)) = f(t1),

avec

b1,1 = t1

((
log

t1
t0

)1−α
−
(

log
t1
t1

)1−α
)
,

= t1

(
log

a+ h

a

)1−α
car ti = a+ ih.

Si k = 2 on a :
CHDα

a y2 = f(t2),

(i.e)
b1,2(y1 − y0) + b2,2(y2 − y1) = hΓ(2− α)f(t2),

avec

b1,2 = t1

((
log

t2
t0

)1−α
−
(

log
t2
t1

)1−α
)
,

= t1

(
log

(
a+ 2h

a

)1−α
− log

(
a+ 2h

a+ h

)1−α
)
.

et

b2,2 = t2

((
log

t2
t1

)1−α
−
(

log
t2
t2

)1−α
)
,

= t2

(
log

a+ 2h

a+ h

)
.

Donc

yk = yk−1 +
hΓ(2− α)f(tn)− b1,k(y1 − y0)− b2,k(y2 − y1)− · · · − bk−1,k(yk−1 − yk−2)

bk,k



Exemple 4.3.

On prend comme exemple l’equation ci-dessous qui a la solution exacte
y(t) = log

t

3
pour t ∈ [1, 2] avec 0 < α ≤ 1[4]

CHDα
1+y(t) =

1

Γ(2− α)
(log t)1−α.

Alors
CHDα

1+yk =
1

hΓ(2− α)

k∑
i=1

bi,k(yi − yi−1) =
1

Γ(2− α)
(log tk)

1−α. (4.8)

Pour k = 1 on a
1

hΓ(2− α)
b1,1(y1 − y0) =

1

Γ(2− α)
(log t1)1−α,

donc

y1 =
h (log t1)1−α

b1,1
+ y0,

avec

b1,1 = t1

(
log

t1
t0

)1−α
= t1 (log(1 + h))1−α (car ti = a+ ih).

Pour k = 2 on a

1

hΓ(2− α)
(b1,2(y1 − y0) + b2,2(y2 − y1)) =

1

Γ(2− α)
(log t2)1−α,

alors

y2 =
h(log t2)1−α − b1,2(y1 − y0)

b2,2
+ y1,

avec

b1,2 = t1

((
log

t2
t0

)1−α
−
(

log
t2
t1

)1−α
)

= t1

(
log (1 + 2h)1−α − log

(
1 + 2h

1 + h

)1−α
)

et

b2,2 = t2

(
log

t2
t1

)1−α
= t2

(
log

(
a+ 2h

a+ h

))1−α
.

D’après (4.8) on trouve

yn =
h(log tn)1−α − b1,k(y1 − y0)− b2,k(y2 − y1)− · · · − bn−1,k(yn−1 − yn−2)

bn
+ yn−1,

avec

bi = ti

((
log

tn
ti−1

)1−α
−
(

log
tn
ti

)1−α
)
.

On calcule l’erreur suivante

erreur = sup
xi∈[0,1]

|y(xi)− yexacte(xi)|

où y est la solution calculé avec notre méthode et yexacte est la solution exacte.



Dans le tableau (4.3), on présente cette erreur en fonction de α et pour différent maillage(n diffé-
rent) ;

α ∈ [0, 1[

nombre n = 50 n = 100 n = 200 n = 500 n = 1000 n = 2000
des points

erreur 5.076× 10−3 2.518× 10−3 1.254× 10−3 5× 10−4 2.501× 10−3 1.250× 10−4

Table 4.3 – L’erreur entre la solution calculé et la solution exacte pour la dérivée de Caputo-Hadamard

On remarque que l’erreur approche vers zero pour les differents α quand on raffine notre maillage.
Dans la figure (4.3), on a tracé notre solution y et la solution exacte pour different α et pour n = 2000

Figure 4.3 – la fonction y et la solution exacte pour la dérivée de Caputo-Hadamard tqα ∈ [0, 1[ et
n = 2000



4.4 Pour la dérivée au sens de Caputo-Katugampola

CDα,ρ
a+
yk =

h1−αρα−1

Γ(2− α)

k−1∑
j=0

bα,ρj,k (yj+1 − yj) = f(tk). (4.9)

La formule (4.9) est égale à :

h1−αρα−1

Γ(2− α)

[
bα,ρ0,k (y1 − y0) + bα,ρ1,k (y2 − y1) + · · ·+ bα,ρk−2,k(yk−1 − yk−2) + bα,ρk−1,k(yk − yk−1)

]
= f(tk).

avec

bα,ρj,k =
t
(1−ρ)
j

tj+1 − tj
(
(k − j)1−α − (k − j − 1)1−α) , k = 1, ..., n, j = 0, ..., k.

Si k=1 on a :
CDα,ρ

a+
y1 =

h1−αρα−1

Γ(2− α)
b0,1(y1 − y0) = f(t1),

alors
y1 =

Γ(2− α)f(t1)

h1−αρ1−αbα,ρ0,1

+ y0,

avec

bα,ρ0,1 =
t
(1−ρ)
0

t1 − t0
(
k1−α − (k − 1)1−α) .

Si k=2 on a
CDα,ρ

a+
y2 =

h1−αρα−1

Γ(2− α)

(
bα,ρ0,2 (y1 − y0) + bα,ρ1,2 (y2 − y1)

)
= f(t2),

alors
bα,ρ0,2 (y1 − y0) + bα,ρ1,2 (y2 − y1) =

Γ(2− α)

h1−αρα−1
f(t2),

d’où

y2 =
Γ(2− α)f(t2)

h1−αρα−1bα,ρ1,2

−
bα,ρ0,2

bα,ρ1,2

(y1 − y0) + y1.

avec

bα,ρ0,2 =
t
(1−ρ)
0

t1 − t0
(
k1−α − (k − 1)1−α) ,

et

bα,ρ1,2 =
t
(1−ρ)
1

t2 − t1
(
(k − 1)1−α − (k − 2)1−α) .

Donc

yk =
Γ(2− α)f(tk+1)

h1−αρα−1bα,ρk−1,k

−
bα,ρ0,k (y1 − y0) + bα,ρ1,k (y2 − y1) + · · ·+ bα,ρk−2,k(yk−1 − yk−2)

bα,ρk−1,k

+ yk−1.

Exemple 4.4.

On considère la fonction y(t) = tρ sur l’intervalle [1, 2], 0 < α ≤ 1 on a l’équation suivante [4] :

CDα,ρ
1+
y(t) =

ρα

Γ(2− α)
(tρ − 1)1−α.

Alors

CDα,ρ
1+
y(tk) =C Dα,ρ

a+
yn+1 =

h1−αρα−1

Γ(2− α)

k−1∑
j=0

bα,ρj,k (yj+1 − yj) =
ρα

Γ(2− α)
(tρk − 1)1−α.



Pour k=1 on a
h1−αρα−1

Γ(2− α)

[
bα,ρ0,1 (y1 − y0)

]
=

ρα

Γ(2− α)
(tρ1 − 1)1−α,

alors

y1 =
ρ(tρ1 − 1)1−α

h1−αbα,ρ0,1

+ y0.

Pour k=2 on a
h1−αρα−1

Γ(2− α)

[
bα,ρ0,2 (y1 − y0) + bα,ρ1,2 (y2 − y1)

]
=

ρα

Γ(2− α)
(tρ2 − 1)1−α,

donc

y2 =
ρ(tρ2 − 1)1−α

h1−αbα,ρ1,2

−
bα,ρ0,2

bα,ρ1,2

(y1 − y0) + y1

Alors

h1−αρα−1

Γ(2− α)
[bα,ρ0,k (y1−y0)+ bα,ρ1,k (y2−y1)+ · · ·+ bα,ρk−2,k(yk−1−yk−2)+ bα,ρk−1,k(yk−yk−1)] =

ρα(tαk − 1)1−α

Γ(2− α)
,

d’où

yn =
ρ(tρn − 1)1−α

h1−αbα,ρn−1,n

−
bα,ρ0,n(y1 − y0) + bα,ρ1,n(y2 − y1) + · · ·+ bα,ρn−2,n(yn−1 − yn−2)

bα,ρn−1,n

+ yn−1,

avec

bα,ρj,k =
t
(1−ρ)
j

tj+1 − tj
(
(k − j)1−α − (k − j − 1)1−α) , k = 1, ..., n, j = 0, ..., k.

On calcule l’erreur suivante

erreur = sup
xi∈[0,1]

|y(xi)− yexacte(xi)|

où y est la solution calculé avec notre méthode et yexacte est la solution exacte.
Dans le tableau (4.4), on présente cette erreur en fonction de α et pour différent maillage(n différent)
et différent ρ ;

ρ = 0.3 ρ = 0.8

nombre des n = 500 n = 1000 n = 2000 n = 500 n = 1000 n = 2000
points

erreur avec 1.121× 10−4 5.608× 10−5 2.804× 10−5 1.027× 10−4 5.137× 10−5 2.568× 10−5

α = 0.1

erreur avec 1.121× 10−4 5.608× 10−5 2.804× 10−5 1.027× 10−4 5.137× 10−5 2.568× 10−5

α = 0.2

erreur avec 1.121× 10−4 5.608× 10−5 2.804× 10−5 1.027× 10−4 5.137× 10−5 2.568× 10−5

α = 0.3

erreur avec 1.121× 10−4 5.608× 10−5 2.804× 10−4 1.027× 10−4 5.137× 10−5 2.568× 10−5

α = 0.4

erreur avec 1.121× 10−4 5.608× 10−5 2.804× 10−5 1.027× 10−4 5.137× 10−5 2.568× 10−5

α = 0.5



ρ = 1.4 ρ = 1.6

nombre des n = 500 n = 1000 n = 2000 n = 500 n = 1000 n = 2000
points

erreur avec 4.544× 10−4 2.272× 10−4 1.136× 10−4 8.449× 10−4 4.224× 10−4 2.112× 10−4

α = 0.5

erreur avec 4.544× 10−4 2.272× 10−4 1.136× 10−4 8.449× 10−4 4.224× 10−4 2.112× 10−4

α = 0.6

erreur avec 4.544× 10−4 2.272× 10−4 1.136× 10−4 8.449× 10−4 4.224× 10−4 2.112× 10−4

α = 0.7

erreur avec 4.544× 10−4 2.272× 10−4 1.136× 10−4 8.449× 10−4 4.224× 10−4 2.112× 10−4

α = 0.8

erreur avec 4.544× 10−4 2.272× 10−4 1.136× 10−4 8.449× 10−4 4.224× 10−4 2.112× 10−4

α = 0.9

Table 4.4 – L’erreur entre la solution calculé et la solution exacte pour la dérivée de
Caputo-Katugampola

On remarque que l’erreur approche vers zero pour les differents α quand on raffine notre maillage.



Dans la figure (4.4), on a tracé notre solution y et la solution exacte pour different α, different ρ
et pour n = 2000

Figure 4.4 – la fonction y et la solution exacte pour la dérivée de Caputo-Katugampola tq α ∈ [0, 1[
et n = 2000



4.5 Pour la dérivée au sens de Grünwald-Letnikov

Exemple 4.5.

On considère l’équation différentielle fractionnaire suivante [11] : GLDαy(t) =
Γ(4 + α)

6
t3 + t3+α − y(t),

y(0) = 0.
(4.10)

avec 0 < α < 1, 0 ≤ t ≤ T.
Sa solution exacte est : y(t) = t3+α.
On a

GLDα
a yi =

y(x0)(ti − x0)−α

Γ(1− α)
+ CDα

a y(ti)

=
y(x0)(ti − x0)−α

Γ(1− α)
+

n∑
k=0

ai,kyk =
Γ(4 + α)

6
t3i + t3+α

i − yi.

Pour i = 1 on a

GLDα
a y1 =

y(x0)(t1 − x0)−α

Γ(1− α)
+

n∑
k=0

a1,kyk

=
y(x0)(t1 − x0)−α

Γ(1− α)
+ a1,0y0 + a1,1y1 + ...+ a1,nyn =

Γ(4 + α)

6
t31 + t3+α

1 − y1,

alors
(1 + a1,1)y1 + ...+ a1,nyn =

Γ(4 + α)

6
t31 + t3+α

1 −
(

(t− x0)−α

Γ(1− α)
+ a0,1

)
y0,

donc
(1 + a1,1)y1 + ...+ a1,nyn =

Γ(4 + α)

6
t31 + t3+α

1 , car y0 = 0,

avec

a1,1 =
(t1 − x0)1−α

hΓ(2− α)
, a1,k = 0 pour k = 2..n.

Pour i = 2 on a

GLDα
a y2 =

n∑
k=0

a2,kyk = a2,0y0 + a2,1y1 + a2,2y2 + ...+ a2,nyn =
Γ(4 + α)

6
t32 + t3+α

2 − y2,

alors
a2,0y0 + a2,1y1 + (1 + a2,2)y2 + ...+ a2,nyn =

Γ(4 + α)

6
t32 + t3+α

2 ,

avec

a2,1 =
(t2 − x0)1−α − 2(t2 − x1)1−α

hΓ(2− α)
, a2,2 =

(t2 − x1)1−α

hΓ(2− α)

a2,k = 0 pour k = 3..n.

De même manière on trouve que :



1 + a1,1 0 0 ... 0
a2,1 1 + a2,2 0 ... 0
.
.
.

an,1 an,2 an,3 ... 1 + an,n





y1

y2

.

.

.
yn

 =



Γ(4 + α)

6
t31 + t3+α

1

Γ(4 + α)

6
t32 + t3+α

2

.

.

.
Γ(4 + α)

6
t3n + t3+α

n


.



avec

ai,0 =
(ti − x1)1−α − (ti − x0)1−α

hΓ(2− α)
, i = 1..n

a1,1 =
(t1 − x0)1−α

hΓ(2− α)
, a2,1 =

(t2 − x0)1−α − 2(t2 − x1)1−α

hΓ(2− α)

ai,1 =
(ti − x0)1−α − 2(ti − x1)1−α + (ti − x2)1−α

hΓ(2− α)
, i = 3..n

a2,2 =
(t2 − x1)1−α

hΓ(2− α)
, a3,2 =

(t3 − x1)1−α − 2(t3 − x2)1−α

hΓ(2− α)
,

ai,2 =
(ti − x1)1−α − 2(ti − x2)1−α + (ti − x3)1−α

hΓ(2− α)
, i = 4..n

ak,k =
(tk − xk−1)1−α

hΓ(2− α)
, ak+1,k =

(tk+1 − xk−1)1−α − 2(tk+1 − xk)1−α

hΓ(2− α)
, k = 3..n− 3

ai,k =
(ti − xk−1)1−α − 2(ti − xk)1−α + (ti − xk+1)1−α

hΓ(2− α)
, k = 3..n− 3, i = k + 2..n

an−2,n−2 =
(tn−2 − xn−3)1−α

hΓ(2− α)
, an−1,n−1 =

(tn−1 − xn−2)1−α

hΓ(2− α)
, an,n =

(tn − xn−1)1−α

hΓ(2− α)

an−1,n−2 =
(tn−1 − xn−3)1−α − 2(tn−1 − xn−2)1−α

hΓ(2− α)
, an,n−1 =

−2(tn − xn−1)1−α + (tn − xn−2)1−α

hΓ(2− α)
,

an,n−2 =
(tn − xn−3)1−α − 2(tn − xn−2)1−α + (tn − xn−1)1−α

hΓ(2− α)
,

B(i) =
Γ(4 + α)

6
t3i + t3+α

i , i = 1..n

On va résoudre le système Ay = B avec des méthodes de résolutions. On calcule l’erreur suivante

erreur = sup
xi∈[0,1]

|y(xi)− yexacte(xi)|

où y est la solution calculé avec notre méthode et yexacte est la solution exacte.
Dans le tableau (4.5), on présente cette erreur en fonction de α et pour différent maillage(n différent) ;



nombre des n = 50 n = 100 n = 200 n = 500 n = 1000 n = 2000
points

erreur avec 8.636× 10−5 2.515× 10−5 7.241× 10−5 1.376× 10−6 3.888× 10−7 1.091× 10−7

α = 0.1

erreur avec 2.567× 10−4 7.843× 10−5 2.368× 10−5 4.802× 10−6 1.425× 10−6 4.208× 10−7

α = 0.2

erreur avec 5.781× 10−4 1.864× 10−4 5.936× 10−5 1.294× 10−5 4.063× 10−6 1.27× 10−6

α = 0.3

erreur avec 1.163× 10−3 3.969× 10−3 1.34× 10−4 3.164× 10−5 1.056× 10−5 3.516× 10−6

α = 0.4

erreur avec 2.197× 10−3 7.964× 10−4 2.862× 10−4 7.346× 10−5 2.615× 10−5 9.293× 10−6

α = 0.5

erreur avec 3.974× 10−3 1.534× 10−3 5.88× 10−4 1.645× 10−4 6.262× 10−5 2.379× 10−5

α = 0.6

erreur avec 6.951× 10−3 2.861× 10−3 1.171× 10−3 3.581× 10−4 1.458× 10−4 5.931× 10−5

α = 0.7

erreur avec 1.181× 10−2 5.190× 10−3 2.271× 10−3 7.593× 10−4 3.31× 10−4 1.442× 10−4

α = 0.8

erreur avec 1.958× 10−2 9.181× 10−3 4.294× 10−3 1.57× 10−3 7.332× 10−4 3.422× 10−4

α = 0.9

Table 4.5 – L’erreur entre la solution calculé et la solution exacte pour la dérivée de Grünwald-Letnikov

On remarque que l’erreur approche vers zero pour les differents α quand on raffine notre maillage.
Dans la figure (4.5), on a tracé notre solution y et la solution exacte pour different α et pour n = 2000



Figure 4.5 – la fonction y et la solution exacte pour la dérivée de Grünwald-Letnikov tq α ∈ [0, 1[ et
n = 2000



Conclusion

Dans ce mémoire nous avons présenté les approximations des dérivées frac-
tionnaires par la méthode des différences finis. Les étapes de notre recherche ont
été les suivantes : D’abord, nous avons désigné les fonctions et les définitions
principales dans notre mémoire. D’une autre part, nous avons identifié quelques
dérivées et intégrales fractionnaires. En suite, nous sommes entrées dans le cœur
de notre thème en définissant le principe de la méthode des différences finis et
nous avons donnée les approximations des dérivées fractionnaires mentionnées au
chapitre deux par cette méthode. Finalement, nous avons soutenu nos recherches
avec des exemples résolus, tout cela pour montrer que la méthode des différences
finis est l’une des nombreuses méthodes numériques qui permettent de calculer la
solution approchée d’une équation différentielle fractionnaire et on a remarqué la
convergence de la méthodes pour les différents dérivées fractionnaires.
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