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Introduction

Aujourd’hui, les équations différentielles d’ordre non entier attirent ’attention de nombreux cher-
cheurs en raison d’un large éventail d’application dans plusieurs domaines de la science telle que la
physique, la biologie, I'ingénierie et la finance.

Généralement, on ne peut pas trouver la solution exacte de ces équations et on doit donc utiliser des
méthodes numériques.

Plusieurs méthodes numériques ont été développées comme la méthode des différences finie fraction-
naires.

Dans ce mémoire, nous présentons cette méthode pour trouver la solution approchée les dérivées frac-
tionnaires.

Ce mémoire est composé a 4 chapitres.
Nous rassemblons dans le chapitre 1 les définitions utilisés dans la suite de travail.
Au chapitre 2 on défini les intégrales et les dérivées fractionnaires et ses propriétés.
Le chapitre 3 est consacré a la méthode de différences finis.
Enfin, on applique dans le dernier chapitre la méthode de différences finis sur les dérivées choisit dans
le deuxiéme chapitre pour approximer les dérivées fractionnaires et une conclusion a la fin .



Chapitre 1
Préliminaire

1.1 Fonctions basiques en calcul fractionnaire

1.1.1 La fonction gamma

La fonction gamma est une fonction complexe qui prolonge la fonction factorielle sur
I’ensemble des nombres complexes [5]. L’introduction de la fonction gamma dans l’analyse était due a
Euler en 1729 sur la base des découvertes faites par des mathématiciens (Wallis, Stirling, Goldbach et
Daniel Bernoulli) dans leurs études présidents [3].

Définition 1.1. [

Va € C tq Re(z) > 0, la fonction gamma (notée par I') est définie par :

+oo
I'(z) = / t*Le~tar.
0

Propriétés 1.1. [5/
1. La propriété la plus importante de la fonction I' est la relation de récurrence suivante :

Nz +1) = 2I'(z),

+oo +oo
car N(z+1) = / te tdt = [—e 7| + :n/ t* te~tdt = 2T (z).
0 0
2.¥nelNona:I'(n+1)=nl
1
3. (1) = 1,T'(04) = 400 et F(i) = /.

4. T est une fonction monotone et strictement décroissante pour z €]0, 1].

1.1.2 La fonction béta

La fonction béta est I'une des fonctions utilisées dans le domaine de calcul fractionnaire. Elle était
développée par le mathématicien suisse Leonhard Euler en 1772 [2].

Définition 1.2. [/|/

Vp,q € € tq Re(p)>0 et Re(q)>0, la fonction béta (notée par ) est définie par :

S0 = | L1,

Remarque 1.1.
Les deux fonctions précédentes sont liées par la relation suivante [4] :

L'(p)I'(q)

B(p,q) = Totq)



Démonstration 1.1. [§/

On a:

+o00 +o0o
L(p)L'(q) = /0 /D e " VaP~lyi~ Ydady,

on fait le changement de variable z +y = r, on pose x = wr, donc : 0 <7 < 400 et 0 < w < 400,
dr=dx+dy, dx=wdr+rdw, dy=dr-wdr+rdw=(1-w)dr+rdw donc dxdy=rdwdr il s’en suit :

1 00
I'(p)L'(q) = /0 wpfl(l - w)qfldw /O+ e TPty = B(p,q)I'(p + q).

L'(p)I'(q)

Dot : B(p, q) = Trtaq)

Propriétés 1.2.

V(z,y) € €% tqg Re(z) >0 et Re(y) > 0, on a les propriétés suivantes :

1. La symétrie : la fonction 8 est symétrique i.e S(p,q) = B(q,p), on peut la démontrer avec le
changement de variable u =1 — .

2. Il y a une autre formule de la fonction g : f(p,q) = /2 sin??71(6) cos®~1(6)d.
0

3. B(pq+1) = %ﬂ(p+ 1,q).

LAt )= e e s i N

1.1.3 La fonction de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler est une généralisation de la fonction exponentielle et se décline en deux
types : la fonction de Mittag-Leffler & un paramétre a été formulée en 1903 par le mathématicien Leffler
et la fonction de Mittag-Leffler & deux paramétres a été formulée en 1953 par le méme mathématicien.
Toutes les informations de cette section sont tirées de [2].

Définition 1.3.

La fonction de Mittag-Leffler & un seul paramétre :
La fonction de Mittag-LefHler était définie pour la premiére fois par le développement en série suivant :

+00 k
X
Ea(x) = kE: m Ya > 0, Vx € C.

Théoréme 1.1.
La fonction de Mittag-Leffler E,(z) est convergente pour tout = € C.
Définition 1.4.

La fonction de Mittag-Leffler & deux paramétres :
La fonction de Mittag-LefHler & deux variables a été introduite par Agarwal et elle est définie comme
suite :

+0o0 k

X
E.p = - b .
ab ’;:0 T ak ) Va,b >0, Vx € C

Propriétés 1.3.

La fonction de Mittag-Leffler & deux paramétres a de nombreuses propriétés importantes, parmi
les quelles nous mentionnons les suivantes :



T T
1. Biq(z) = Z = ="
Pt N'(k+1) — k
400 xk
2 Ea,l(x) = a(T)
kZ:O I'(ak +1)
b—2
. x
3. Eip(x) = o (e* — 1)
k=0
1
4. Ea7b(l') = @ —|— l'Ea,a—&-b(l')'

Théoréme 1.2. [7, [10/
1. Vx € € tq |x| < 1, la fonction de Mittag-Leffler est définie par :

1
x—1

—+oc0o
/ e T B,y (te)dt =
0

2. Vx € C, la fonction de Mittag-Leffler est convergente.

3. La dérivée entiére de la fonction de Mittag-Leffler est donnée par :
dn
dzn

4. L’intégrale de la fonction de Mittag-Leffler est donnée par la relation suivante :

[mb_lEavb(x“)} = xb_”_lEaJ,_n(ma’), b—n>0.

/ B,y (0tY)dt = 2 Eqp i1 (02%).
0

1.2 L’espace X?(1)

Définition 1.5.

On désigne par XZ(Q2) (c € R, 1 < p < o00) l'espace des fonctions Lebesgue mesurables définie sur
Q tel que :

/ LR (t) [P dt < oo,
Q
alors .
| F = ( [resar dt)” (1< p< o),
Q

et
| f | xz=esssup (z° | f(z) |),p = +o0.
e
1.3 L’espace L?

Définition 1.6.

Soient 2 C IR", €2 un ensemble mesurable, f une fonction mesurable sur €2 a valeurs réelles ou
complexe et 1 < p < co. On dit que f € LP(Q) si :

Pour 1 <p<oo:
</|f|pdx><oo,
Q

1
|f||p=</ﬂlf|pdx>p-

sup | f(x) |< e
e

et

Pour p =00 : Il existe ¢ > 0 tq :



1.4 L’espace C™

Définition 1.7.

Soit f une fonction définie sur I C IR. f est de classe C™ si seulement si f est m fois dérivables
sur I et f(™) est continue.

1.5 Fonction absolument continue

Définition 1.8.

Une fonction f : [a,b] — IR est dite absolument continue si : Ye > 0, 3§ > 0 tel que pour toute
famille finie d’intervalles deux a deux disjoints |ag, bx[C €, k = 1..n contenus dans [a, b] alors

n n
Yol —ap|<d =D | fbr) — flax) [<e
k=1 k=1
L’espace des fonctions absolument continues noté par AC(£2).

1.6 La méthode du trapéze [1I]

Cette méthode est basée sur 'interpolation de chaque sous-intervalle [z, zx—1] par un polynéme
de degré 1. Sur chaque [zg,xr—1], la fonction f est continue et dérivable sur [a,b] elle est substituée
par la droite joignant les points (zg, f(zk)) et (g+1, f(xg+1)). La méthode du trapéze est donnée par :

JECEE

1.7 Théoréme de Fubini

n—1
fla)+ f(b) + 2Zf<xl-)] :
=1

Théoréme 1.1.

Soit f une fonction continue sur [a,b] X [c,d] a valeurs dans C, alors

/ab (/Cdf(:c,y)dy> dz = /cd </abf(:v,y)dx> day.



Chapitre 2

Dérivées et intégrales fractionnaires

Les intégrales sont l'inverse des dérivées et peuvent étre considérées comme des dérivées d’ordre
(-1). Le début de dérivées fractionnaires remonte & diverses correspondances entre Gottfried Leibniz,
Guillaume de I'hépital et Johann Bernoulli a la fin du dix-septiéme siécle pour généraliser les dérivées
entiéres.

2.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.1.

Soit f : [a,b]— IR une fonction continue, ou b pouvant étre fini ou infini. On sait qu’'une primitive
de f s’annule en a est donnée comme suite [2]. :

t
ILf(t) = / f(r)dr.

IDf(t) = /at (/a f(t)dt) ds,

d’aprés le théoréme de Fubini, on peut écrire

La primitive seconde est :

12(t) = / (t — ) f(r)dr.

De méme, on a :
210 = [ (21) =5 [ 6=

Donc par récurrence, on obtient

APYRSNE S L (G U S SR A )
laft) = (nl)!/a (RS F(n)/a (e

Définition 2.2. (Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville [2])

12 f(t) =R Do f(1) = F(la) [ @=n s (2.1)
Remarque 2.1.

La formule (2.1 est une généralisation de la n-iéme primitive avec un ordre de primitive o non
entier.

10



Exemple 1.

Fonction constante
Si la fonction f(t) = ¢ € IR est une constante, alors par la relation (2.1]), U'intégrale fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville de f est donnée par :

C

T :RL D % =
a® @ T Tlatl)

(t — a)°.

2.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
Définition 2.3. [2/

Soit f € LYa,+ool,a € Ret a € IR% ,n € N, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre
«a de f de borne inférieure « est définie par :

F(nl—a)ccll; /a (t— T)niailf(T)dT
=D" (177 f(1)) -

RLD3+ (t) =

ou D" = % est dérivée d’ordre entier n = [a] + 1 .
Remarque 2.2.

Si a < 0, on convient de prendre Dy, f(t) = I, " f(t).
Remarque 2.3.

Pour simplifier I’écriture, on notera dans la suite Df, par D®.

Exemple 2.

Fonction constante : Si on prend f(t) = ¢ alors la dérivée au sens de Riemann-Liouville de f est
donnée par :

RLpac = (t—a)™ .

'l -«

2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo
Définition 2.4. [2/

Soient f € C™(Ja,b)) et m —1 < o < m avec m € IN*. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo
d’ordre «a de la fonction f est définie par :

C na _ 1 ! _Tmfafl (m)T .
D2 () = [ (e s

I'(m — «
Exemple 3.

Fonction constante : La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’'une fonction constante f(t) = ¢
est nulle “ D% = 0.



2.4 Relation de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo avec la

dérivée fractionnaire au sens Riemann-Liouville
Théoréme 2.1.
Si “Df(t) et BED f(t) existent, alors on a

mlfk) )kfa
I'(k —a+1)

“Dg (1) =" D3 f
k=0

Remarque 2.4.

On déduit que :

m—1
CDgf(t) :RLD,(f( Z f t—ak>.

=0
Si f*)(a) = 0 pour tout k = 0,1,...,m — 1, alors on a “ D2 f(t) =L D2 f(¢).

Proposition 2.1. Nous avons :

1.

MDR 1) = oy (e + [ -
(@

— C Pa
~—apera—a T Palb)
2. Si f € O([a,b]) alors : “DI[ICf(1)] = f(t).
m—1
3. Si f € C™([a,b]) alors : I2[C D2 f(t) f t —a)k.
k=0

2.5 Dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov
Définition 2.5. 2/

La dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov d’ordre v de f est définie par :
LD (1) = lim o fj L ()
50 he 'k + DI'(—a) ’

oul<n—1<a<n.

Définition 2.6. [2/

La dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov d’ordre —« de f est définie par :

e}

GLya i3\ _GL P—a p(sy _ 1 L'(k+a) B
oul<n—-1<a<n.
e On peut écrire “L' D f(t) de . et GLTOf(t) sous la forme :
GL no _ 1 ! —a—
D) = Foa / (t— ) f(r)dr
et . .
GL o - o \a—1
10 = gy [ = e

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)



e Soient m — 1 < a < m,m € IN* et les fonctions f)(t),(k = 1,2,...,m) sont continues sur
I'intervalle fermé [a, t], alors par des intégrations par parties de(2.4]) et (2.5)) on a :

m—1 —a
GLDOc Z k) t — a)k + 1 /t(t_T)m—a—lf(m)(T)dT
— T(k—a+1) I'(m-—a)/, ’
et
GL o = f k) )k—i—a 1 ! m+a—1 p(m)
Do 1) Z Fk:+a+1) F(m+o¢)/a(t_7—) frr)dr.

=0

Remarque 2.1.

La relation entre la dérivée de Caputo et la dérivée de Griinwald-Letnikov est :

s ) (a)(t — a)k— 1 t
GL po _ _ \m—a—L1¢(m)
Dett) _k 0 L(k—a+1) F(m—a)/a(t ™ gl (r)dr
m—1
< fP(a)(t —a)f 4 Cpe
_k:O IF'k—a+1) bEr®)

Exemple 4.

Fonction constante
Soit f(t) = ¢ (c est un constant) et « non entier, on a f*)(t) = 0 pour k = 1,2, ...,m et donc :

m—1 k;) _ Nk—a t
0 a
c . m— lfk) t_a)k—a 1 t o1 p(m)
AR +k:1 T'(k —a—i—l) F(m—a)/a(t_T) frmdr
0 0
C —«
“ra-a Y

2.6 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard

Définition 2.7.

Soit @ > 0 et n = [a] + 1 et f € ACY". La dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard a gauche
d’ordre a de la fonction f est :

CHDE, = I8 f (1)
_ 1 ! E n—a-+1 Ti nfir ﬂ
=t | e e T s a)

I'n—« T

La dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard a droite d’ordre a de la fonction f est :
CHDE (1) = (~1)"1, 5" {1

_ (_l)n b T \n—a— dam dr
= p(n_a)/t (log(L)" ™ Hro- (1), (t<b).

Si «a € IN, alors :

CHDY f(t) = 0" f(2),

et
CHDRf(t) = (=1)"6" £(2).



2.7 L’intégrale fractionnaire au sens de Katugampola

Définition 2.8.

Soit p > 0, l'intégrale fractionnaire de Katugampola d’ordre a > 0 est définie comme suit [4] :

-«

PIT f(t) = % /t(tp — Py trr= L f (Y dr, t > a.

Cette formule est de Uintégrale & gauche. De méme maniére, 'intégrale de Katugampola & droite est

définie par :
11—«

b
IO = b /t (rf — )10V f(r)dr,  t<b.

Théoréme 2.2.
Soient o > 0, 1 < p < +o0. L'opérateur PI% est borné dans X% (a,b) :
1P L5 f llxe< k| fllxe p=c

tq :

L b /Z A <up _ 1>C“d
= — u Uu.
[(a) Ji P

2.8 La dérivée fractionnaire au sens de katugampola

La dérivée fractionnaire de katugampola d’une fonction f & gauche d’ordre o > 0 est définie par :
d\" p d\" [* ()

D% t)=(ttr— PIVTORN(t) = ——n [t P— /d t > a.

eopn = (rrg) eenmnw -5 (1) [ Gl 1
La dérivée fractionnaire de Katugampola & droite d’ordre o > 0 d’une fonction f est définie par :

d n B (_ana—n-i—l d n b Tp_lf(T)

PD F)(t) = | —t1P— PR (t) =~ [ ttP— / —— t <b.
oo pi=(-0rg) eenenn=G0E S (00 f) [ S O i<
Proposition 1.

P I+ 2)ere
I(1—a+32)

”D(o)ﬁrtA = Yo, p >0 X > —p.

2.9 Propriétés des dérivées fractionnaires

Nous présentons quelques propriétés des dérivées fractionnaires ou D désigne n’importe quelle
approche de dérivations fractionnaire d’ordre «.

2.9.1 Linéarité

Proposition 2.

Soit n —1 < a < navecn € N, \,u € C et soient f et g deux fonctions telles que D*f(t) et
D%g(t) existent alors : la dérivation fractionnaire est une opération linéaire

DEAf(t) + ng(t)) = AD [ (t) + pD%g(2).



Démonstration 2.1.
Pour la dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a(n —1 < o <n), on a :

_
['(n— ) dt?
by dm t 1 u dm
['(n— «)dt? /a (t=7) f(r)dr + I'(n—a)dt?

— NEDSF(t) + nEDEg(t).

FEDINF(t) + pg(t)) = / (t = 7)" T Nf(7) + pg(r))dr

/a (- rrolg(r)dr

Alors ce qui termine la démonstration.

2.9.2 Non-commutativité

La dérivation et I'intégration fractionnaire ne commutent pas en générale.
Proposition 3.

On suppose que n — 1 < p,g < n,n € IN* p,q € IR et soit la fonction f telles que Df(t) existe,
alors :

DPDUf(t) # DIDP(1).

2.9.3 Reégle de Leibniz

La régle de Leibniz est utilisé pour calculer la dérivée n-iéme du produit de deux fonctions f(t) et
g(t), on a pour tout entier n :

n

G0 =3 () g,

k=0

On obtient une généralisation de cette formule par remplacer ’entier n par un paramétre réel p, dans
le membre & droite & la formule précédente :

n

D(f(Dg(t) = 3 (;“) FROOD Fg() ~ RA(t), n>a+l,

k=0
ou

n.

RS(t) = ~T(~a) / (t = 7)~ " Lg(r)dr / FrD(Q) (- o),

avec
lim R;(t)=0

n—-+0o0o

Si toutes les dérivées de f et g sont continues sur [a,t], alors la régle de Leibniz pour la dérivation
fractionnaire s’écrit sous la forme :

a _ ~ (o (k) a—k
D*(1(0ae) = 3 (1) 1900 gt
k=0
ou D% désigne la dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikovou ou au sens de Riemann-
Liouville.
2.9.4 Intégration par parties

La formule d’intégration par parties pour les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
est donnée dans le théoréme suivant :



Théoréme 2.3.

Si0<a<leta<t<hb,alors:

[ D las)ds = [ o) Dzg()ds.

Démonstration 2.2.

On a:

[ e gt = s [ ([T swan) gtsjas

O / () f(u)du
/ f RLDa
/ f RLDa

Ce qui termine la démonstration. La formule d’intégration par parties pour les dérivées fractionnaires
au sens de Caputo est donnée dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.

Soient 0 < a < 1leta<t<b,alors:
/ [©D2 f(s)lg(s)ds = / F()[€Dgg(s)]ds + g(t) D= f(t) — f(a) D~V g(a).

Démonstration 2.3.
On a:

[enzrsnatas = [ 0,0 solateids - 2 [ = aygtsgas

a

- [ ' Fs) LD g(s)]ds — (@) D0-g(a)
C (1-w) g(t) ! — )" f(s)ds
/f D0 g(s)as + 72 =97 (s)a
F() Dy 1= g(a)

- / SO CD2g(s)]ds + g(t)RED =) £(t) — f(a)RE D7) g(a).

Ce qui termine la démonstration.



Chapitre 3

La méthode des différences finies

3.1 La formule de Taylor [2]

Soit f une fonction (n + 1) dérivable sur [a,b|, pour tout xg € [a, b], il existe £ entre x et x tq :

2 o 2 3 _ 3 " B "
fz) = flxzo) + %(xo)(x —20) + ;l;;(xo)(a: 2!560) N Zl;;(xo)(x 3!960) ey me (xo)(x nTO)
dn-i—lf (m . SUQ)TH'I
* dx"‘H( ) (n+1)!

On pose : 1 1

n—+ o n+
donc :

2 x — x0)? 3 x —x0)3
1 ZZ;{ (o) —n!a;o)" + R(€).

3.1.1 Approximation de dérivée premiére de f par les différences finies en avant
avec trois points

On pose z; = xg + jh dans (3.1)). Si @ = zj41 et 2o = x5, alors :

G )2 Do — )3
Flogin) = Flag) + ) — ) + (o) S0 gy e 2 2) -
2 3 :
= o)+ hf ) + o ) + o ).

Six =12 et xg = x;, alors :

(zjr2 — x;)° (zjr2 — x;)°
f(@jp) = f(x5) + /(@) (@0 — x5) + [ () o2 + [ (&) L

/ (2h’)2 " (2h)2 " ‘
= J@g) + 20 f (@) + 5= ) + - F7 (&)
On multiple par (-4), aprés on ajoute le résultat a , on trouve :
=3f(zj) +4f(wj11) — f(zj 2h? 4h?
f/(l‘j) _ f( ]) f(Q}ZJrl) f( J+2) _ ?fm(fl) + ?f”/(éb)- (3.4)
Donc l'erreur est : 2 2
2 4
erreur = =2 f(6) + o 1(E) = O(R?).
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3.1.2 Approximation de la dérivée deuxiéme de f par les différences finies en avant
avec trois points

Six=xj41 et xg = x;, alors :

)2 )3
f@jn) = @) + () (@ — 25) + f"(”cﬂw * f”/(gl)(%ﬂ?ﬂx]) (3.5)
2 3 ’
= Fag) + hf @) + o ) + o ).

Six =12 et xg = x;, alors :

e )2 oo — )3
f@jra) = fzj) + f(xj) (@) — z5) + f"(wj)wij) + f"'(€2)M

2! 3!
3.6
R R, 30
= flg) + 2hf (@) + 5= @) + - F(&).
En multipliant par (-2) et on fait la somme avec , on aura :
xi) —2f(xip1) + flz; 2h 8h
f//(afj) _ f( ]) f( ;L-;l) f( J+2) + jf///(é-l) _ jf”/(éﬁ-
Donc lerreur est : oh Sh
erreur = yf”'(&) + gfm(fz) = O(h).

3.1.3 Approximation de la dérivée deuxiéme de f par les différences finies en
arriére avec trois points

Siz=uwx;_1 et g = x;, alors :
J iz

N S S € e T TP 2 e 70
f(l'jfl) = f(x]) +f (xj)(xjfl x]) +f (:Cj) ol + (&) 31 (3.7)
2 3 :
= Flag) 4 b Ceg) o 1)+ ).

Six=uxj_9et xg=ux;, onadaprés (3.1) :

Tig —xi)? Tio—1:)3
flxj—z) = fla;) + f(2)(2j—2 — ;) + f”(l’j)M + f’"(&z)w

2h)? 2h)3 '
= flay) + 20 f Ceg) + B gy 1+ O ey
En multipliant par (-2), aprés on fait la somme avec , on trouve :
) — 2 F (g . h h
f//(xj) — f($] 2) flgl‘;g] 1) + f(xj) o %f///(gl) 4 837!(}0///(52)7 (39)

et
erreur = —%fﬁl(fl) + %f”/(&) = O(h).

3.1.4 Approximation de la dérivée deuxiéme de f par les différences finies en
centre avec trois points

Six = xj4q et xg = x5, alors :

)2 o — )3 )4
Flagan) = £as) g ager — )+ g B e @it 2 e (i 220

2 3 4
= Flag) b Ceg) o 5 eg) )+ ).
' ' ' (3.10)



Siz=uwx;_1 et xg = x;, alors :

(zj—1 — ;)"

) _ ) 1oL ) ) "neoo (Z'j—l B xj)2 " ($j—1 — xj)s 1
f(xjm1) = f(x5) + (@) (i1 —x5) + 1 (25)——5——+ [ (&) ——5—— + [ (&)

2! 3! 4!
!/ h2 4 h‘3 ui h‘4 "
= flg) = hfi (@) + 50 (@) = 5y 7 () + 57 7 (&)
(3.11)
On ajoute (3.10) a , on trouve :
flxi1) —2f(x;) + f(x; h? h?
f”(l'j) _ ( J 1) 152]) ( J+1) . Zf////(fl) . Ef””(éé)’ (3.12)
et ) )
_ _hi " . hf " _ 2
erreur = —— (&) o (&) = O(h*).
3.2 Le principe de la méthode des différences finies
Le principe de cette méthode est exposé dans les lignes suivantes :
b—a

On suppose que l'intervalle [a,b] est subdivisé en n sous-intervalles [xy, 21| de langueur h = ¢,

en utilisant les noeuds également espacés xp = a + kh pour k=0,1,....n |2 [7]. La régle trapézoidale
composite pour n sous-intervalles nous permette d’écrire :

T(f.h) = 237 (i) + flaw)] (3.13)
k=1
et .
/ F@)dz ~ T(f, h). (3.14)

3.3 Approximation de dérivée fractionnaire au sens de Caputo par la
méthode des différences finies [7]

On a:

Cpe_ L[
DU = 77 J, 7o e

tq:0<a<lett>0.

En intégrant par partie, on trouve :

CDY%(t) = = a)1£(1 — ) <y'(0)t1_°‘ +/0 (t— :L')l_o‘y"(:n)dx> .

On a ’approximation de y en point ¢;

“D%y(t:) = (1- a);(l —a) <y/(0)t%_a " / i(ti - x)lay”(m)dx) '

0

On pose : f(x) = (t; — x)1 7% (x) et on utilise (3.13)) et (3.14)), on obtient :
i

| =0y @ = 537 [0 = 01 ) + (= ) (0]



Donc :

i—1
h (ti—fE )1 @ // +2 t —r )1 « //(.T )]
CDoy(t;) = ) ; ' s (ti — x0)' 9/ (0)
‘ 2(1 — a)I'(1 — «) 1-a)(1-a)’

et puisque al'(a) =I'(a + 1), alors on a :

h(ti—xla” +9 _xla//( )
[ " Z w0

CDY%(t) = 2F(2—a> - fe_a) (3.15)

D’ apres., et (3.12)), on trouve :

—3y(wg) + 4y(Tpt1) — y($k+2).

/ ~
Y (1) ~ 5h
_9)—2 —1) +
Alors: 3y(wo) + 4y (1) — yla2)
— _|_ —
Y (xo) =~ Yyi%o %fl r2) (316
" - y($0) — 2y xl) + y($2) ’
On remplace par dans, on obtient :
1 y(wo) — 2y(x1) + y(z2) _
CDa . ~ L e
y(ti) r(z ") [ 2h (i = 20)
i1
y(rp—1) — 2Z~/ k) + Y(Trt1) 1—
—3y(330) +_4 y(z1) — y(z2) l—a v\ _
+ T2 — ) (ti —x0)  *Vi=1l.n
D’ou :
“D(t;) ~ _1 |4 + = h (B +20)],
I'2-a)
tq :
A= —3y(l’0) + 42y}fx1) - y($2) (ti - xo)lfoz.
y(xo) — 2y(z1) +y(z o
5 - Y(0) f(ﬂl) ( 2)(ti—x0)1 .
i—1
y(re—1) — 2y(xr) —y(x o
C:Z[ (Tr—1) ;S?k) ( k+1)(ti_$k)1 '
k=1

3.4 Approximation de dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
par la méthode des différences finies

D’aprés la relation entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et la dérivée fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville, on a :

m—1 (k:) )t — k—a
RL na _C pa Y CL)
Diy(t) = Diy(t) + > T(k —a+1)
k=0
Donc : .
1 h '— y®)(a)(t; —a)k
RL N«
D%y(t;)) ~ —— |A (B+2C WNVi=1
ay(t) F(Q—a)[ tylbt }+ T(k —a+1) e



3.5 Approximation de la dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard

Dans cette section, nous subdivisions également les intervalles [a, T| avec t; = a + ih,
T
1=0,1,...,N, ot h =

Soit w : [a,T] — IR une fonction donnée, U,, est 'approximation numérique de U, (t)
et fn, = f(t,), notre résultat se présente comme suit .

? st 1a taille du pas.

Théoréme 3.1. [/
Soit u : [a,T] — IR tel que u € C*([a,t] : IR) et 0 < a < 1, alors pour N € IN, on a :
CHD u(t,) =% D% u, + O(K ™),

o ¢H D%, uy, est définit comme suit :

n

1
CH o
D nzigii—i—, 1
ot = A2 — ) izlb(u 1) (3.17)

¢ l—« ¢ 11—«
by =t; <log = ) - <log n) . (3.18)
ti—1 t;
Pour tout n € IN et pour chaque n € {0,1,..., N}, on a

1 tn th\ ¢ ([ d ds
CH no n

D n) = —— log = — =
) =) / <°g ) (d> e

1 " ti tn e Uy — Uj—1 ds

~—— ) log2) ¢ ——2=—)=

I'l—a) 7;:1/1t2.1<Og s) <ti—ti_1> s

1 " U; — Uj—1 ti tn -« ds

= — g ti| ——— log — _

INCES) i=1 ( h > /ti—l <0g s > S

Démonstration 3.1.

E(1 - a) & 1-a)
ti—1
1 n t, l—« t -«
_ (1 — (1og i — i
hF(2—a);t [(OgtH) (Ogt) ](“ wi-1)
1 n
= bi(u; i— :CHDa n
hI‘(2—a); (s = i) att

On définit E, = |7 D% u(t,) =% D% uy| et M; = max !u(i) (t)|, i=1,2 donc on obtient :

1 Dot tn\ du Uj — Wi
E < - log tils— — ¢, | 2—*2
"_F(l—a);/t“<0gs> ZSds z<ti—ti_1

I1 découle du théoréme de Taylor, on a pour chaque i € {0,1,..., N} avec s € [t;—1,t;] et m1 € [ti—1,ti],

ds
=




2 € [tifl, S].

K <u - ul>' e, <du<t”> } d<2>u<m>h) |

ds ti —tic1 ds ds ds? 2!
du du(ti_l) tzh
< — —t Moy—
- (5 ds ds ) ‘ &)

ds T ds ds?

3
< My (t; —ti—1) + Mgtigh

T

De plus, pour tout 0 <« <letn e {0,1,.... N} aveci <net s € [t;_1,t;]

tn\ ti\ ¢
0< (log > < <10g> )
S S

par conséquent, on conclut que

=
+

1 3T Dot tn\ " ds
E, M+ =M, | h log -2 =
_F(l—a)< 1T 2> izl/ti_1<0gs) s
1 3T Dot t:\ " ds
M+ =My | h log - =
_F(l—oz)< Lt 2 2) ;/til<0gs> s
1 3T " I-a
M+ =My | h ]
_T(Q—Oé)< 1T 2> ;(OgtH)
1 3T "\
M+ =M, | h
I'2-—a) < 1T 2) ;<t1—1>
1 3T "
M+ =M, |hY hloTl—@
_F(Z—a)< 1t 2) ;
1 3T "
My + =M | TN "h
STe—a) ( 1+ 5 2> Z;
3T
2

Ce qui signifie
D u(ty) =" DYy + O(R' ).

3.6 Approximation de la dérivée fractionnaire de Caputo-Katugampola

Dans cette section, nous portons notre attention sur une approche numérique de 1 ’équation diffé-

rentielle fractionnaire généralisée de Caputo-Katugampola [4].
Dans la suite, pour tout intervalle [a,T] avec a > 0 etp > 0, on note :
TP — af
h= <
N

ou N > 0 est un entier positif donnée. De plus, on hérite de la grille temporelle suivante par :

a:t0<t1<t2<...<tN_1<tN:T,



ici t,, est défini comme

1
1 TP — aqP P
tn = (af + nh)s = <ap+ ”(Na)) " nef01,..N}. (3.19)

Remarque 3.1.
En fait, si p = 1, alors (3.19) se reduit a la partition équidistance classique pour [a, T

T —
tn ::a+nh:a+nj(]VaJ’nE{O’l,...’N}.

Si p # 1, on voit facilement que la partition de [a, b] est non équidistance, donc tg — tx_1 # h.
Théoréme 3.2.

Soit u : [a,T] = IR tel que u € C%([a,T] : IR), 0 < a < 1 et p > 1, 'approximation de la dérivée

fractionnaire de Caputo-Katugampola CDZ‘;’) en un point ¢,11 est donnée par le schéma suivant :
C moup hl- apa— 1" N p
D unyr = T2—a) Zb ujrr — ug), (3.20)
ou
(1=p)
b3 = —L—— (n—j+ D" = (n—5)"%),i=0,..n, (3.21)
! tiv1 —tj
et

C no,p _C nop l-a
D Pu(tngr) =7 D un + caph” ™7

3.7 Approximation de la dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-
Letnikov

D’apreés le 2¢¢ chapitre on a :
k) t _ a)k‘fa 1
Nk—a+1) 'm—a«

m— lf
GLDa
(>

)t/“u——7am=a—1f“nkf>d7

Pour0<a<letm=1:0na

pgy(y - MO L[ VO,

F _ a
alors
GL Yot —wo)™ | —3yo+4y1 — y2 l—a , Yo —2y1 + 12 1-a
Dfy(t) ~ t— A R
ATt e T T e W)
. i—1
+ M2 —a) Z(yk:—l — 2y + yrr1) (b — )
k=1
Donc
GL yolti —wo)™™  —3yo +4y1 — o 1-a . Yo —2y1+y2 l—a
D t: t, — 7 It —
ay(ti) ~ r(1 —a) M@ —ay ) e Ty (i)
i—1
2hF Z (k-1 — 2yr + yrgr) (s — 2) ' 7%
)i



D’ou

Yo l—« Yo l—a Y1 l—a
t)) = —2(t; — S - -
f(t:) F(l—a)( %) e B ) rg T )
i—1
2hF Z Yk—1 — 20k + Yrs1) (B — )7,
)i
alors
n 1 i—1
t — - — t: — I-—a _
A2 = a) a)( i — o) “+ T2 = a) ;(yk 1= 2y, + Yrt1) (t — 2k
yO 11— yO 11—«
t) — —2(t; — N - .
Pour i =1
Y1 1—a Yo l1—« Yo l—a
1 hF(Q—a)(l ) f(t1) F(1_(%)(1 o) +hF(2—a)(1 zo) %,
d’ou .
; (ty —xo)
LT (2 = a)
Pour i =2
(ty — x)t 1 - (ta —x0)™ (t2a —x0) ™ (ta —a1)'™@
B — —2 t —_ @ = t — —
R PR R AR T o L L L e R A e ey ey e T o pp
alors
(tg _ l’o)l_a (tg o xl)l—a
as 1 = — .
’ hI'(2 — «) hI'(2 — «)
oo — (tQ — l‘l)l*a
22T o2 -a)
Pour i =3
U (t3 — xO)l_a 1 11—« -«
Bs = 2 ts — 9 ts —
3 W2 — o) (2 — a) [(—=2y1 + y2)(t3 — 1) ™ + (y1 — 2y2 + y3)(t3 — 22) ¢
— fts) — yo(ts —x0)™* | wolts —x0)' ™™  wolts —z1)' ™
'l —a) r'2-—a) 2hT(2 — )
alors

—Q

hT'(2 — ) 2hT(2 — «) 2hT(2 — )
(t3 —x1) ™ 2(tz — x0)' 7@
+ [ 221‘(21— a) 2;1“(2 . a) ] Y2
(tg _ .,L.2)lfa
9T (2 —a) 7>

f(ts) — volfs = o)

yolts —xo)' ™™  wolts —21)' ™ _ [(ts —w0)' T 2tz —x)' T | (3 - x2)1a]
I(1—a) I(2—a) 2hT(2—a) !

d’oul

a _ <t3 — .%'0)170‘ _ 2(t3 — xl)lfa (tg — .%'2)170[
YL RN = a) 2hT(2—a) | 2hI(2—q)
e (ts —a1)' ™ 2(t3 —xg)'
%27 9p0(2—a) 22— a)
(tg _ I'Q)l_a
2hT(2 — )

a3z =



Pouri=%

(tk —:Eo)l_a 1 1— 1
—2 ty — « —2 ty —
WE—a) % + ST = a) [(yo — 2y1 + y2) (b — 1) ™% + (y1 — 2y2 + y3) (tg — 22)

—Q

By =

+ (Y2 — 2ys + ya) (b — 23)" " + o+ (b2 — 2up—1 + yi) (b — 2—1)" 7]

alors
Q(tk — xo)l_a — Q(tk — xl)l_a + (tk — :Eg)l_a
= k=4..
ol 2hT(2 — ) ’ "
(tk — xl)l_a — Q(tk — xg)l_a + (tk — xg)l_a
= k=4..n.
2 T (2 — o) ’ "
(te — 2ic1) 7™ = 2(t — 2) 170+ (t — i) 7
= =3 k—2ecthk=4.n—1.
ak, 2hT(2 — a) ! ¢ "
(tr — Tp—2)' ™ = 2(tp — xp—1)' @
1= =4..n.
okt 2hT(2 — ) y k=d.m
(tp — zp—1)' ™
=" k=2.n.
k= TonT 2 —a) "
D’ou .
“IDyy; ~ Z ki Yk
k=0
Pourl<a<2etm=2:0na
GL na y(a)(t —a)™™  y/(a)(t —a)'™® 1 /t " I—a
D t) = t d
=T e T Te ) T T@oa) ), V)
y(a)t—a)™™  yYla)t—a)™ o
D%y(t
Ti-a) | T@—a = Py
alors
ti _ -« / tz o 11—«
GLDgy(t,) ~ y(7o)( ) Yy’ (z0)( )

'l -« I'2-a)

+F(21_a)[g<(ti_ o) y"( +2Z i — k) O‘"(»”%))]

_yolti —x0)™ n (ti — x0)' ™™ (—3yo + 4y1 — 2
I'l—a) I'2-a) 2h

h _ — 2y + — 2y, +
+ ((ti—xo)l a Yo Y1 y2+2z ti—x )1 a¥Yk—-1 Yk yk+1>
k=1

2U(2 — ) T 2
Yo(ti — o) —yo + 211 I—a
Fi—a) T h@—a)i
1 i—1
N — -9 _ 1—o¢'
+ T2 —a) k:l(yk 1 Yk + Ykr1)(ti — x)
D’ou
i—1
yO(tz - CUO) —1o + 211 1—a a
t;) = t; 1—2 t; — .
ft:) NG hP(2—a)( ) 2_a ;ykl Yk + Y1) (ti — Tp)



Yo —a Yo oyl 2 o\l
f(ti) — m(ti —x0) “ + m(tz 0) = hD(2 — 07) (ti 0)
1 i—1

— -2 ti —ap)
+ T2 —a)h ;(yk 1= 2y, + Y1) (ti — k)

Pouri=1
yo — yO 11—«
B(1) = - _(t; — — 2 (t —
(1) = f(t) F(l_a)( 1— Zo) +hF(2—a)( 1—20) %,
d’ou
. Q(tl — xg)l_a
MWLM 2 — a)
R (2= 20" olta—20)' | olts — 1)’
yo(ta —xo)™ ™ | yolta —xo) ™ | yolta —x1) ™
B(2) = —
(2) = 1(t2) Tl-a) | W@2-a) | #WG-a)
alors
B 2(t2 — l‘o)l_a B 2(t2 — $1)1—o¢
2102 — a) hD(2 — )
. _ (t2 o $1)1_a
227 2 —a)
Pour i =3

Yyo(ts — xo)™*  —yo + 2y
F(ts) = olls = 0)

Ti—a) T h@—a) "~ w)'

1 _ _
+ s [0 = 201 +y2)(ts — 1) ™ + (y1 — 22 + y3) (83 — 22) ' 7]

hl'(2 — «)
o (ts —70)™ _ yolts —20)'™" _ yolts — 1)
_ _yolts —wo)™ ™ yolts —xo) “  wolts —x1)
B(3) = /() Ir'(l-a) hL(2 — o) ME2-—a)
d’ou
P 2(t3 — 1,0)1—04 B 2(t3 — 1‘1)1_@ (t3 — 1,2)1—04
ST TRr2 = a) A2 — o) A0 (2 — @)
a - (tg — xl)l_o‘ B 2(t3 — $2)1_a
227 02— a) A2 — @)
- (tg _ x2)1—a
B3 e —a)
Pour i =k
(tk - 1,0)1—04 1 -« -«
_ _ _ _9 th —
B(k) W2 —a) /! + W2 —a) [(yo — 2y1 + y2) (b — 21)" ™% + (Y1 — 242 + y3) (tr, — 22)

+ (2 — 2y3 + ya) (b — @3) 7% + o+ (B2 — 2001 + yi) (b — 2e—1)' 7]



alors

Q(tk — :Eo)l_a — Q(L‘k — xl)l_a + (tk; — xg)l_a

ag1 = (2 — o) , k=4.n
t. — l—-a _ 2t — 11—« t, — 11—«
a2 = ( b lil) (h]}(Qx_Q)a) +( : ‘T3) , k=4.n
te — 1 l-a 2t — 1 11—« t — o 11—«
ak,i = (b — 2i-1) (hlli(;’) ) + (b = Tis1) L i=3.k—2cthk=4.n—1.
—
(th — Tp—2)' 7% — 2t — xp—1)1 7@
1= k=4..n.
Ok, k—1 hT(2 — o) ) n
(ty — zp—1) ™
=" k=2..n.
k= TN (2 —a) "

D’ou



Chapitre 4

Applications numériques

4.1 Pour la dérivée au sens de Caputo

Ona:
—3y (o) + 4y(z1) — y(w2) —a, Y(@o) = 2y(x1) + y(a2) -
C na 11—« 11—«
D%y(t;) ~ t; — t; —
y(t:) ohT (2 — ) (ti = z0) " + @ —a) i)
i1 4.1
n lz: y(xr—1) — 2y(or) + y(@rt1) (i — )10 (4.1)
— hT(2 — «) ! ’
Remarque 4.1.
On note y(x;) par y;. On peut écrire (4.1]) sous la forme suivante :
n
Dy(t:) = aixyr, (4.2)
k=0
avec
(ti —x1)'™ = (ti — o)™ .
A - =1..
0 W2 — o) e
(t — xo)' @ (t2 —x0)' ™™ = 2(ta —x1)' ™
ai, = w5 o021 =
hT'(2 — «) hT'(2 — «)
(ti —wo)' ™ = 2(ti — @) " + (i —w2)' ™ . 3
@ — 1=3.n
ol hD(2 — @) ’
(tg — .’L‘l)l*a (t3 — 331)170‘ — 2(t3 — 1‘2)170{
a22 = —=5 S a32= ;
hD(2— a hD(2 — o)
(ti — ajl)l_o‘ — 2(ti — xg)l_a + (ti — xg)l_a .
a; 2 = , 1= 4..n
’ hI'(2 — «)
(tr — xp—1)"® (thy1 — 2p—1)' ™ = 2(tppr — )
Ak, k hL(2 — ) ) Ak+1,k hT(2 — a) ) n
t: — _ 1—a_2 t: — -« t: — -«
Qi k = (ti = Zi-1) (ti — 2) + (b= i) k=3.n-3,i=k+2.n
’ hT'(2 — )
a _ (tn—2 - xn—3)1ia a _ (tn—l - xn—2)1ia a _ (tn - xn—1>1ia
nEne hr2—a) bt AC(2—a) ™" AT(2-a)
a _ (tn—l - xn—S)lia - 2(Z‘En—l - xn—2)1ia a _ _Q(tn - 1'71—1)17& + (tn - xn—2>lia
nhne hL(2 — a) ol hL(2 — a) ’
a _ (tn - xn—S)l_a - 2(tn - xn—Q)l_a + (tn - xn—l)l_a
2 W2 — a)
Exemple 4.1.
On considére 'équation différentielle fractionnaire suivante [I1] :
4+ «a)
CDY%y(t) = ———213 + 31t — (¢
y(t) G + y(t), (4.3)

y(0) = 0.

28



avec 0 < a<1,0<t < T.
Sa solution exacte est : y(t) = 37,
On a

n
I'd + «
“Dy; = E ai,kaZi( 5 )t?+t§+a—yz‘-
k=0

Pouri=1o0n a

n
I'd +
“Dpyr =Y arkye = a10¥0 + a1ay1 + oo+ Qnyn = (6)75?1’ + —y,
k=0
alors I )
+ «
(14+a11)y1 + ... + a10Yn = Tt‘i’ + ti’Jra — ap,1Y0,
avec
(t1 — o)™
11 = S
hD(2 — a)

arr =0 k=2.n

De méme maniére on trouve que :

I'd+ «
gti + 51 — a1 om0
14+a11 0 0 0 Y1 (4% a)
o
a1 l+a 0 .. 0 Y2 Ttg + 157 — azoy0
an,1 ap,2 an3 ... l+ann Yn T4+ a
(G)ti + 5T — ay 090
Avec ( )1 ( )1
ti—x1) "% = (t; —mo) ™% |
; = =1..
41,0 hD(2 — o) =
“ _ (tl — 330)170‘ a _ (tg — 3}0)17& — 2(t2 — .%'1)170[
b hr@2—a) hL(2 — )
o _ (t; — xo)l_a — Q(ti — $1)1_a + (t; — CCQ)l_a i—3n
ol W2 — o) o
a _ (tQ - xl)l_a a _ (tg - Il)l_a - 2(t3 - Ig)l_a
22 W2 —a) 0 W02 — a) ’
w _ (t; — 1) — 2(t; — )17 4 (t; — 23)1 ™ i an
v hT(2 — ) T
(ty — zp—1)' ™ (the1 — 2p—1)'" = 2(tgg1 — )"
S — k=3.n—-3
a’k‘,k‘ hl—\(2 _ Oé) ’a’k’-‘rl,k hr(2 _ O[) ) n
t: — _ 1704_2 t — 11—« t: — 11—«
aik _ Bz me) (hima) (i m2e) ™ g s ko
’ hT'(2 — «)
a _ (tn—Q - mn—S)l_a a _ (tn—l - mn—Q)l_a a _ (tn - xn—l)l_a
n—2n—2 hP(2 _ a) s Un—1n—1 hP(2 _ a) sy Un.n hF(Q _ a)
P , = (tn—l - -'En—?))l_a - 2(tn—l - xn—2)1_a a = _Q(tn - xn—l)l_a + (tn - xn—Z)l_a
e hL(2 — ) e hL(2 — ) ’
a _ (tn - -'L‘nf?))l_a - Q(tn - l'an)l_a + (tn - xnfl)l_a
2 hL(2 — ) ’
: 4+ ) (1~ 1)~ — (1~ o)’
. I'd + o 3 34 ti—x1) Y — (t; —x0) T .
B(i) = ———2¢7 + 7% — =1..
(®) 6 ih hD(2 — ) T



On va résoudre le systéme Ay = B avec des méthodes de résolutions. On calcule l'erreur suivante

erreur = sup |y(ml) - yemacte(mi”
miE[O,l}

ol y est la solution calculé avec notre méthode et yeracte €st la solution exacte.
Dans le tableau (4.1)), on présente cette erreur en fonction de « et pour différent maillage(n différent) ;

nombre des n = 50 n = 100 n = 200 n = 500 n = 1000 n = 2000
points

erreur avec || 9.161 x 1074 | 2.110 x 1074 | 4.782 x 107° | 6.639 x 1076 | 1.483 x 1076 | 3.307 x 10~ 7
a=0.1

erreur avec || 5.393 x 1072 | 1.094 x 10~% | 2.37 x 1075 | 4.803 x 1076 | 1.425 x 1076 | 4.208 x 10~ 7
a=0.2

erreur avec || 5.804 x 1074 | 1.864 x 104 | 5.936 x 107° | 1.294 x 107° | 4.063 x 1076 | 1.27 x 10~
a=0.3

erreur avec || 1.165 x 1072 | 3.969 x 1073 | 1.34 x 10~% | 3.164 x 10~° | 1.056 x 1075 | 3.5167 x 10~6
a=04

erreur avec || 2.199 x 1073 | 7.964 x 1074 | 2.862 x 10~% | 7.346 x 107° | 2.615 x 10~° | 9.293 x 1076
a=0.5

erreur avec || 3.976 x 1072 | 1.534 x 1073 | 5.88 x 10~% | 1.645 x 10~% | 6.262 x 1075 | 2.379 x 10~°
a=0.6

erreur avec || 6.953 x 1073 | 2.861 x 1073 | 1.171 x 1073 | 3.581 x 1074 | 1.458 x 1074 | 5.931 x 10~°
a=0.7

erreur avec || 1.181 x 1072 | 5.190 x 1073 | 2.271 x 1073 | 7.593 x 10~% | 3.31 x 10~% | 1.442 x 10~*
a=0.8

erreur avec || 1.958 x 1072 | 9.181 x 1073 | 4.294 x 1073 | 1.57 x 1073 | 7.332 x 1074 | 3.422 x 10~*

a=0.9

TABLE 4.1 — L’erreur entre la solution calculé et la solution exacte pour la dérivée de Caputo

On remarque que 'erreur approche vers zero pour les differents o quand on raffine notre maillage.




Dans la figure , on a tracé notre solution y et la solution exacte pour different o et pour
n = 2000
La s‘olulion yet !a solution exacte avec HT-M

La solution y et la solution exacte avec 0=0.2 La solution y et la solution exacte avec 0=0.3

12 12 12
] U] U]
= = solutin exacte = = solution exacte = = solutin exacte
1
08
06
04
02
0

Lasolution y et la solution exacte avec =0.5

Lasolution y et la solution exacte avec =0.6

12 12
- -
= = solution exacte solution exacte
1 1 1
08 08 08
06 06 06
04 04 04
02 02 02
0 | . 0 ! . 0 " .
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
X X X
12 La solution y et la solution exacte avec a=0.7 12 La solution y et la solution exacte avec a=0.8 12 La solution y et la solution exacte avec a=09

bl (] bl U] U]
= = solution exacte = = solution exacte = = solution exacte

FIGURE 4.1 — la fonction y et la solution exacte pour la dérivée de Caputo tq « € [0, 1[ et n = 2000



4.2 Pour la dérivée au sens de Riemann-Liouville

On a:

RL Doy (1) ~ —33/(960;}}4(1;/(1610)6)— y(z2) (t— mo) = + y(xo) ;hi:z;wi); y(x2) (t — )i

+ § [2! zp—1) = 2y(x) + y(Tpy1) (t—ap) ™ + Y(@n-2) = 2y(@n-t) + y(2n) (t =)'
k=

‘ hT'(2 — ) 2R (2 — @)
N m—1 y t . LUo)k a
— —a+1)
(4.4)
Remarque 4.2.
On note y(x;) par y;. On peut écrire (4.4]) sous la forme suivante :
(k (zo)(t — x k—a
RE Doy ( Zal KUK + Z Y 0 )" _ F(t), (4.5)
—a+1)
avec
(ti —21)"* — (& — x0)' ™
; = =1.
@0 (2 — ) =
a _ (- x0)! S (ta — o) ™™ — 2(ty — 1)@
b (2 —a) 2! A0 (2 — a)
@ _ (ti — $0)1_a — Q(ti — xl)l_a + (t@' — 1’2)1_()‘ i—=3.n
s hD(2 - a) A
a _ (tg — 1‘1)170‘ Gy — (t3 — wl)lfa — 2(t3 — 1‘2)170{
22 (2 —a) 7 A2 — ) ’
o o (ti — 1’1)1_0[ — 2(tl' — :Cg)l—a + (tz‘ — 1.3)1—04 i—dn
1,2 — hP(Q—Oz) , 0= 4.
ty — Tp_1) 7 t —xp_) T —2(t —xp)
G _ khF(;_li g (te1 — Tk l)hI‘(Q . (i)k—i—l B 33
t: — _ 1—0472 t — 11—« t — 11—«
Qi k = (ti = Zi-1) (ti — 2) + (b= i) k=3.n-3,i=k+2.n
’ hT'(2 — )
a _ (tnf2 - xnf?))l_a a _ (tnfl - $n72)1_a a _ (tn - "L'nfl)l_a
n—2,n—2 hF(Q — Oé) s Un—1,n—1 hF(Q — Oé) s n,n hF(2 — Oé)
a _ (tn—l - xn—S)lia - Q(tn—l - xn—2)1ia a _ _Q(tn - :Un—l)lia + (tn - xn—2)lia
n—1,n—2 hF(2 — Oé) sy Unn—1 hF(Q _ Oé) s
a _ (tn - xn—S)lia - Q(tn - wn—Q)lia + (tn - xn—l)lia
e hL(2 — )
Exemple 4.2.
On considére ’équation différentielle fractionnaire suivante [6] :
{ RLDW(IE) = f(t) —y(t), (4.6)
y(0) =¢'(0) =
avec 0 <t < 1.
£() g 5,8905
ou = .
NG

N

La solution exacte est : y(t) =t



On a

RL Doy (1) ~ —3y(wo) + 4y(z1) — y(z2) (b — o) = + y(wo) — 2y(x1) + y(z2) (t: — )

2hI(2 — o) 2hI(2 — «)
n—1
y(rp—1) — 2y($k) + y(Tr+1) 1—a| |, Y(@n—2) = 2y(zn_1) + y(zn) 1-a
ti — ti —
+;[ hT(2 — ) (ti— )" + ohT(2 — a) (ti = @)
1
+ mz Yy tz - xO)k “
— —a+1)
55,8905
~ t?
=
m—1 (k) A
Puisque 2y = 0 donc kzo Y I(jlzl(;:)(la +xi]; =0.
Donc
RLDay(ti) ~C¢ D%y(t;) ~ f(t;).
Alors on trouve
t% 5, 8905
1
T
14+a1,1 0 0 0 Y1 : 5, %905
a1 1+aso 0 0 Y2 ty + ﬁ
an,1 an2  Ang .. l+tanny Yn 55,8905
tq +
NG
avec
(t; —z1) 7 = (L — o)™ .
; = =1..
40 hD(2 — ) e
- _ (tl — 3}0)1_(1 g — (tQ — xo)l_a — 2(t2 — 331)1_0‘
’ R2—a) =7 hT(2 — )
o _ (t; — 20) ™ — 2(t; — 1) 0 4 (t; — 22)1 7 PP
i,1 hF( ) y ..
_ (tp—w)t (=)' —2(t3 — )
42,2 T A2 —a) T hF(2 —a) ’
o _ (ti — x1)17% = 2(t; — 22)1 7% + (t; — w3)1 7™ i—dn
b2 A2 — @) T
(ty — zp—1)' ™ (thy1 — 2p1)' ™ = 2(tpg1 —ap)' ™
Ak, k = y Qk+1,k = k=3.n—3
t hr(2 - al)—a 2+t l1—a t hr(2 T—Covz)
a; - Gizoe) 77 - (h’r(_;_’“)a) + (b= i) k=3.n-3i=k+2.n
o (tn—2 - $n—3)1_a (tn—l - l'n—2)1_a (tn - xn—l)l_a
Ap—2n—2 = y Op—1n—1 = Ann = 740 N
’ hT(2 — ) ’ RL(2—a) 7 hT(2 — )
a _ (tnfl - -Tnf?))l_a - 2(tn71 - $n72)1_a a _ _2(tn - l'nfl)l_a + (tn - xn72)1_a
n—1n—2 hF(2 — Oé) y Unn—1 hF(2 — a) y
a _ (tn - xn73)1ia - 2(tn - $n72)1ia + (tn - xnfl)lia
e hL(2 — ) ‘
Et

. 55,8905 (t; — ) — (t; — z0) ™ .
B(i) = t2 - =
(Z) 7 + \/77_ Yo hF(Q — Oé) b

On va résoudre le systéme Ay = B avec des méthodes de résolutions.




On calcule erreur suivante

erreur = sup |y(%i) — Yewacte(Ti)|

ZCl‘e[O,”

ou y est la solution calculé avec la méthode de différences finies et yezacte €St la solution exacte.
Dans le tableau (4.2)), on présente cette erreur en fonction de « et pour différent maillage(n différent) ;

nombres n = 500 n = 1000 n = 2000 n = 5000 n = 10000 n = 20000
des points
erreur 5.376 x 1072 | 3.759 x 1072 | 2.636 x 1072 | 1.655 x 1072 | 1.165 x 1072 | 8.2230 x 1073

TABLE 4.2 — L’erreur entre la solution calculé et la solution exacte pour la dérivée de Riemann-Liouville

On remarque que 'erreur approche vers zero pour o = % quand on raffine notre maillage.

Dans la figure (4.2)), on a tracé notre solution y et la solution exacte pour différent n.

La solution y et la solution exacte avec n=50

— it

solution exacte

La solution y et la solution exacte avec n=500

)
— = solution exacte

La solution y et la solution exacte avec n=5000

—
= = solution exacte

0.8

0.6

0.4

02

FIGURE 4.2 — la fonction y

La solution y et la solution exacte avec n=100

—ylt

— solution exacte

La solution y et la solution exacte avec n=1000

)

= = solution exacte

La solution y et la solution exacte avec n=10000

08

0.6

0.4

02

—

solution exacte

La solution y et la solution exacte avec n=200

— it

solution exacte

La solution y et la solution exacte avec n=2000

)
— = solution exacte

0.2 04 0.6

t

0.8 1

La solution y et la solution exacte avec n=200000

08

0.6

0.4

02

)

et la solution exacte pour la dérivée de Riemann-Liouville




4.3 Pour la dérivée au sens de Caputo-Hadamard
On a :

k
1
CH no CH na
D%y, =CH Doy, = > bik(yi —yio1) = f(t
o+ Yk k= T2 —a) 2 ik (Yi = yie1) = f(tr),

tk 11—« tk 11—«
bir=1; 1 — [ log — .
s ((g ) ()

La formule (4.7) est équivalente & la suivante :

tq

bk br—1k — bk k b1k — bk b1k
] ) Py : ’ _ ] = f(t.).
et e e T N ire s T e —ay e /()
Sik=1ona:
CHDgyl = f(t1>7
(i.e)
1
—  (bia(yi— ) = f(t
avec
11—« 11—«
1 t
bi1=t log — — (| log —
1,1 1<<Ogt0> (Ogt1> >>
h 17&
=1 <logchL ) cart; = a + ih.
a
Sik=2ona:
CHDng = f(tQ)v
(i.e)
bi2(y1 —yo) +b22(y2 — y1) = hL(2 — a) f(t2),
avec
11—« 11—«
to to
bio =t log = — | log =
1,2 1<<Ogt0> <Ogt1> )7
o (1og (@20 1‘“_10 a+2n\1
0 8 5 a+h
et
11—« 11—«
to to
boo =ty | (log=2) —(log2=
2,2 2<<Ogt1> <Ogt2> )»
a—+ 2h
=19 (1 .
2 <og a+h >
Donc
B hT(2 — a) f(tn) — bie(yr — yo) — b2 k(v — 1) — -+ — be—1 k(Yk—1 — Yr—2)
Yk = Ykb—1 T

bk

(4.7)



Exemple 4.3.

On prend comme exemple I'equation ci-dessous qui a la solution exacte

t
y(t) = logg pour t € [1,2] avec 0 < o < 1[4]

D y(t) = m(logt)lfa-
Alors i
1 1
CH o -«
D = — bz i — Yi—1) = ————~ logt .
Pour k=1 on a 1
—} — =—— (logt;)™@
T —ay W~ o) = gy lest) ™,
donc
h(logty)' ™
Y1 = ——— + Yo,
b1
avec

t 11—«
bi1=1t <log t;) =t1 (log(1 +h)'™™  (cart; = a+ih).

Pour k=2ona

1

N b — b — _ 1 t 11—«

hr(z _ a) ( 1,2(y1 yO) + 2,2(y2 yl)) F(Q — Oé) ( og 2) ,
alors

h(logta) =@ — b _
Yo = (log t2) 12(¥1 — Yo) .
bo 2
avec
l1-« 11—«
to t
bia=t log = — [ log =
b 1<<Ogto) <Ogt1> )
- 1+2r\17®
=t [log(1+2n)1 —1
1<0g(+ ) g<1+h> )
et X 1
t2) a+2n\\ ¢
)
D’aprés on trouve
_ h(lOg tn)l_a - bLk(yl - yO) - b2,k:(y2 - yl) — e — bn—l,k(ynfl — yn72)
n bn

avec

On calcule erreur suivante

erreur = sup |y(xi) — Yezacte(Ti)|
xiE[O,l]

ol y est la solution calculé avec notre méthode et yepacte €st la solution exacte.

+ Yn—1,



Dans le tableau , on présente cette erreur en fonction de « et pour différent maillage(n diffé-

rent) ;
ac|0,1]
nombre n = 50 n = 100 n = 200 n = 500 n = 1000 n = 2000
des points
erreur 5.076 x 1073 | 2.518 x 1073 | 1.254 x 1073 | 5 x 107* | 2.501 x 1073 | 1.250 x 10~*

TABLE 4.3 — L’erreur entre la solution calculé et la solution exacte pour la dérivée de Caputo-Hadamard

On remarque que 'erreur approche vers zero pour les differents o quand on raffine notre maillage.
Dans la figure (4.3)), on a tracé notre solution y et la solution exacte pour different a et pour n = 2000

04 La solution y et la solution exacte avec a=0.1

(U]
= = solution exacte

La solution y et la solution exacte avec a=0.4

JE——
solution exacte

La solution y et la solution exacte avec a=0.7

U]
olution exacte

04 La solution y et la solution exacte avec a=0.2

_
= = solution exacte

La solution y et la solution exacte avec a=0.5

JE———
solution exacte

La solution y et la solution exacte avec a=0.8

U]
solution exacte

La solution y et la solution exacte avec =0.3

U]
= = solution exacte

0.4

05

06

07

08

0.9

La solution y et la solution exacte avec a=0.6

)

olution exacte

La solution y et la solution exacte avec a=0.9

0
solution exacte

FIGURE 4.3 — la fonction y et la solution exacte pour la dérivée de Caputo-Hadamard tqa € [0,1] et

n = 2000



4.4 Pour la dérivée au sens de Caputo-Katugampola

1aa 1 k—

Dy, = Z P(yie1 — ;) = f(tr)- (4.9)

La formule (4.9) est égale a :

hl—a a—1 o
F(275a) [bo,}f(y —y0) + 070 (Y2 —y1) + - 0 (k-1 — yk—2) 007 (k — yk—1) | = f(tr).
avec (1-p)
o ty " N . _ .
b= (k=) = (k= -1 k=1,...n j=0,..k
’ ti+1 — 1
Sik=1lona: . L
hl—o o=
C no,p _ _
D = ——— ) — = f(t
alors
_TP2—-a)f(t) y
hl—apl—abg"vf 0
avec
Iz t(()l_p) 1 1
by = 0 (B — (B—1)'9).
0= (= k=)
Sik=2on a
C rap hl—apa—l ap ap
D ¥y m (bo,z (y1 — o) + b5 (y2 — y1)> = f(t2),
alors T2 - a)
b2 (1 = yo) + 005 (y2 — 1) = 5= ap 7 f(ta),
d’ou pop
_T@=-a)f(ts) 002
gy gt
avec
P t((Jl_p) 1 1
ba, — kf —o k _ 1 —Q
0,2 tl _ tO ( ( ) ) ’
et
t(l_p)
g = (k- 1) (k- 2)9).
’ to — 11
Donc

D2 —a)f(tre) ok —90) + 057 (2 —y1) + - + 57 (-1 — Y2)
Ye = 77= 17050 a.p + Yr—1-
hi=epa=tbp "y ), bp i

Exemple 4.4.

On considére la fonction y(t) = t* sur I'intervalle [1,2], 0 < a < 1 on a ’équation suivante [4] :

(67

p

“DPy(t) = m(tp -1)

Alors

hlaa 1 k= a

Z (Yj+1 = y5) = ﬁ@i — 1)t

CD1+ y( ) CDZéfyn+1



Pour k=1 on a

hl—apoz—l poz
= bO‘7p _ :7.[:,0_1 11—«
F(Z — a) 0,1 (yl yO) F(Q — a)( 1 ) )
alors ( ) )1
_op(tp—1) e
Y= W + Yo-
Pour k=2 on a
hl—apa—l poc
pp o peP . — 1 -
T2-a) [ 0.2 (Y1 — o) + 015 (y2 — y1) T2—a) a)( =179,
donc . o
G L P
v = Chimag g Tty
Alors
hl—apa—l pa(ta o 1)1—(1
m[b&f(yl - yO) + bi}f(m - yl) +- bzh_pzk(ykfl - yk*Z) + b:f17k<yk - yk—l)] = FE€2 — a) )
d’ou
Cop(th =Dt oy —yo) + 01 (Y2 = y1) + o+ by (Yn—1 — Yn—2)
Yn = pl—apdr - poP + Yn—1,
n—1,n n—1,n
avec
t(l_p)
b = tjit (k=)' = (k—7-D") k=1,...,n, j=0,..k
J+1 7Y

On calcule l'erreur suivante
erreur = sup |y(;) — Yeacte(T:)|
z;€[0,1]

ol y est la solution calculé avec notre méthode et yeracte €st la solution exacte.
Dans le tableau @, on présente cette erreur en fonction de « et pour différent maillage(n différent)
et différent p;

nombre des n = 500 n = 1000 n = 2000 n = 500 n = 1000 n = 2000
points

erreur avec || 1.121 x 1074 | 5.608 x 1075 | 2.804 x 10~° || 1.027 x 10~% | 5.137 x 107° | 2.568 x 10~°
a=0.1

erreur avec || 1.121 x 10~% | 5.608 x 1075 | 2.804 x 10~° || 1.027 x 10~* | 5.137 x 107° | 2.568 x 10~°
a=0.2

erreur avec || 1.121 x 1074 | 5.608 x 1075 | 2.804 x 10~° || 1.027 x 10~* | 5.137 x 107° | 2.568 x 10~°
a=0.3

erreur avec || 1.121 x 1074 | 5.608 x 1075 | 2.804 x 10~* || 1.027 x 10~* | 5.137 x 1072 | 2.568 x 10~°
a=04

erreur avec || 1.121 x 1074 | 5.608 x 1075 | 2.804 x 10~° || 1.027 x 10~% | 5.137 x 1072 | 2.568 x 10~°
a=20.>5




p=14 p=16
nombre des n = 500 n = 1000 n = 2000 n = 500 n = 1000 n = 2000
points
erreur avec || 4.544 x 1074 | 2272 x 1074 | 1.136 x 10~% || 8.449 x 10~% | 4.224 x 10~ | 2.112 x 10~*
a=20.>5
erreur avec || 4.544 x 1074 | 2.272 x 1074 | 1.136 x 1074 || 8.449 x 10~* | 4.224 x 10~ | 2.112 x 1074
a=0.6
erreur avec || 4.544 x 1074 | 2.272 x 1074 | 1.136 x 1074 || 8.449 x 10~* | 4.224 x 10~ | 2.112 x 1074
a=0.7
erreur avec || 4.544 x 1074 | 2272 x 1074 | 1.136 x 1074 || 8.449 x 10~* | 4.224 x 107% | 2.112 x 1074
a=0.8
erreur avec || 4.544 x 1074 | 2272 x 1074 | 1.136 x 1074 || 8.449 x 107% | 4.224 x 10~% | 2.112 x 10~*

a=20.9

TABLE 4.4 — L’erreur entre la solution calculé et la solution exacte pour la dérivée de
Caputo-Katugampola

On remarque que 'erreur approche vers zero pour les differents a quand on raffine notre maillage.




Dans la figure
et pour n = 2000

, on a tracé notre solution y et la solution exacte pour different «, different p

La solution y et la solution exacte avec =0.1 et p=1.6 La solution y et la solution exacte avec =0.2 et p=1.6 La solution y et la solution exacte avec =0.3 et p=1.4

35 35 28
— )
= = solution exacte = = solution exacte
3 3 24
22
25 25
2
18
2 2
16
15 15 14
12
1 . . . . 1 . . . . 1 . . . .
1 1.2 14 1.6 18 2 1 1.2 14 1.6 18 2 1 1.2 14 1.8 18 2
t t t
" La solution y et la solution exacte avec a=0.4 et p=1.4 18 La solution y et la solution exacte avec a=0.5 et p=0.8 1 La solution y et la solution exacte avec a=0.6 et p=0.8
§ . T 4 T
24 1681 16+
22
157 15+
2
141 14+
1.8
137 137
16
121 127
14 2 2
12 11r -
1 1 - 1 -
1 12 14 16 18 2 1 12 14 16 18 2 1 12 14 16 18 2
t t t
%5 La solution y et la solution exacte avec =0.7 et p=1.6 %5 La solution y et la solution exacte avec =0.8 et p=0.3 125 La solution y et la solution exacte avec «=0.9 et p=0.3
. T T ¥ T . T T
3 1.2+
25 1 145~
2 1 11+
1.5 1 1.05 -
1 . .

FIGURE 4.4 — la fonction y et la solution exacte pour la dérivée de Caputo-Katugampola tq o € [0, 1]
et n = 2000



4.5 Pour la dérivée au sens de Grinwald-Letnikov

Exemple 4.5.

On considére ’équation différentielle fractionnaire suivante [11] :

I'd+a) ..
oL pay(p) = TAE W | ore ), w0
y(0) = 0.
avec 0 < a< 1,0t < T.
Sa solution exacte est : y(t) = 37,
On a
y(wo)(ts — o)
gy, = W gy
y(zo)(ti —x0) ™ | <" F4+a)s  sia
= . = 34+t
M= S = T Dy

Pouri=1o0na

y(o)(t1 — wo) ™
“'Dgyr = (o) ) + ) a1k

(
I'l—a) poard '
zo)(t1 — xg)™ ¢ I'd + «
= u 012((11_ a)o) +a10y0 + a1,1y1 + ...+ a1pYn = (G)t? + t?*a -1,
alors I ) ( -
)3 .3 t— o)~
(1 + (11,1)?/1 + .o+ a1nyYn = Ttl + t1+a - <F(1—o¢) + CLO,1> Yo,
donc -
+ o

(I4+a1)y1 + ... + a1pYn = (6)15‘;’ + t‘;’“‘, car yo = 0,

avec .
t1 —xo) ¢
ail = (iimg)a)’ arr =0 pour k=2.n.

Pour i =2 on a

n
I'4+ «
“ED3ys = Z a2 kYk = 2,090 + a2,1Y1 + a22y2 + ... + a2nYn = (6)753 +t5t —
k=0
alors r )
+ o
a2,0y0 + az1y1 + (L + az22)y2 + ... + agnyn = Ttg +157,
avec
(tQ — wo)lfa — 2(t2 — 561)170‘ (tz — xl)lfa
a = , @ —_ 7
>l A2 — o) 27 Thr(2 — a)
azy =0 pour k= 3..n.
De méme maniére on trouve que :
I'(4
SR
1+(Ll71 0 0 0 Y1 F(4i )
«
a1 1+ a2 0 0 Y2 Tt% + t§+a
Gn,1 Qn,2 an3 ... 1+ Qnpn Yn T(4 .
( + Oé) ti ti—&-oa




avec
(ti _ xl)l—a _ (ti _ xo)l—a

0 = = 1.
0 W2 — a) =
a e = (t1 — xo) '™ S (ta — wo)' ™ — 2(tg — 1)~
b A2 —a) 2 W2 — o)
o _ (tz' — .%'0)170[ — 2(t7; — .7}1)17& + (tz‘ — xg)lfa i—3.n
s (2 — ) A
“ _ (tg — xl)l_a a _ (t3 — xl)l_a — 2(t3 — xg)l_a
22 hh2—a) %7 hL(2 — ) ’
wo = (t; — 1)t 7 = 2(t; — )17 4 (t; — 23) 17 .
»2 (2 — ) e
(tr — xp_1)' ™ (thg1 — 2p—1)' ™ = 2(tpqr — )
ak k m, Ak+1,k = (2= a) k=3.n—3
t: — _ 17(1_2 t: — 11—« t: — 11—«
ain _ (ti— ) (hzr(2$k) ) + (i — Tpy1) k=3.n-_3i=k+i2.n
-«
a _ (tn—2 - xn—3)lia a _ (tn—l - xn—Z)lia a _ (tn - «xn—l)lia
m—2n-2 WR2—a) bt Rr(2—a) ™" hT(2 — )
o (tn—l - mn—S)l_a - 2(tn—1 - xn—?)l_a o _2(tn - xn—l)l_a + (tn - xn—?)l_a
an—l,n—2 — hF(Q _ Oé) ,anm_l = hF(Q — a) ,
B A T A
e (2 —a) !
I'4
B(i) = (GJFO‘)zﬁ +3T i=1.n

On va résoudre le systéme Ay = B avec des méthodes de résolutions. On calcule I'erreur suivante

erreur = sup |Y(;) — Yezacte(Ti)|
z;€[0,1]

ol y est la solution calculé avec notre méthode et yerqcte €st la solution exacte.
Dans le tableau (4.5]), on présente cette erreur en fonction de « et pour différent maillage(n différent) ;



nombre des n = 50 n = 100 n = 200 n = 500 n = 1000 n = 2000
points

erreur avec || 8.636 x 107° | 2.515 x 1075 | 7.241 x 107° | 1.376 x 107 | 3.888 x 107 | 1.091 x 10~7
a=0.1

erreur avec || 2.567 x 107% | 7.843 x 107° | 2.368 x 1075 | 4.802 x 1076 | 1.425 x 1076 | 4.208 x 10~ 7
a=0.2

erreur avec || 5.781 x 107% | 1.864 x 10~* | 5.936 x 107° | 1.294 x 1075 | 4.063 x 1076 | 1.27 x 106
a=0.3

erreur avec || 1.163 x 1072 | 3.969 x 1073 | 1.34 x 10~% | 3.164 x 107° | 1.056 x 10~° | 3.516 x 106
a=04

erreur avec || 2.197 x 1073 | 7.964 x 10~% | 2.862 x 10~* | 7.346 x 107° | 2.615 x 10~° | 9.293 x 106
a=0.5

erreur avec || 3.974 x 1073 | 1.534 x 1073 | 5.88 x 10~% | 1.645 x 1074 | 6.262 x 10~° | 2.379 x 10~
a=0.6

erreur avec || 6.951 x 1072 | 2.861 x 1073 | 1.171 x 1073 | 3.581 x 1074 | 1.458 x 104 | 5.931 x 10~°
a=0.7

erreur avec || 1.181 x 1072 | 5.190 x 1073 | 2.271 x 1073 | 7.593 x 10~% | 3.31 x 10~% | 1.442 x 10~*
a=0.8

erreur avec || 1.958 x 1072 | 9.181 x 1073 | 4.294 x 1073 | 1.57 x 1073 | 7.332 x 10% | 3.422 x 10~*

a=20.9

TABLE 4.5 — L’erreur entre la solution calculé et la solution exacte pour la dérivée de Griinwald-Letnikov

On remarque que 'erreur approche vers zero pour les differents o quand on raffine notre maillage.
Dans la figure (4.5)), on a tracé notre solution y et la solution exacte pour different v et pour n = 2000




La solution y et la solution exacte avec a=0.1

W
= solution exacte
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La solution y et la solution exacte avec a=0.4

La solution y et la solution exacte avec a=0.7

FIGURE 4.5 — la fonction y et la solution exacte pour la dérivée de Griinwald-Letnikov tq « € [0, 1] et

n = 2000

La solution y et la solution exacte avec a=0.2
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La solution y et la solution exacte avec a=0.5

La solution y et la solution exacte avec a=0.8

La solution y et la solution exacte avec ¢=0.3

0.8
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02

La solution y et la solution exacte avec a=0.6




Conclusion

Dans ce mémoire nous avons présenté les approximations des dérivées frac-
tionnaires par la méthode des différences finis. Les étapes de notre recherche ont
été les suivantes : D’abord, nous avons désigné les fonctions et les définitions
principales dans notre mémoire. D’une autre part, nous avons identifié quelques
dérivées et intégrales fractionnaires. En suite, nous sommes entrées dans le cceur
de notre théme en définissant le principe de la méthode des différences finis et
nous avons donnée les approximations des dérivées fractionnaires mentionnées au
chapitre deux par cette méthode. Finalement, nous avons soutenu nos recherches
avec des exemples résolus, tout cela pour montrer que la méthode des différences
finis est I'une des nombreuses méthodes numériques qui permettent de calculer la
solution approchée d’'une équation différentielle fractionnaire et on a remarqué la
convergence de la méthodes pour les différents dérivées fractionnaires.
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