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INTRODUCTION

Le concept de nombres et de ensembles flous a été introduit par Zadeh
|7]. Depuis lors, plusieurs auteurs ont étudié les propriétés et les applications
proposées cette théorie.

L’une des principales applications du concept flous est le traitement de systémes
qui apparaissent dans divers domaines tels que 1’économie, 'ingénierie et la
physique se résument a la résolution d’un systéme linéaire d’équations. Les
nombres flous sont utilisés dans les statistiques, la programmation informatique,
I'ingénierie (en particulier les communications) et la science expérimentale.
Le concept prend en compte le fait que tous les phénoménes dans 'univers
physique ont un degré d’incertitude inhérente.

En général, les opérations arithmétiques sur les nombres flous peuvent
étre approchées soit par l'utilisation directe de la fonction d’appartenance
(par le principe d’extension de Zadeh), soit par I'utilisation équivalente de la
représentation a-coupure.

Le but de ce mémoire portera sur 1’éclaircissement de certaines approches
dans la recherche des solutions pour divers problémes différentiels a savoir des
problémes aux limites et des problémes a valeurs initiales et tout ce travail
se fait dans le concept de la théorie floue.

Ce mémoire se compose de sept chapitres :

Dans Le premier chapitre nous avons rassemblé des notions préliminaires
consternants le concept de la théorie floue (ensembles flous, fonctions
multivoques floues et quelques théorémes et définitions concernant
'axe des réels flous...)et en fin nous avons présenté des théorémes du
point fixe.



Dans le deuxiéme chapitre On examine des problémes aux limites
flous ;ce chapitre se compose de deux parties.

La premiére partie est consacrée aux solutions floues pour les problémes
aux limites & valeurs initiales multi-points associés aux équations différentielles
du second ordre. Elle est composée de deux sections.

Dans la premiére section nous noussommes intéresse aux probléme
a valeurs initiales & trois points :

{ 3/”<t) = f(t>y(t)) te [O’ 1] (1)
y(0) =0 y(n) =y(1)
ol £" est un ensemble semi continu supérieurement, convexe, normal
et la fonction :
f:J x E"™— E" Continue, n €]0, 1]
Dans la deuxiéme section on examine les problémes a valeurs initiales
4 quatre points :

{ y”<t) = f(tv y(t))v te [07 1] (2)
y(0) =y'(n), y(1)=y(7)

ou f et n comme dans le probléme (1) et 7 € [0,1] f: J x E™ — E"
continue 7 € [0, 1]

La deuxiéme partie est consacrée aux problémes aux limites avec
des conditions intégrales

y"(t) = f(t,y(t)), pour tout t € [0,1], (3)

y(0) — iy (0) = / i (y(s) s, (4)

y(1) + kay' (1) = / ha(y(s))ds, (5)

avec f : [0,1] x E™ — E™ est une fonction continue, et E™ est un
ensemble semi continu supérieurement, convexe, normal, flou avec «
niveau.

Dans troisiéme chapitre on examinera les solutions floues pour les
Problémes a valeurs initiales reliés aux équations différentielles impulsives



. Ce chapitre se compose de deux sections.
Dans la premiére section nous noussommes intéressé aux solutions

floues pour les problémes a valeurs initiales reliés aux équations différentielles
impulsives du premier ordre

y'(t) = f(ty(t), teJ=[0,T], t#tx, k=1,....,m, (6)

y(ty) = L(y(t)), k=1,....m, (7)

y(0) =a € E", (8)

ol E" est ’ensemble des nombres réels flous est f : J x E™ — E™ I} :
E™ — E™ avec k = 1,...,m sont des fonctions données t; = 0 <

t<...<ty <tm =T, acE" et y(t;) et y(t)représentent
les limites & droite et & gauche de y(t) a t = t; respectivement.

textttDans la deuxiéme section nous donnons le résultat de ’existence
des solutions pour les problémes & valeurs initiales reliés aux équations
différentielles impulsives du second ordre

y'(t) = f(ty(t), teJ=[0,T], t#ty, k=1,....,m, (9)

y(th) = Lu(y(ty)), k=1,....m, (10)
y(t5) =Iyty)), k=1....m, (11)
oit f, I, et n comme dans le probléme du premier ordre, I, : E" — E™

et be E" .

Dans le quatriéme chapitre on examinera ’approche qui s’articule
sur les ensembles & niveaux et sur les inclusions différentielles .
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Chapitre 1

Concept de la théorie floue

1.1 Généralités

C’était en 1965 que la notion d’ensemble flou était introduite par
Zadeh [7].

Degré d’appartenance : l'idée d’appartenance d’un élément a un
ensemble est généralisée par I'introduction de I'idée du degré d’appartenance.

Argument de base développe par Zadeh : Soit X un ensemble,les
parties usuelles de X (A C X)) sont identifiées & partir de leurs fonctions
caractéristiques correspondantes X4 tel que :

(x € A respectivement © ¢ A) <= (Xa(z) = 1 respectivement X (z) = 0).

Définition 1.1 Zadeh appelle ensemble flou en X toute fonction :
u: X —[0,1]

de cette maniére on donne le degré d’appartenance d’un point x de X
par u(zx) € [0, 1].

Manifestement ce concept constitue une extension de l’idée habituelle

(18])-
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Pour le rendre opérationnel, il est nécessaire d’étendre les définitions
et les opérations usuelles telles que (complémentarité, union, intersection....etc).

Considérons les ensembles flous u : X — [0,1] o X est un espace
topologique (souvent R™).

En premier lieu, remarquons que tout ensemble flou peut étre identifié
avec une famille (non dénombrable) d’ensembles standards qui remplissent
certaines propriétés.

Définition 1.2 Soit l'ensemble flou :u : R® — [0,1] pour chaque

a €]0,1[ on note :

[u]* = Lou = {z € R" : u(z) > o, a €]0, 1]},
[u]* est I’ensemble de niveau c.
Définition 1.3 On définit le support de u par
Lou = supp(u) = {z € X : u(z) # 0}.

Conséquence : Pour 0 < a<bona: Lyu D L,u 2D Lyu i.e.

[ul® € [u* € [ul’.
De cette maniére, I'ensemble flou u : X — [0, 1] on peut lui associer la

famille Lou, o € [0, 1] et réciproquement nous avons le résultat suivant
du & Nagoita et Ralescu.

Théoréme 1.1 [5] Soit X une espace topologique et soit {M,,a € [0,1]}

une famille de parties de X vérifiant les propriétés suivantes :
1) MycC X

2) sia<b, on a M,C M,

3) si0<ag << <let lim o, = a,avec
n—-4o00

My = (] Ma,.
n=1
Alors il existe un unique ensemble flou v : X — [0,1] tel que
M, = Lau pour chaque o € [0, 1]
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Remarque 1.1 On observe que, si u : X — [0,1] est un ensemble
standard i.e. uw = X4 pour une partie de X, alors, la famille Lou, o €
0, 1]est la suivante :

A sta=10
Lou=
A si 0<a<l.

Notation : Notons par K (R"™) la famille des ensembles compacts non
vides de R" ou de (X)

KR"Y)Y={ACR": A#0et A compact}.

L’extension adéquate dans le contexte flou de K(R™) est la famille
E(R™) des compacts flous non vides de R™.
Définition 1.4 E(R") est la famille des ensembles flous u : R" —
[0,1] qui vérifient les propriétés suivantes :

1) u est s.c.s (semi continu supérieurement).
2) Lo(u) est un compact.

3) L’ensemble Ly = {x € R" : u(x) = 1} est non vide.

i.e; u est normal : 3z € R™ telle que u(x) = 1.
Résultat : Etant donné un ensemble flou u : R® — [0,1], facile de
voir I’équivalence suivante

u € E(R") & Lo (u) € K(R"),

pour tout a € [0, 1].
Remarque 1.2 Cette caractérisation est essentielle pour aborder les
questions mentionnées dans la suite de ce travaal.

Notons par K¢(R") le sous ensemble de K(R"™) formé des compacts
convexes non vides de R"

K.(R") ={A € R": A#0,compact et convexe}.

Nous indiquons d’abord la généralisation dans le contexte flou de K .(R™).



1.1 Généralités 9

Définition 1.5 L’ensemble flou u : R" — [0,1] est dit conveze flou
ET

Vr,y € R" VYA€ [0,1], ona:
w4+ (1= N)y) > min{u(z), u(y)}

Autre meut dit :

(u est convexe flou) <= (Lq(u) est convexe pour chaque o € [0, 1]).

Posons maintenant E.(R™) = {u € E(R") : u est conveze flou}, donc
K. (R™") < E.(R™) vue l'inclusion canonique A — X 4
d’autre part :

u € E.(R") < L,(u) € K.(R") Va € [0,1],

Uensemble E.(R™) peut étre muni d’une structure d’espace vectoriel en
posant :

(w1 @ us)(7) = sup. min{uy (), uz(2) }

pour uy, uy € E.(R™)
@ u)(z) = u<§) siA£0 et A®u)(z) = Xoy(x) si A=0
pour chaque u € E.(R™).

bien qu’a la premiére vue,ces opérations apparaissent élranges,elles
sont completement naturelles si nous pensions en termes d’ensembles
a nweaux. En effet la définition précédente de la somme nous permet
d’écrire :

La(ul (&) 'LLQ) = La(ul) -+ La(UQ), Vul,ug c Ec(Rn>

et pour chaque o € [0, 1]
et pour le produit on obtient :

Lo(A®u) = ALo(u), VA€ E(R").
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Remarque 1.3 Il ya une outre maniére équivalente pour définir la
somme dans E.(R™) ¢’est a partir de la convolution inférieure d’analyse
conveze (pour la démonstration on peut consulter [9,4]).

On définit une structure sur E.(R™) en posant :

doo (U1, u2) = sup Hy(La(u1), La(usg))

a>0

= (S;ilg H([ur]®, [ug]®)

donc

R" — (K(R,), Hy) — (E(R"),dw)

des injections continues.On note

E" ={u:R" — [0,1], tel que u vérifie (i) — —(iv)}

i) u est normal i,e ;Axy € R™ tel que u(xy) =1
ii) u est convexe flou , alorsVr,y e R" et 0 < A <1

w(Az + (1= A)y) = min{u(x), u(y)}

iii) w est semi continuité supérieurement (s.c.s)

w) [u]® = {x € Rmu(x) > 0} est compact ,
et pour 0 < X <1, on note [u]* = {z € R"u(z) > a},

Pensemble [u]* € E.(R™).

1.2 Principe d’extension de Zadeh

Soit g : R™ x R™ — R™une fonction, par le principe d’extension de
Zadeh On peut I’ étendre g & E™ x E® — E™ par la fonction définie
par
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g(u,u)(z) = sup min{u(x),u(z)},

z2=g(z,Z)

et il est trés connu que

lg(u,@)]* = ([u]*, [a]¥) Vu,u e E" et 0 < a < 1 et g est continue.
Pour 'addition et la multiplication par un scalaire on a

[u+a]* = [u]* + [@]*; [Ku|* = K[u]®.

Définition 1.6 Soit A, B deux sous ensembles fermés non vides de
R™, la distance entre A et B est définie par la métrique d’Hausdorff :

Hy(A, B) = max{supd(a, B),supd(A,b)}.

acA aeB

La métrique supérieure du, elle est définie sur E™"par

doo(u,@w) = sup Hy([u]®, [a]*), Vu,u € E".

0<a<l

(E", d) est un espace métrique complet et Vu,v € E" et A € R on a

doo (U + w, v + w) = do(u,v),
Définition 1.7 L’élément 0 € E" est défini par

A 1 x =0
0(x) = e
0 st x # 0.

Conséquence : (E", d.,) peut étre injecté isométriquement comme un
cone dans ’espace de Banach X c’est a dire une injection j : E» — X
définie par :

ju) =< u,0 >, ouu € E", avec|| < u,v > ||x = doo(u,v) pour u,v € E".

Pour cela ,en particulier,

lullx = || < w,0> |x = doo(u,0),  pour u € E".
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Définition 1.8 La métrique supérieure Hy dans C'(J, E") définie par :
Hy(w, W) = doo(w(t), w(t))
a partir de j - E" — C' C X on peut définir application

J:C(J,E") — C(J,X) par :

[Jz](t) = j(x(t)) = ja(t) pour t € [0,1];
Ici x € C(J,E™) notons que si x € C(J,E") et ty,t; € [0,1], alors, par
définition de j nous ourons :

I[T2](t) = Jz](to)llc(o.u,x) = g [ T2(t) = Ja(to) | = doo(2(t), 2(t0)),

de plus il est simple de vérifier que :
J:C(J,E") — J(C(J,E"))

est un homéomorphisme .
Preuve :J est continue : soit z,,n € N,z € C(J,E") telle que :

Hi(zp,z) = sup de(x,(t),z(t)) — 0 quand n — o0,

te(0,1]
et _ B
|Jz, — Jz|| = sup ||[Jx,(t) — Jx(t)]]
te€(0,1]
= sup doo(x,(t),z(t)) — 0
te(0,1]

quand n — +00 et ainsi J est continue.

7" est continue : soit yn € J(C([0,1],E™)),y € J(C(]0,1],E"™)) avec
1y —yllesx) — 0 quand n — +o0, alors il existe x,, z € C(J,E")
avec Jx, =y, et y = Jx et ceci :

Hi(T yn,d y) = SUDyefo 1) doo (] (), Ty (1)
SUD;e(0,1] Do (Yn (1), Y(t))

SUP;e(o1) 17 (Un(t)) — 5 (y () llx
= supyepo 1Yn(t) —y(@)llx — 0

quand n — +oo . Alors y,(t) = jz(t) d’ott j ~! est continue.
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1.3 Fonctions multivoques floues

1.3.1 Multi-fonction :

Soient X, Y deux ensembles. Désignons par P(Y") la famille des parties
non vides de Y .
Définition 1.9 a) Une multi-application F de X dans Y est une

application de X dans P(Y').

b) Le sous ensemble Dom(F) = {x € X/F(x) # 0} est appelé domaine
de F'.
Si A C X, on note par F(A) = U{F(z)/x € A} .

¢) Le graphe de la multi-application est ’ensemble :
Gra(F)={(z,y) € X xY :y € F(x)}.
d) L’image de F est le sous ensemble de Y donnée par : F(X) =

U{F(x)/z € X}.

1.3.2 Multi-fonction floue

Définition 1.10 Soit A C R"™ un ensemble non vide, on appelle
fonction multivoque floue toute application :

H:R"> A—s ER").

Définition 1.11 a) On dit que H : R" — E(R"™) est une multi-
fonction lipshitz continue si :

Iy > 0 tel que doo(H (z), H(2)) < v||lx — 2||Vz,y € R".

b) Le multi fonction H est une contraction si elle vérifie la propriété

précédente avec un certain vy de [0, 1] .
¢) On dit que x est un point fize de H si Xy € H(x).

Le théoreme suivant est la version floue du théoréeme de Nadler.
Théoréme 1.2 [5] Soit H : R* — E(R™) une contraction floue
alors H posséde au moins un point five .
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Définition 1.12 Soit (0, %, 1) un espace mesuré complet et soit H :
Q — E(R™) une multifonction floue.

On dit que H est mesurable si la multi-fonction H, : w — k(R")
définie par

H,(w) = Ly [H(w)]; Vw € Q est mesurable pour chaque a € [0, 1].

On dit que H est délimite intégralement si chaque H, [’est.
Théoréme 1.3 [5] Soit (2, %, i) un espace mesuré complet et soit H :
Q — E(R™) une multifonction mesurable et délimité intégralement.
Alors il eziste un unique ensemble flou v € E(R™) avec la propriété
suivante :

Lou = / H,dp  Yae[0,1].
Q

L’ensemble u est par définition intégrale de la multi-fonction floue

H et est notée par
/ Hdypu.
Q

Avec cette définition de l'intégrale d’une multi-fonction floue réunie
avec des condiltions convenables, on obtient que :

/ Hdu € E.(R").
Q

En effet, comme conséquence immédiate des propriété de l'intégrale
Aumann [10], les ensemble & niveaux Lo[ [ Hdu] sont tous compact
et convexes. D’autre part, il n’est pas difficile de vérifier que l'intégrale
multivoque floue est linéaire dans le sens suivant :

La |:/(H1@H2)d,u:| ILa/Hldu+/H2,
Q Q Q
Ly, [/A@Hd,u] :)\La/Hd,u.
Q Q

Pour plus de détails sur les propriétés de cette intégrale, on peut
consulter les références [9] et [A].
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1.4 Axe des réels flous

On note par Ry la classe des sous ensembles flous de I'axe réel i.e
I’ensemble :

{u:R —[0,1] : u satisfait (i) — (iv)}.

(1) Yu € Rp, u est normal i.e il existe zg € R tel que u(zg) = 1.
(17) Yu € Rp, u est un ensemble convexe floue i.e.

u(ter + (1 —t)y) > min{u(z),u(y)}; vt € [0,1],Vz,y € R.

(ili) Vu € Rp, u est semi-continu supérieurement .
(iv) {x € Ru(z) > 0} est compact ou A désigne la fermeture de A.
e Ry est 'espace des nombres réels flous.
o RCRp,R={Xp : 2 est un reel usuel}.
Un nombre flou ou (intervalle) est complétement déterminé par la

paire u = (u~,u") des fonctions ut,u~ : [0,1] — R, définissent
les points limites dans les a-coupures satisfaisant les trois conditions
suivantes :

(1) u= : @« — u;, € R est bornée, monotone croissante continue a

gauche Vo €]0, 1] et continue a droite pour o = 0.

(i1) u™ : @ — ul € R est bornée, monotone décroissante continue a
gauche VYo €]0, 1] et continue a droite pour o = 0.

(i13) u; <ul,Va €[0,1].
Si u] < u] nous avons un intervalle, et si u; = u] nous avons un
nombre flou En raison de simplicité nous considérons les nombres
flous comme intervalles flous.

1.4.1 Notations

Nous avons les notation suivantes :

1) up = [ug,ul] telle que a € [0,1] désigne explicitement les a-
coupures de u. avec :
u, est la coupure inférieure et u}! est la coupure supérieure.

2) Un nombre trapézoidal et noté par :u =< a,b,c,d > dont les a-
coupures sont :

Uy = [a+ a(b—a),d — a(d — ).
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3) Un nombre triangulaire flou est noté par u =< a,b,c > dont les
a-coupures :

Uy = [a+ a(b—a),c— alc—D)].

1.4.2 Notation de calcul de base dans Ry

Les opérations arithmétique pour deux nombre flous :
soit u = (u™,u"),v = (v",v") sont définis en termes des a-coupures
pour o € [0,1] :
e Addition :
(utv)a = [ug + v, ug + 03]

Multiplication par un scalaire : étant donné k € R,

(Ku)q = [min{Ku,, Ku}}, mar{Ku_, Kul}].

e Soustraction :
(U —v)a = [u, — vy, ug — 0]
e Multiplication :
(uv)o = [(wv)7, (uv)1].
ol
(wv)y = min{ugvy, ug vy, ugvy , ugvy },
(wv)y = maz{ugvy, ugvl, ufvy uivy}.

Division : si 0 ¢ [vy, vd ],

ol
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1.4.3 Opération sur Ry

Pour tout u,v € Rp et VA € R,u @ v et A\ ® u sont définies par :
[u@ ] = [u]" ® [o]",
AOu"=Xou",Vre|0,1].
Rappelons que
[ ® W] ={z+y: veu,yec]}

AMu]" = { Az, z € [u]"}.

1.4.4 Distance sur Ry

Soit do : Rp x Rp — RT U {0} la distance sur Rp définie par

doo(u,v) = sup maz{|ul — vl [u} —vi[};
0<r<1

uff = (o7t et (o] = [ ).

Avec u” branche inférieure, v/, branche supérieure.

1.4.5 Propriétés

Propriété 1.1 [1] La distance d, vérifie les propriétés suivantes :

(1) doo(u ® w,v ®w) = do(u,v), Yu,v,w € Rp.

(17) doo(k © u, k ®v) = |k|.doo(u,v),Vu,v,w € Rp,Vk € R.

(1i1) deo(udv,wde) < doo(u, w)+doo (v, €), Vu, v, w, e € Ry, (Rp, dy)
est un espace métrique complet.

Théoréme 1.4 [I]

(1) si on note 0 = Xy alors 0 € RoRp est I’élément neutre de @ i.e
u@@z@@u:u,‘v’ueRF.

(17) Pour tout u € Ry, posséde un inverse dans Rp pour la loi &.

(1ii) Pour tout a,b € R tel que ab > 0 et Yu € Rp on a :

(a+b)Ou=a®@udbow.

Pour a,b € R cette propriété n’est pas toujours vraie .



1.5 Théoréme de point fixe 18

(iv) YA € R et Yu,v € Rp nous avons :
AO(UBV)=AQud O .
(v) VA, u € R,Vu € Ry, on a :
AO(pev)=(Ap) ©o.
Théoréme 1.5 [I] Si on définit
j:Rp — C[0,1] x C[0,1]

u—>ju) = (u-,uy)

ot
u_,uy : [0,1] — Ryu_(r) = v’ uy(r) =u'.

Alors j(Rp) est un cone convere de sommet o dans C[0,1] x C[0, 1].
On remarque que C|0,1] x C0, 1] est un Banach avec la norme

ICF, @) = maz [ 1], lgll}-

et 7 satisfait :
(1) J(s©QudtOv) = sj(u) +tj(v).
(17) deo(u,v) =||7(u) — j(v)|| pour tout u,v € Ry et t, s > 0.

1.5 Théoréme de point fixe

Théoréme 1.6 [11] Soit X un espace absolument retracté et F
X — X une application conlinue et complétement continue, alors
F admet un point fize.

Théoréme 1.7 [13] Alternatif non linéaire de Leray-Schauder
Soient B un espace de Banach et C' un sous ensemble convexe de B.
On suppose que U est un sous-ensemble ouvert de C' avec ug € U et
T :U — C un opérateur continu et compact alors : U'un des énoncés
sutvants a lieu

1. T admet un point fixe,
2. Il existe u € OU et A € [0,1] avec u = NT'(u) + (1 — X)uy.
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Théoréme 1.8 [5 Théoréme de Schaefer

Soient X un espace de Banach et N : X — X est un opérateur
complétement continu (i.e lopérateur est continu et l'image de tout
borné B de X par l'opérateur N est un ensemble relativement compact

dans X ).
S U'ensemble

E(N)={z € X : 2= ANz, pour X € [0,1]}

est borné, alors N admet un point fixe .

Théoréme 1.9 [5 Théoréme de Banach pour les contractions
Soit E un espace de Banach, si N : E — E est une contraction alors
N admet un point fixe unique.



Chapitre 2

Problémes aux limites flous

L’étude des problémes aux limites multi-points associés aux équations
différentielles du second ordre a été initiée H’in et Moissev [12].

Au début des années 1960, Gupta [2] a étudié les problémes a trois
points associés aux équations différentielles ordinaire du second ordre
non linéaires.

Kandel et Byarr [9] ont introduit le concept des équations différentielles
floues. Un peu plus tard ce concept a eté impliqué dans les systémes
dynamiques floues .Nieto[6] a étudié le probléme le Cauchy pour les
équations différentielles floues du premier ordre.

Benchohra et al [11] ont étudié I'existence des solutions floues pour
les problémes aux limites multipoints.

Dans ce chapitre on examine 'existence de solutions pour I’équation
différentielle floue avec condition non locale.

2.1 Problémes aux limites multi-points associés
aux équations différentielles du second ordre
floues

2.1.1 Problémes aux limites a trois points

On considére le probléme aux limites suivant :

y'(t) = f(ty), te[0,1] (2.1)
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y(0) = 0, y(n) =y() (2.2)

ol £" est un ensemble semi continu superieurement, convexe, normal
et la fonction f:.J x E™ — E™ continue et n €]0, 1[.

Définition 2.1 La fonction y € C([0,1],E") est dite solution du
probleme (2.1)-(2.2) si

(1) y satisfait I’équation (2.1) pour tout t € [a, b];

(2) y vérifie la condition (2.2).

Lemme 2.1 Le probleme (2.1)-(2.2) est équivaut & l'equation integrale

n

W) = [ = srsatends + = [ n=s)tse)is
e NSO

Preuve Si u est une fonction dérivable, on a :

u(t) = /0 o (s)ds + u(0).

De méme si /() est une fonction dérivable, on a :
t
u'(t) = / u"(s)ds + u'(0).
0
A1) = £t ult)) = F().
pour u'(0) = b.
t
W (t) = / F(s,u(s))ds + b
0

d’ou, en posant u(0) = a donc

u(t):/Ot (/OTF(s)ds> dr 4 bt +a

L’intégrale double est étendue ou domaine triangulaire du plan des
variables s, T
0<s<r, 0<7<t.

On a donc le changement d’ordre des intégrations

ult) = /0 t(F(s) / t dr)ds + bt + a.
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a et b seront déterminées grace aux conditions aux limites suivantes

u(0) = 0,
u(n) = u(l),

d’ou
u(0) =0 entraine a =0

de la condition u(n) = u(1) on a

/OnF(s)(n—s)ds—i—bn:/O F(s)(1 = 8)ds + b

b(l—n):/OnF(s)(n—s)ds—/o F(s)(1 —s)ds; avecd <n < 1.

([ Fen= s [ Fea - o).

par conséquent l’expression de la solution u sera

u(t) = /0 F(s)(t—s)ds-+— /0 (1=5) F(s, y(s))ds

N

/On(n—s)F(s)ds—l t

avec les notations :

Finalement on a 'opérateur intégral

n

) = [ = sseae)s + = [ = sate)is

t 1
——— [ (t=5)f(s,y(s))ds.
1—nJo
Théoréme 2.1 Soit f : [0,1] x E™ — E™ une fonction continue
vérifie les conditions suivantes :
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(A1) Il existe une fonction continue croissante ¥ : [0, +00) — [0, +00)
et p € L(J,Ry) telle que

A ~

doo(f(t,y),0) < P(t).4(d(y,0)), pourte Jye E™

(A2) 1l existe M > 0, avec

M — (M) (1+ 1fn/01p<s>ds) >0,

tel que pour chaque t € J ’ensemble :

/0 (t — 5)f (s, y(s))ds

o [ 9seaas - [ = sy e a

est un sous ensemble de E™ totalement borné : ou
A={yeC(J,E") : ds(y(t),0) < M,t € J}.

Alors le probleme (2.1)—(2.2) posséde au moins une solution floue
dans J.
Preuve D’aprés le Lemme 1, la solution du (2.1)—(2.2) est le point
fixe de 'opérateur

N :C(J,E") = C(J,E™)

défini par :

1

/On(ﬁ—s)f(s,y(s))dS—ﬁ 0 (t—s)f (s, y(s))ds.

N(y(t)) = / (1) (s, y(s))ds 1

On pose :
A~ B= {J_y € C(J,E") 1y € C(J,E") et duo(y(t),0) < M,t € J} .

On voit que B est un sous ensemble convexe de 'espace de Banach
C(J,X); donc en particulier B est absolument rétracté.

On démontre que opérateur : N : A — A est continu et complétement
continu .
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Cette preuve se fait en trois étapes.
Etapes 1. Montrons que N(A) C A.
Soit y € A et t € [0, 1], d’aprés (Al) on aura :

DN (y(1)).0) = duo / (t — 5)f (s, y(s))ds

el RUREICEIOI
e [ st a0
</ (1~ $)dn(f (s, 4(s)), 0)ds
[ 0= s (s, 00
T Ol(ll—s)doo(f(s,y(S)),ﬁ)dS
< [ Ptue).0ts 4 1 [ POl 0ds
Fr [ PO lols), D)
< YM)(1+—) / P(s)ds
< M

donc N(A) C A.
Etape 2. L'opérateur N est continu :
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Soit y,, une suite de A telle que y,, — y élément de A dans C([0, 1], E™).

Hy (N (a0, N)(8) = H, ( / (t = )£ (5, ya(s)) ds

< [ H (6. S u(6))a
[ s, (5)))d
[ o
Ainsi que
HL (N (). N(w) < (14 ) / Hy(f (5, 9a(s), F(s,y(s)))ds.

Soit p(s) = deo(f(s,yn($))), f(s,y(s))). Puisque f est continue,on
aura :

pn(t) = 0 quand n — oo, pour t € [0, 1]
De I’hypothése (A1) nous avons
doo(f(t,yn(1)), 0) + doo (0, f (£, y(1)))

P (doo(f(t, yn(t)), 0)) + 1(doo(y(t), 0))]
2p(t)Y(M).

Donc on a grace au théoréme de la convergence dominée de Lebesgue

Pn (t)

IA A IA

1 1
lim pn(s)ds = / lim p,(s)ds =0
0 0

n—oo n—oo
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Donc :
Hi(N(yn), N(y)) = 0, quand n — oc.

Par conséquent N : A — A est continu.
Etape 3.L’opérateur N est équicontinu .
Soient Iy, 1l € [0,1],1; < Iy et soit y € A. Alors

l2
A (Ny(i), Ny(l)) = do ( / (1o — )/ (s, y(s)) ds

lo K lo !
e | o= 9ptsmtsnas = 2 [ 0= (s
= st
Lo (" Lo, [
b [ st - [ - sl atenas)

f

= ds, / (Il — 5)f (5, y(s))ds
lo

[ = 1) (s, (s))ds + / (I — 5)f (5, y(5))ds]

-~
[

w2 Lo speaeis+ 12 o= ) usds
B li:fi / <1—8>f<8’y<8>>d8—11_177 / (1= 9)]f(s,y(s))ds,
+ /Ol(h—s)f(S,y(s))derllTln On(n—s)]f(s,y(s))ds

1

1 l_l n[/o (1= 5)f(s,y(s))ds].
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Il en résulte que

doo(Ny(l2, Ny(ly)) = doo(/o1(12—ll)f(s,y(s))ds+/2(lg—s)f(s,y(s))ds

IN
o
o
ISH
~—
~
—
—
S~—
N~—
IS
)
=]
N~—
U
o)
+
O\
AH
S~
[\
|
o~
=
=
ISH
—
~
—
o
<
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\_/
N—
QU
B
=)
SN~—
I
)

IN
o~
%)

- &
=
—~
V2)
SN—
<
—~~
—~
S~—
(e}
SN—
SN—
QL
Vo)
+

o\ﬂ

=
—~
o~
%)
|
~
=
S—
—~
S~—
<
—~~
<
oS
V2)
SN—

IN

| tpewnds+ [~ e

l1 0
lh—1h

2
+ 1=

/ (s ds.

2.1.2 Problémes aux limites & quatre points

Considérons le probléme suivants

y'(t) = [f(ty), tel01]; (2.3)

y(0) = v'(m), w(1)=uy(") (2.4)

ou f et n comme dans le probléme précédent et 7 €]0, 1].

Définition 2.2 La fonction y € C*([0,1], E™) est dite solution du
probléme (2.3)-(2.4) si y satisfait 'équation (2.3) sur [0,1] et elle
vérifie la condition (2.4).

Lemme 2.2 Le probléeme (2.3)—(2.4) est équivalent a

y(t) = / (t — )f(s,y(s))ds + /"f<s,y<s>>ds

t+1
1—7

Ufsy T—sds+/fsy )(1— s)ds)| .
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Preuve

posons
u'(0) = bu'(t) = /o f(s,u(s))ds+b

et en posant u(0) = a on aura

u(t) = /OtF(s)(t — s)ds + bt + a.

{ u(0) = u'(n)
u(1) = u(r)

La premiére condition :u(0) = u'(n) s’écrit alors

t
a:/ F(s)ds +b.
0

La deuxieme condition (aux limites)

/01 F(s)(1— s)ds + b = /0 F(s)ds + br.

L [ R as [ e - s

en I’emportant dans ’expression de u

ity = [ Fe =i ([Tt [ Fo0 - i)
+/O"F(s)ds.

) = [ Fe =i+ 4 7 ([T R [ e - i)
+ /0 " F(s)ds
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en fin prenons y = u , d’ou 'opérateur

Niy(t) = / (t — )£ (s,y(s))ds + / ! F(s.y(s))ds

t+1
1—71

+ [/OT f(s,y(s) (T — s)ds + /O1 Fls,y(s))(1 = s)ds) | .

Théoréme 2.2 Soit f : [0,1] x E™ — E™ continue et vérifie les

conditions :

(A3) Il existe une fonction continue croissante v : [0, +00) — (0, 4+00)
et p e L'(J,R,). tel que

(Ag) Il existe My > 0 avec

My — (M) (3 + 137/0 pls)ds <0

telle que pour chaque t € J l’ensemble :

n

[ e=ssttenis+ [ st

0

[/OT(T — ) f(s,y(s))ds + /01(1 — S)f(S,y(S))ds} Ly A

1+4+¢
1—171

est totalement borné,ou
A ={y €C(J,E™) : duo(y(t),0) < My, t € J}.

Alors le probleme (2.8)—(2.4) admet ou moins une solution floue
sur J
Preuve On considére 'opérateur

Niy(t) = / (t — )f(s,y(s))ds + / " F (s y(s))ds

t+1

1-7 UOTf(S’y(s)(T—s)ds+/01f(s,y(s>>(1—s)ds) .
Et 'ensemble

Ay ={y €C(J,E") : dso(y(t),0) < my,t € J}
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Donc A; est un ensemble absolument rétracté et on va demontrer que

Soit y € A, alors

doo(N1(y)(£),0) =

IA

<

Nl(Al) C Al

e ([ = stsuatonds + [ sts.utspas
[ oo | - 9 su(s)is| 0)

1—7
/0 (t — $)do(f (s, y(5)), 0)ds + / "0 (f (s, y(s)), D)ds
L / (7 — $)dao( £ (5. 9(5)). 0)ds

1—7

/0 (1 - $)du(f(s,y(s)), D)ds

/OP(S)¢(M1)ds+/O P(s)y(My)ds
2 [ p(s)(amy)ds + /0 P(s)ib(My)ds

1—7J/

2 1
vORE+ =) [ Plo)s
M,

d’otu Ni(A;) C AjetN; : A} — Ay un opérateur complétement continu
de plus A; € (AR) d’aprés le Théoréme 6 I'opérateur N; admet un
point fixe qui est une solution floue du probléme (2.3)—(2.4).

2.1.3 Problémes aux limites avec des conditions

intégrales

Considérons le probléme aux limites suivants :

y"(t) = f(t,y(t)), pour tout ¢ € [0, 1], (2.5)

y(0) — Kyy/(0) — / ha(y(s))ds, (2.6)
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y(1) + Kay'(1) = /01 ha(y(s))ds. (2.7)

Avec f : [0, 1] x E™ — E™ est une fonction continue, et E™ est ensemble
semi continu superieurement, convexe, normal et avec ’ensemble a
niveaux, hy : E" — E"(i = 1,2) sont des fonctions continues et
K;(i = 1,2) des constantes positives .

Définition 2.3 L’application f : [0,1] — E™ est dite différentiable
en ty € [0,1] s%l existe f'(ty) € E™ tel que les limites

lim f(to+h) — f(to) et lim f(to) = f(to—h)

h—04 h h—04 h

existent et égales a f'(to).

(Ici les limites sont obtenues dans lespace métrique (E™, Hy).)

Si f:]0,1] — E™ est différentiable en t, € [0, 1], alors on dit que

f'(to) est la derivée floue de f(t) au point ¢y ou la dérivée au sens

de Hukuhara de f(t) en ¢y usuellement notée par Dy f(to).Pour le

concept de de la mésurabilité floue et continuité floue on se référe a

[13].

Définition 2.4 L’application [ : [0,1]x E™ — E™ est continue (ponctuellement)
au point (tg, xo) € [0, 1] X E™ si pour tout o € [0, 1] fizé et, un arbitraire

e >0, il existe un §(e,a) > 0 tel que

Hy([f (8, )], [f(£,20)]%) <€

de sorte que |t —to| < (e, ) et Hy([x]%, [x0]*) < (€, ) pour toul t €
[0,1],z € E™.

2.1.4 Resultats Principaux

Dans cette partie, nous intéressons a I’existence et 'unicité des solutions
pour le probléme (2.5)—(2.7).

Définition 2.5 y € C%([0, 1], E™) est dite solution de (2.5)-(2.6) siy

satisfait 'équation y"(t) = f(t,y(t)) sur [0,1] et les conditions (2.6)-

(2.7).

Nous aurons besoins des résultats auxiliaires suivants .

Lemme 2.3 [2| Pour tout o, p1,p2 € ([0,1], E™), le probléme linéaire

non homogéne

2" (t) = o(t), pour tout t € [0,1],
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z(0) — k12'(0) = /o p1(s)ds,

(1) + ko' (1) = /0 p2(s)ds,

a une solution unique v € C*((0,1), E™) donnée par

z(t) = P(t) —|—/0 G(t, s)o(s)ds,

ou
B 1
_1—|—k'1+k2

P(t) {(1—154—1{:2)/01 pl(s)ds+(k1+t)/01p2(s)ds]

est ['unique solution du probleme

z"(t) = 0, pour tout t € [0, 1],
1

z(0) — k12'(0) = / p1(s)ds,
0

z(1) + kp'(1) = /0 p2(s)ds,
et

Glts) = — 1 [ FD—st+k) 0st<s<l,
kit ke + 1| (kts)(I-t+k), 0<s<t<1

est la fonction de Green du probléeme homogéne.
Théoréme 2.3 Supposons que
(H1) Il existe une constante d positive telle que

Hy([f(t,w)]" [f(t,0)]%) < dHa([u(t)]?, [u(t)]*), pour tout t € [0,1] et tout u,u € E".
(H2) Il existe des constantes positives dy,i = 1,2 telles que
He([ha (y ()], [ (m(8)]%) < diHa([y(2)], [m(£)]").
St

1+ ko
————dy +do(1 + k1) +d sup G(t,s)| < 1.
L+ ky+ky | 2 1) (t,5)€[0,1]x[0,1] GGt 9)
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Alors le probleme auz limites (2.5)-(2.7) a une solution floue unique
sur [0, 1].

Preuve :Transformons le probléme en un probléme de point fixe. La
solution du probléme (2.5)—(2.7)est le point fixe de 'opérateur

N :C([0,1], E™) — C([0, 1], E™)

défini par :
N(y)(t) = Ply)(#) + / G(t, 5)f (5. y(s))ds
tel que
PN = T (1t | M) ds+aet) [ halus)ds
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Nous montrons que N est une contraction. En effet, considérons ¢,y €

C([0,1], E™) et a € [0, 1], alors

Hy([N()@®I% INm®)]Y) =

_|_

IN

IA

+

+ 4+ A

H, ql - é -t /@)/O1 hl(y(s))ds) |
(ky + 1) /0 ha(y())ds + /0 Gt s) f(s,ys))dsr,

(1 —t+ ko) /0 hi(y(s))ds

[1 + ki + o
(k1 +1) /01 he(7(s))ds + /01 G(t, s)f(s,y(s))dsr

H, ({mg k) /01 hl(y(s))dsr,
-t [ i) )

1 S s 2 S :|
«@ 1
sup KWM%(Ufsy },/
(t,5)€[0,1]x[0,1 0

- t+kl/}ﬁfﬂw)ﬂ[hﬂﬂwms

k—l—t/Hd o The(7(5))]%)ds
sw!mﬂ/mﬂws 5,9(5))])ds
1+kdswd<m<m

L+ki+ke  acp

(k1 + 1)dadoo (y(t), 5 (1))

d sup  [G(L,s)|deo(y(t), Y(t))
(t,s)€[0,1]x[0,1]
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Ainsi
_ 1+ ko _
Hi(Ny),N®)) < | ———di+do(k1+1)+d  sup  |G(t,s)| | Hi(y,7).
1+ ki + ks (t,5)€[0,1]x[0,1]

Donc, N est une contraction et ainsi, par le théoréme de Banach du
point fixe, N a un unique point fixe qui est solution du (2.5)—(2.7).



Chapitre 3

Solutions floues pour les
équations différentielles
impulsives

Les équations différentielles avec impulsions représentent un outil de
base pour étude des processus dévolutions qui sont le sujet des changements
brusques dans leurs états . De telles équations ont naturellement différentes
applications comme dans les espaces de métier de contréle, dans des
processus d’inspection, dans des opérations de recherche et dans le
domaine biomédical (voir [2,9]).

On établie I'existence de solutions des équations différentielles ordinaires
impulsives floues.

3.0.1 Equations différentielles floues impulsives du
premierordre

Dans cette section on considére ’existence des solutions floues pour
les problémes a valeurs initiales des équations différentielles ordinaires
impulsives du premier ordre. Soit le probléme :

St = f(t, (y1), teJ=[0.T], t£tnk=1..m (31)

y(th) = Liy(ty)),  k=1,..,m, (3.2)
y(0) =a € E", (3.3)
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ot E™ est I'ensemble des nombres réels flous et la fonction f : J x

E" — E" I, - E" — E™ k = 1,...,m sont des fonction données,

to =0 <t < .. <ty < tmyr = Toa € E™ et y(t) et y(i)
représentent les limites a droite et a gauche de y(t) &t = ty, respectivement.
On utilise 'espace suivant :

PC={y:[0,T] — E":y € C(Jy, E"), lim y(t) =y(tx),
t—t, —
et lim y(t) existe, k=1,...,m}.

t—>tk+

Iei J = [teytesa [,k =0,...,m avec tg =0 et t,11 = T.

Définition 3.1 La fonctiony € C'(J\{tx}, E")NPC est dite solution

de (3.1)-(3.3) si y satisfait Uéquation y'(t) = f(t,y(t)) on Jt #

te, k= 1,...,m et les conditions y(t;) = I(y(t;)),k = 1,....,m et

y(0) = a.

Théoréme 3.1 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :

(H1) Il existe une fonction continue croissante ¢ : [0, 00] — [0, 00]
et une fonction continue p : JJ — R telle que

doo(f(t,y),0) < p(t)1h(do(y,0)) pour t € J et chaque y € E"

avec

bt T du
/ p(s)ds</ —_— k=0,...met Iy=a
t deo (T (y(t).0) V(W)

(H2) pour chaque t € Ji,k =0,...,m l’ensemble

{en + /t:f(s,y@))ds el

est un sous ensemble totalement borné de E", ou

et
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Alors le probleme a valeur initiale (3.1)-(3.3) admet au moins une
solution floue dans [0,T].

Preuve : Nous procéderons dans chaque sous intervalle de la forme
[tk, tk+1], k= 0, ., m.

La preuve sera donnée en plusieurs étapes.

Etape 1 : Considérons le probléme suivant :

y'(t) = f(t,y(t) t€[0,4] (3.4)
y(0) =a€ E" (3.5)

Transformons le probléme (3.4)—(3.5) en un probléme de point fixe.
Soit Popérateur N : ([0,t], E™) — C([0, 1], E™) défini par :

Ny)(#) = a+ / F(55(5))ds.
Soit
Ay = By = {Jy € C(Jo, E") : y € C(Jo, E™) et doo(y(1),0) < ag(t), t € Jo}.

Alors, By est un sous ensemble convexe de I’espace de Banach C'(Jy, X),
donc en particulier By est absolument rétracté. Ce qui résulte que Ay
est absolument rétracté. Nous montrons que 'opérateur N opére de
Ay dans Ag est complétement continu .

Assertion 1 : N : Ay — A Soit y € Ay et t € [0,t,]. De (H2) nous
aurons

doo(Ny(t),0) < deo(Ny(t), Ny(0)) + doo(a, 0)
= dy (/0 f(s,y(s))ds,()) —l—doo(a,())

< / oo £(5,9(5),0))ds + doo(a, 0)
P(5)(doo (y(5), 0))ds + do(a,0)

p(s)¥(ao(s))ds + de(a, 0)

t

al(s)ds + do(a, 0) = ao(t)

IN

VAN
S— — S—



puisqu’on a

/daO(t)A % Z/Otp(S)dS-

oo (a,0)
Assertion 2 : N est continu.

Soit {y,} € Ap une suite telle que y, — y € Ay dans C([0,t1], E™).

H(Nyalt), Ny(1) = (+/ F s, dsa+/ Flsvy(s
< /Hl (5,9n(5)), £ (5, y(5)))ds

H\ (Ny, Ny) < / H(f(5,ya(s)). £ (5, 9(s)))ds.

Soit
pu(8) = deo(f(8,yn(5)), f(5,y(5)))-

Comme f est continue alors
pn(t) — 0 quand n — oo pour t € [0, 1]

De (H2) on aura donc

pu(t) < doo(F(tyn(1),0) + doo(0, f(£,y(1)))
< p(O)[(doc(ya(t), 0)) + ¥ (doo(y(2),0))]
< 2p(t)¢(ao(t))

Comme résultat

t t
lim pn(8)ds :/ lim v,(s)ds = 0.

Alors
H{(Ny,, Ny) — 0 as n — oc.

Ainsi N : Ag — Ay est continu .

Assertion 3 : N(Ap) est un ensemble équicontinu de C([0,¢], E™).

)
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soit Iy, ls € [0,t1], 11 < lo, et soit y € Ay. Alors
l2 ll

Ao (Ny(), Ny()) = doe (a+ [~ ssatopas.a+ [ f<s,y<s>>ds)

- OZQf(s,y(SDd& ' (s )

0

- o hlzf(s,y(s»d&@)

IA

/ oo (5, y(5), 0)ds

I

IA

/  p(s)(doo(y(s), 0))ds

I

p(s)¥(ao(s))ds
/ ag(s)ds = ag(ly) — ag(ly).

l1

IN

Comme conséquence des assertions 1 & 3 et (H2) rassemblées avec le
théoréme d’Arzéla-Ascoli on peut conclure que N : Ay — Ay est
complétement continu et par le théoréme 13, 'opérateur N a un point
fixe y; lequel est solution du probléme (3.4)—(3.5).

Etape 2 : Considérons maintenant le probléme suivant :
y/(t) = f(t7y(t>>7t S [t17t2]7 (36)

y(t7) = Li(yi(t)). (3.7)

Considérons lopérateur Ny : C([ty,ta], E,)) — C([t1,t2], ) défini
par :

Ni(y)(t) = Li(yi(t1)) +/t f(s,y(s))ds.
Ensemble
AL 2B ={Jyc (J,E") :y € C(J, E") et dso(y(t),0) < ay(t), te i}

B; est un sous ensemble convexe de I'espace de Banach C'(J;, X)), donc
en particulier B; est absolument rétracté. Comme résultat on aura A,
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est absolument rétracté.
Maintenant nous prouvons que Ny(A;) C A; : Soit yo € Ay, alors

Ny(t) = Li(y /fsy pour teJi.
de (H2) on obtient :
de(Mig(£),0) < dao(Niylt), Ny(ts) + doe(Ti(3n(12)), )
- . ( / (65, 0) + 1 (1).0

< ),0)ds + doo (11 (31 (t1)), 0)
< p(s y(s)),0)ds + doo (I (41(11)), 0)
<

8)ds + doo (I (y1(11)), 0)

s)ds + ar(y1(t1)) = a1 (2)

[t
[
/p Vds + dosdoo(I (11 (#1)), 0)
[
[

dés maintenant
a1(t) d t
/ = / p(s)ds.
doo (I (s (t)),0) (1) Sy

Comme dans I’étape 1 nous pouvons démontrer que /N est complétement
continu et par le théoréme 13. Nous déduisons que N; admet un point
fixe yo lequel est solution au probléme (3.6)—(3.7)

Etape 3 : Nous continuons ce processus
Ym = Yl[t..,r) €st une solution du probléme

y/<t) = f(tv <t>)7 te [tm7T]7 (38)
y(tm) = In(Ym-1(t))- (3.9)
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La solution y du probléme (3.8)—(3.9) est définie par

yi (1), sit€[0,t],
y(t) = Ya(t), gs:zte [t1,t2],
Y (1), sit € [tm, T).

3.0.2 Equations différentielles floues impulsives du
second ordre
Dans cette section nous donnons le résultat d’existence des solutions

pour les problémes & valeurs initiales reliés aux équations différentielles
impulsives du second ordre :

y'(t) = f(t,y(t), teJ=][0,T|t+#t k=1,...,m, (3.10)
y(th) = L(y(ty)), k=1,..,m (3.11)

y'(t5) = Ll(y(ty)), k=1,..m (3.12)

y(0) =a, ¥(0)="b (3.13)

(en référant aux notation précédentes ) et I : E® — E™, et b€ E"

Définition 3.2 La fonctiony € C*(J\{tx}, E")NPC est dite solution
de (3.10)-(3.12) si y satisfait ’équation y"(t) = f(t,y(t)) sur J,t #
tr,k=1,...,m et les conditions

YD) = Lly() o () = Lly(t0),t = tink = 1,.om et y(0) =
a,y'(0) =b

Théoréme 3.2 Supposons que les conditions sutvantes sont satisfaites
(A1) 1l existe la fonction continue croissante ¥ : [0,00) — (0,00) et
une fonction continue p : J — R telle que

~ ~

doo(f(t,9),0) < p(t)Y(dwo(y,0)) pour tout t € J et chaque y € E"
et My >0,k=0,...,m(ly = a, Iy = b) avec
M,
doo(Te(y(t)) + (tesr — te) Tu(y(te)), 0) + (M) 54 (thrr — 5)p(s)ds
(A2) Pour chaque t € J, k=0,...,m l’ensemble

>1

— 9

{fk<y<tk>> = L) + [ (=9 (sao)ds g € Ak} ,
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et un ensemble totalement borné de E™, ou
A, ={ye C(J, E"): doo(y(t),()) < My, te i}

Alors le probléme & valeur initiale (3.10)—(3.12) admet au moins une
solution floue dans J .

Preuve : La preuve sera donnée en plusieurs étapes .

Etape 1 : Considérons le probléme suivant

y'(t) = f(t.y(t), tel0,t], (3.14)

Transformons le probléme (3.10)—(3.12) en un probléme du point fixe.
Considérons l'opérateur N, : C([0,t1], E") — C([0,t1], E™) défini
par :

Ny(t) =a+ bt + /0 (t—s)f(s,y(s))ds.

Soit

Ay ={y € C(Jo, E") : doo(y(1),0) < My, ¢ € Jo}
Alors A est un sous ensemble convexe de I’espace de Banach C'(Jy, E™).
Donc en particulier Aj est absolument rétracté. Nous devons montrer
que 'opérateur N, applique A dans Af est complétement continu,
donc il admet un point fixe y;.
Etape 2 : Considérons maintenant le probléme suivant

y'() = f(ty(D), t €t b, (3.15)
y(t1) = Li(yi(t)), (3.16)
y'(#) = Li(yi(t)). (3.17)

Soit I'opérateur N, : C([t1,ts], E™) — C([t1,t2], E™) défini par :

Noy(t) = Ly (t)) + (¢ = 1) I (y1(1)) + /t(t — 5)f(s,y(s))ds.

t1

Ensemble

At ={y € C(J1,E") : do(y(t),0) < My, t €S},
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On a A; est un ensemble absolument rétracté le méme raisonnement
comme dans I'étape 1 monte que N, a un point fixe v, lequel est
solution du probléme (3.15)—(3.17)

Etape 3 : Nous continuons ce processus, on aura Ym ‘=Y
une solution du probléme

[tmvT} eSt

y//(t) = f(ta y(t))’ le [tm’T]’ (318)
y(t;’—n) = Im(ym—l(tr_n))a (3'19)
Y'(th) = Ln(ym-1(t;,))- (3.20)

La solution y du probléme (3.10)—(3.11) est alors définie par

y1<t)7 st t < [07t1],

o) = Ya(t), S@ t € [t1, o],

Ym(t), si t € [tm, T).



Chapitre 4

Solutions Floues par les
ensembles & niveaux et
inclusions differentielles

On considére dans le concept flou le probléme de Cauchy suivant :

{ x’(ti)(z)f:(t;:xoft))v (4.1)

ou
f : [O,CL] X Ry — Ry,

est une fonction continue.

Il y a plusieurs approches pour définir une dérivée floue, par conséquent
il ya plusieurs études de I’équation (4.1)

Backley et Furing sont permis les premiers qui ont généralise la dérivée
de Hukuhara sur les fonctions multivoques. Cette généralisation était
étudiée par Osmo Kaleva. Il apparait que la solution a un inconvenant,
a savoir par exemple que le diamétre de la solution sort du domaine
considéré.

Pour corriger cette situation c’est Hullermeiner qui a interprété et
a étudié I’équation (4.1) par l'introduction d’une famille d’inclusions
différentielles.

On va utiliser cette idée pour résoudre le probléme de Cauchy flou
(4.1) et on fait appel au Théoréme de Negoita et Ralescu (se référer
a l'introduction).
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4.1 Solution floue

Théoréme 4.1 Soit I : [a,b] — Rz une fonction différentiable et on
note

[E (0] = [ga(t), ra(t)].

Alors, les fonctions limites q,(t)et 4(t) sont différentiables et :

[F' ()] = [ga(t), ra (D],

et
[g5() < 7, (B)].
Ceci donne une procédure pour résoudre I’équation différentielle floue
(4.1).
Notons par exemple :

[x(t)]a = xa(t) = [ua(t)v Ua(t)]’ [‘/EO]Q = [uga Ug]v

et
L (&, z(@)]" = [falt, ua(t), va(t)), ga(t, ua(t), va(t))]-

Est nous procéderons comme suit :
(i) Résolvons le systéme d’équations différentielles ordinaires.

u:x(t) = fa(tvuaa Ua(t))v ua<0) = ug,
(4.2)
Ua(t) = ga(ts ta, va(t),  va(0) = vg

(ii) S’assurer que [uq(t), v, (t)] et[ul (t), v],(t)]sont des vrais ensembles
a niveaux.

(i) En utilisant le théoréme de tas et le carambolage des niveaux
[tua(t),va(t)] & la solution.

Exemples 4.1.1 Considérons le probléeme a valeur initiale flou suivant :

o' (t) +x(t) = o(t)
(4.3)
z(0) =x¢ pour t >0

ou
7o(u) = max(0,1 — |u|) eto(t) = e "xg.
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En termes d’ensembles a niveaux, nous obtenus le systéme d’équations
différentielles ordinaires :
() +ua(t) = (0= Del,  ua(0) = a—1;
(4.4)
V() +ua(t) = (1 —a)e™, v,(0) =1—a.
lequel a une solution
[Ua (), va(t)] = [ — 1,1 — ale (1 + t).
nous pouvons voir immédiatement que pour ¢t > 0, < 1,
diam([z(t)]*) = va(t) — ua(t) > diam|o(t)]".

Donc la solution du systéme différentiel ne peut étre solution du
probléme de Cauchy (4.3).
Si nous analysons avec beaucoup de soin, nous voyons que

Ua(t) <wa(t) ssi t>-—1
ul(t) = —te H(a—1) v, (t)=—te H(a—1)

et
ul(t) <vl(t) ssi t<0
donc par la suite x(t) = (1 + t)e 'z résoudre le probléme (4.3) pour
-1 <t <0.
Un autre choix du terme ajouté :

Choisissons maintenant o(t) = 2e 'z, ce choix donne la solution
[Ua (), va(t)] = [ — 1,1 — ale (1 + 2t)
11

. Laquelle définit une solution dans 1’intervalle[—§, 5}

Changeons le terme ajouté et la valeur initiale :

. . . 2
D’une fagon similaire o(t) = 2e~'2; = max(0,1 — %) donne les a-
niveaux [o(t)]* = [-2v/1 — a, 2y/1 — a] laquelle produit une solution

[Ua(t), va(t)] = [-2tV1 —a+1—a),2tvV1 —a+1—ale™

Et les inégalités u,(t) < va(t) et ul (t) < vl (t) sont valides seulement
sur I'intervalle [—2v/1—a,1 — 11 —al.

Conclusion : Ces exemples montrent que la nature et le comportement
des solutions floues dépendent fortement du choix du terme ajouté.
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4.2 Solution par inclusions différentielles

On considére dans le concept flou le probléme de Cauchy suivant :
2'(t) = f(t, x(t)),

z(0) = xo,

(4.5)

supposons alors que :

f:[0,a] x Rr - Rz
obtenue par le principe d’extension de Zadeh de la fonction continue :

h:[0,a] x R — R.
Maintenant f(¢,x) peut étre calculée par terme & niveaux
[F(t,z)]* = h(t, [z]*) Vte[0,a),x€eRr et 0<a<1
Diamond a interprété le probléme (4.5) comme un ensemble d’inclusions
différentielles
Yalt) € f(t ya(t))

Ya(0) € [2]*,0 < a <1

(4.6)

Sous des hypothéses appropriées 'ensemble A, (1) est atteint
An(t) = {ya(t) : yaest solution de(4.6)}

sont des a -niveaux de I'ensemble flou z(t), lequel est appelé solution
de (4.6).

Si nous supposons l'unicité de solution pour le probléme a valeur
initiale (4.1), il s’ensuit que A, (t) = [21(t), 22(¢)] ou

21(t) = h(t,z1(t), 2.(0) =ud
(4.7)
2(t) = h(t, za(t),  22(0) = vg
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4.3 Relation entre solution Floue et solution
par inclusion différentielles

Nous avons le théoréme suivant

Théoréme 4.2 Si h est croissante par rapport au second argument,
alors la solution floue du probleme de Cauchy ((4.3)) et la solution
par inclusions différentielles

Exemple 4.3.1 Considérons maintenant le probléme a valeur initiale

flou :
a'(t) = 2%(t),
(4.8)
x(0) = o,
ot xo est un nombre réel flou triangulaire .
3—y, st 2<y<3
zo(y) =q y—1, si 1<y<2
0, St nom.
Puisque h(z) = 2 est continue et nous opérons sur Rr on peut

résoudre ’équation par niveau.

Comme h(z) est / pour > 0 nous avons a résoudre le systéme :
ul () = ui(t), ua(0) =1+ a,

V() =03(),  ve(0)=3—q

Ot de nouveau
[2(t)]a = [ua(t), va(t)].
Les solutions sont
11—«
T itta—1

U (1)

et
33—«

o) = — 20
valt) = 370 1
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Remarquons que vy(t) < 0o pour ¢ < % et 0 < uy(t) < va(t) pour ces
valeurs de ¢ .

Ainsi le probléme a valeur initiale flou admet une solution z(t) pour
0<t<3.
Maintenant 1’équation z(¢)y = o a deux solutions

1 =ualt) 3 Y2 =va(t).

Quand, nous résolvons en « ces équations, on obtient finalement les
formules de la solution

-yt 1 2
il 1 S YS 1o
z(t)y =
—(3yt—y+3 2
yitl 0 1-21

lesquelles sont valides pour 0 <t < %
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