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RESUME

Le mémoire traite 'utilisation des semi-groupes en relation avec les équations
d’évolution. Un semi groupe est une structure mathématique qui représente une
famille d’opérateurs linéaires ou non linéaires, définis sur un espace fonctionnel, et
qui satisfait certaine propriétés importantes.



ABSTRACT

The thesis deals with the use of semigroups in relation to evolution equations.
A semigroup is a mathematical structure that represents a family of linear or non-
linear operators, defined on a functional space, and satisfies certain important pro-
perties.



INTRODUCTION

Les mathématiques sont une discipline fascinante qui explore les structures, les

modeéles et les relations qui sous-tendant notre univers.
Nous plongerons dans les profondeurs des mathématiques, en nous concentrant sur
I'un des outils mathématiques les plus importants dans les relations de probléme
"bien posés" dans la théorie des équation d’évolution et le théorie des processus sto-
chastique a savoir les semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés et ses applications
a la théorie des équations aux dérivées partielles.

La théorie des semi-groupes trouve sa source dans une question posée par "AU-
GUSTION LOUIS CAUCHY " en 1821 dans son cours d’analyse, la question était
la suivant
" Déterminer toutes les fonctions complexes continues et non nulles vérifiant

f(t + S) = f(t)f(8>7 Vi, s =07

Ce mémoire contient 4 chapitres, le premier chapitre est semi-groupe d’opérateur
linéaire borné, se ramifier a semi-groupe d’opérateur linéaire borné uniformément
continue et semi-groupe d’opérateur linéaire borné fortement continue et aussi parle
sur Cp semi-groupe de contraction .

Deuxiéme chapitre contient deux théoréme principale qui donnée les propriétés
caractéristique de Cj semi groupe de contraction théoréme de Hille-Yosida et le
deuxiéme est théoréme de Lummer Phillips .

Troisiéme chapitre sur application aux équation d’évolution et finalement qua-
triéme chapitre ’étude d’équation d’évolution semi-linéaire .



CHAPITRE 1

SEMI-GCROUPES A UN PARAMETRE D’OPERATEURS
LINEAIRES BORNES

1.1 Semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés uni-
formément continus

Soit X un espace de Banach de norme || . || et notons par Lg(X) L’al-
gebre de tous les opérateurs linéaires de X dans X norme d’opérateurs
qu’on notera aussi par : || . ||

Définition 1.1.1. [/] une famille a un paramétré (T(t))i=o d’opéra-
teurs linéaires bornes de X dans X, est dit un semi-groupe d’opérateurs
linéaires bornes sur X si :

1. T(0) =1, (ou I et l'opérateur identité de X).
2. T(t+s)=T()T(s), Vt,s>D0.

un semi groupe d’opérateurs linéaires bornes (T'(t))io sur X est dit
uniformément continue surX, si :

lim || (T(t) = 1) |=0: (1.1)

t—0t



1.1. SEMI-GROUPES D’OPERATEURS LINEAIRES BORNES
UNIFORMEMENT CONTINUS

L opérateur linéaires A définie par :

t—0+

T(t)x —
D(A) = {x € X, lim %em’ste} et : (1.2)

Ar — Tim T(t)xr —x _ dT(t)x‘ N
t—0+ t dt =0
et appelle le générateur infinitésimal du semi-groupe ((T'(t))e=o et D(A)
est appelé le domaine de A.

Dans ce paragraphe, nous allons étudier quelques propriétés des semi-

Vax € D(A).

groupe d’opérateurs linéaires bornes, uniformément continue .

Remarque. [/] Il est facile de voir que si (T(t))i=0 est un semi-groupe
uniformément continu sur X, alors :

lim || (T'(s) = T'(t) ||= 0.

s—t

Tout d’abord, commengons par démontrer le lemme suivante :

Lemme 1. [/] soit F : [a,b] — X est une fonction continue, alors :

lim ! a F(s)ds = F(a), (1.3)

t—0+ ¢ a

Preuve. pour tout t # 0
1 a+1 1 a+1
H?/ F(s)ds — F(a)|| = H?/ F(s) — Fla)ds
1
<7 osuw || F(s) = Fla) || ¢
s€la,a+t]
= sup || F(s) = F(a) |

s€la,a+t]

la continuité de F nous permet de conclure.



1.1. SEMI-GROUPES D’OPERATEURS LINEAIRES BORNES
UNIFORMEMENT CONTINUS

Théoréme 1.1.1. [1] un opérateur linéaire A est le générateur infi-
nitésimal d’un semi-groupe uniformément continue sur X si A est un
opérateurs linéaire borne sur X.

Preuve. soit A opérateur linéaire borné sur X posons :

T(t) = e = f A (1.4)

n!
n=0
la série ainsi définie dans la formulel./ converge en norme pour tout
t >0 et définit, pour tout t > 0, un opérateur linéaire borné (T (t))i=o
Il est clair que  T(0) =1

t+5)" o

+00
par un simple calcul, on a pour toutt,s >0 T(t+s) = Z i
n!

n=0

0.} n 1

T(t+s) = ZZECST”"CS’“A"
n=0k=0
=T (t)T(s)

par ailleurs, pour tout T’ > 0, on a :

I7(t) =11l =

+00 +00
£ A A"
— | <SP _ ey

n! n!

Donc : lim || T(t)—1 ||=0.
t—+0

d’autre part, pour toutt > 0, on a :

_ tA _
Bt N Sai
t
L Al
= M1 Al
comme  lim 1(e’“L”A” —1—t||Al]) = lim etHAH—_l |A]—|lA]|=0
t—+oo t t—+oo t H A H



1.1. SEMI-GROUPES D’OPERATEURS LINEAIRES BORNES
UNIFORMEMENT CONTINUS

Tt)—1
alors : lim L = A.
t——400

Ainsi (T(t))i=0 et un semi-groupe opérateur linéaire borné uniformé-
ment continue sur X, de générateur infinitésimal A .

réciproquement, soit (T'(t))i=0 un semi-groupe d’opérateurs linéaire bor-
nés uniformément continue sur X et soit A son générateur infinitésimal.
L’application Rt — Lp(X) est continue, donc :

t
/ T(t)ds € LgX, Yt>0
0

t

1
D’aprés lemme 1, On a : lim = | T(t)ds=T(0) =1
t=0+ 1 J

1 [
Il eziste alors —p > 0 telle que H—/ T(s)ds—1I| <1
P Jo

1 [P
qui 1mplique que —/ T(s)
P Jo
P

inversible, et donc / T(s)ds est aussi inversible pour tout h > 0,

0
On a :

(Thh— I) </0pT(S)dS> _ %/OP(T(h +5) —T(s))ds
-1 ( /h " (s)ds — /0 pT(s)ds)
Done :

(%) _ (% /O " (eds % /O hT(s)ds) < /O pT(s)ds) B

compte tenu du lemme 1, on a obtient

lim % = (T(p)—1) (/Op T(s)ds) B

h—0+

10



1.1. SEMI-GROUPES D’OPERATEURS LINEAIRES BORNES
UNIFORMEMENT CONTINUS

Ainsi, le générateur infinitésimal du semi-groupe (T(t))s=o (uniformé-
ment continue) est l'opérateur linéaire borne :

A= (A(p) = I) (/OPT(t)ds> o

Remarque. [/] D’aprés définition (1), on voit bien qu’un semi-groupe
(T'(t))i=0 admet une unique générateur. si (T'(t))i=0 et uniformément
continue, alors son générateur infinitésimal et un opérateur linéaire
borné. D’autre part, tout opérateur linéaire est le générateur infinité-
simal d’un semi-groupe uniformément continue. Ce semi-groupe est t-il
unique ¢ La réponse affirmative a cette question est donnée par le théo-
reme suivant :

Théoréme 1.1.2. [1] Soit (T'(t))i=0 et (S(t))i=0 de semi-groupe de
continue St

i LW =Ly gy 20T (1.5)
t—0+ t t—0t t
Alors : T(t)=S(t) Vt>0.

Preuve. Montrons que pour tous a > 0

T(t)=S(t), Vtelo,al.

Soit a > 0 fixé comme (T'(t))i=0 et (S(t))i=0 soit de semi-groupe unifor-
mément continues, alors les application t — || T'(t) || et t —|| S(¢) ||
sont continues. Il existe alors une constante C, telle que :

| T) ||| S(t) [|[< Cy Vt,s €[0,a] pour tout h > 0, on a :

et (L)

h

soit € > 0.L°égalité 1.5 implique qu’il existe un & > 0 telle que pour
0<h<d on sait :

T(h) — I €
A ] | I
<z

11



1.1. SEMI-GROUPES D’OPERATEURS LINEAIRES BORNES
UNIFORMEMENT CONTINUS

! S(h)—1

2aC,

h

ce qui entraine alors que pour 0 < h <0,

T(h) — S(h) T(h) — S(h) S(h)—1 £

e N N B AP

(1.6)

Soit t € [0,a] et soit n > 0 telle que £ < &. De la définition 1 d’un
semi-groupe et de 1.6 il vient que : || T'(t) — S(t) ||

Z%T ((n _ k)%) S (k%) T ((n k- 1)%) S <(k 4 1)%) H

n—

—_

t €
C,—

1
naC,

k=0

I\

t
= £—

a
< €

comme £ > 0 est arbitraire, alors T(t) = S(t), Vt € [0,a]. Mais
puisque a > 0 est aussi arbitraire, il s’ensuit que T'(t) = S(t),
Vt=0 .

Corollaire 1.1.1. [/] Soit (T(t))>0 un semi-groupe d’opérateurs li-
néaires bornés, uniformément continue. Alors :

1. 1l existe deux constantes w > 0 telle que : || T(t) ||< e¥t, Vit >0

2. 1l existe un unique opérateur linéaire borné A telle que :
T(t)=e", Vt>0

3. Uopérateur A de l'assertion (2)est générateur infinitésimal du semi-
groupe (T'(t))=0

12



1.2. SEMI-GROUPE D’OPERATEUR LINEAIRE BORNE FORTEMENT
CONTINUS

4. Uapplication : t — T(t) est différemment en norme et on a :

dT—(t) =AT(t)=T(t)A (1.7)
dt
Preuve. H es les assertions du corollaire 1 découlent de [’assertion
(2).Pour montre (2) notons que puisque (T(t))i=0 est un semi-groupe
uniformément continue son générateur infinitésimale A est un opéra-
teur linéaire borné est aussi le générateur infinitésimal du semi-groupe
(e')=o défini par la formule 1./, et par le théoréme 2 (d’unicité), on
obtient :
T(t)=e", Vt>0

1.2 Semi-groupe d’opérateur linéaire borné forte-
ment continus

Dans tout ce section, X dénote un espace de Banach de norme || . ||
et Lp(X) dénote I'algébre d’opérateur linéaire borné sur X, de la norme
d’opérateur qu’'un notera aussi par || . ||

Définition 1.2.1. [/] Un semi-groupe (T'(t))i>o linéaire borne sur X et
un semi-groupe opérateur linéaire bornés, fortement continue sur X, si :

lim T'(t)r =z, VrelX (1.8)

t—0+

Un semi-groupe fortement continue sur X est appelé aussi semi-groupe
de classe Cy sur X, ou tout sstmplement : un Cy semi- groupe sur X.
On établit le théoreme suivant :

Théoréme 1.2.1. [1] Soit (T'(t))i=0 un co-semi-groupe sur X .Alors :
il existe deux constante w = 0 et M > 0 telle que :

| () ||< Me*t, V>0 (1.9)

13



1.2. SEMI-GROUPE D’OPERATEUR LINEAIRE BORNE FORTEMENT
CONTINUS

Preuve. Montrons d’abord qu’il existe a > 0 et M > 1 tells que :
| T() [|< M, Vte[0,q]
Supposons le contraire, ¢’est d dire, suppose que
Va >0, VM >1, 3te|0,qa] telle que : || T(t)|> M
En particulier pour a = = et M =n > 1(n € N*), il existe t, € [0, +]
telle que : || T'(t,) ||> n. Donc la suite (|| T(t,,) ||)nen= est non bornée.

Il vient alors du théoréeme de Banach-Steinhaus, qu’il exviste xg € X
telle que :

(N 7)o | nen-

Soit non bornée, ce qui contre dit le fait que :

lim T(t)x =z, VrelX

t—0+
Ainsi - || T@) [|[<K M Vt>=0,tel0,a
comme || T'(0) ||= 1, alors M > 1
Posons : loa( M
o= s
a

Soitt > 0 et sotent n € N* et Q) telles que : t = na+€2, avec 0 < ) < a.
Par la propriété des semi-groupes, on a :
7)) || =l T(na+Q) [|=]| T(E)T (na) |
= Me!
ce qui achevé la démonstration du théoréme .

Corollaire 1.2.1. [I] Soit (T(t))i=0 un cy semi-groupe sur X.Alors :
pour tout x € X, la fonction, t — T(t)x est continue de Ry sur X.

Preuve. [/] Soit v € X et soientt,h > 0. La continuité det — T(t)x
découle des inégalités :

1T+ h)e =Tz || = T@)(T(h)z — ) ||
<M | T(h)x —z |[|[— 0 quand h— 0"

14



1.2. SEMI-GROUPE D’OPERATEUR LINEAIRE BORNE FORTEMENT
CONTINUS

et pourt>h >0,

T —h)e=THz || = [T —h)(x-T(h)z)|
< Me" ||z —T(h)x | .
Théoréme 1.2.2. [/] Soit (T'(t))s=0 un Cy-semi-groupe sur X de géné-
rateur infinitésimal A. Alors :
1 t+h

1) lim — T(s)xds =T(t)x, Vt=0, VrelX, (1.10)

h—0t+ h t

t
2) Pour tout v € X et tout t > 0, / T(s)xds € D(A) et on a :
0

A (/0 T(S)ds) =T(t)r — x, (1.11)
3) pour tout t > 0 et tout x € D(A),T(t)x € D(A) et on a :
%T(t)x = AT(t)x =T(t)Ax, (1.12)

4) Pour toutt > s > 0 et tout x € D(A), on a :

T(#)e — T(s)x — / AT (w)du — / T (w) Awdu, (1.13)

S

Preuve. 1. L’égalité énoncée découle de l'inégalité :

H% /t N s)ads — T()e

< sup [ T(s)z = T(t)x |
SE[tt+h]

_ H% /t ey - Ty

et de la continuité de la fonction t — T(t)x de R™ dans X, pour
tout v € X

15



1.2. SEMI-GROUPE D’OPERATEUR LINEAIRE BORNE FORTEMENT
CONTINUS

2. Pour x € Xet tout h >0

1
h

t+h 1 h
/ T(S)CCdS——/ T(s)xds
! h Jo

en utilisant le résultat 1) — T'(t)x — x en tant que h — 0%, d’ou
le 2).

3. pour tout x € D(a), on a :

lim T(h — ])T(t)x _ lim T(t+h)x—T(t)x
h—0+ h h—0+ h
1 (I'(h) = 1)
B
=T(t)Azx, ®

ce qui montre alors que T'(t)x € D(A) et que AT (t)x = T(t)Ax.
L’égalitéé ® 1mplique ausst que :

d
aT(t)x = AT (t)x =T(t)Ax

c’est a dire que la dérivée a droite de T(t)x. existe et vaut T(t)Ax
pour preuves 1.12, il reste a montre que pour tout t > 0, la dérivée
a gauche de T'(t)x existe et vaut aussi T (t)Ax.

Pour tout h > 0 et tout t > h, : et tout x € D(A), on a :

T(t)x —T(t—h)x T(t)x —T(t—h)x

; —T(t)Azx = h
+T(t —h)Ax — T(t — h)Ax — T(t)Ax
:Tﬁ—hdz@%;f—A4

+ T(t — h)[Az — T(h)Az].

16



1.2. SEMI-GROUPE D’OPERATEUR LINEAIRE BORNE FORTEMENT
CONTINUS

Comme x € D(A) et || T(t—h) || est bornée pour h € [0,t] et que
(T'(t))e=0 est fortement continue, on obtient que :

T(t)x —T(t—h)x

hlféi h —T(t)Ax

, T(h)x :
= ,}E{ﬁ T(t—h) [ P Ax] + hhjéi T(t —h)[Az — T'(h)Az]
=04+0=0.

D’ou assertion (3)
4. S’obtient par intégration entre s et t.

Remarque. [/] La formule 1.13 du théoréme 4 s’écrit en particulier
pourt >0 et s =0 et pour tout x € D(A) sous-la forme simple :

Tt)x —x = /OtT(u)Axdu = /Ot AT (u)zdu, Yz € D(A).

Corollaire 1.2.2. [1] Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-
groupe T (t)y=0, Alors :
1. Le domaine D(A) de A est dense dans X, (i.e : D(A) = X).
2. A est un opérateur lincaire fermé. Autrement dit A est un opéra-
teur linéaire dont le graphe G(A) est un fermé de X x X.
(a) Soit x € X et soit (t,) une suite réelle telle que t,, > 0,Vn € N

et Iim ¢t,=0
n——+00

(par exemple t, = #17 Vn € N).

I
Posons x,, = t_/ T(s)xds, Vn e N.
n Jo

D’apres lassertion 2) de théoréme 4 on voit que x, € D(A),
Vn € N et par lassertion (1) du théoreme (4), on a :
I
lim z, = lim —/ T(s)xds = x.
0

n——+00 n—+o00 t,,

Ainsi D(A) = X, c’est a dire D(A) est dense dans X.

17



1.2. SEMI-GROUPE D’OPERATEUR LINEAIRE BORNE FORTEMENT
CONTINUS

(b) La linéarité de A est évident. Montrons que A est un opérateur
fermé, i-e, a montrer que le graphe :

G(A) ={(z,Ax)/x € D(A)} de A est fermé de X x X

Pour cela, Soit (x,) C D(A) telle que x,, — x et Ax,, —> y.
Montrons alors que x € D(A) et que Az =y .

Puisque x, € D(A), Vn €N | alors d’aprés la formule 1.13,
on a :

t
T(t)x, — x, = / T(s)Azx,ds, VYneNVt>0 (1.14)
0

Soit t > 0 . Alors pour tout s € [0,t], on a : Vn € N,

I T(s)Azn = T(s)y || =[l T(s)(Azn —y) |
< Me' || Az, —y |

Donc (T(s)Axy,), converge uniformément vers T'(s)y, quand
n — +oo sur [0,t]. il vient alors de l’égalité 1.1/ et du théo-
reme d’tnversion limite et intégrale que :

T(t)x —x = /0 T(s)yds.

T(t)x — 1/
Donc : Ttz -z = —/ T(s)yds, Vt> 0.
[ tJ,
t
lim - | T =
comme  lim - (s)yds =y
Tt)r —x

alors  lim
t—0t

eziste D’otu x € D(A) et Az = y.

Théoréme 1.2.3. [1] Soit (T'(t))i=0 et (S(t))i=0 deux Cy semi-groupes
sur X,de générateur infinitésimaur respectivement A et B
si A=B, alors T(t) = S(t), Vt=>=0.

Preuve. Soitt > 0 et soit v € D(A) = D(B).
Il vient facilement du théoréeme 4) — 3) que la fonction :

18



1.2. SEMI-GROUPE D’OPERATEUR LINEAIRE BORNE FORTEMENT
CONTINUS

S[0,t] = u(s)x =T(t —s)S(s), =€ D(A) est dérivable et que :

dU(s)
ds

d d
T = %(T(t —5))S(s)z+T(t — S)ES(s)x

= —T(t — s)AS(s)z + T(t — s)AS(s)z (A= B)
=0

ce qui entraine alors que , pour tout x € D(A), la fonction
S+ u(s)x =T(t—s)S(s)x est constante et en particulier ses valeurs
aux points S =0 et S =t coinsident, c’est a dire :
u(0)xr = u(t)xr, VreD(A).
D’ou

T(t)x =S(t)x, Vt=0, Ve DA
comme D(A) =X et T(t) et S(t) sont des opérateurs bornes sur X,
pour tout t > 0. Il en résulte que T'(t)x = S(t)x, Vt>0, Vre X.
D'ow T(t)=S(t), Vt=D0.

Théoréme 1.2.4. [1] Soient (T(t))i=0 un cy semi-groupe sur X, de
générateur infinitésimal A et soit 'V un opérateur linéaire borné sur
X(i,e) Ve Lp(X).
Alors les propriétaires suivants sont équivalents :

1. TV =VT({), Vt=0

2. VD(A) C (D) et AVx =V Ax, Vx € D(A)
Preuve. 1) = 2) soit v € Lp(X) telle que :

TtV =VT(t), Vt=D0.
Soit x € D(A), alors on a :

A(Vz) = tligrn = n
—+00
= lim V <T(t)x — :1:)
t—0+ t



1.2. SEMI-GROUPE D’OPERATEUR LINEAIRE BORNE FORTEMENT
CONTINUS

qui existe et vaut VAz, donc Vo € D(A). et on a : AVae =V (Azx).
2) = 1) soit V€ Lp(X) telle que VD(A) C (D) et

AVe =V Az, VreD(A) .

pour tout t > 0 et tout x € D(A) définissons la fonction :

se0,t] — W(s)x =Tt —s)VT(s)x € D(A)

Alors

ds S

iW(s)x = (iT(t — 5)) VT (s)x+T(t— S)C%VT(S)x.
—0

(T'(s)r € D(A) et AVT(s)x = VAT (s)x
par conséquent  w(0)x = w(t) Vo € D(A).
Dov TH)Vx=VT({t)x, Vt=0, Ve DA
comme D(A) =X et T(t)V et VI'(t) sont continues alors
TtV =VT(t), Vt=0
Nous avons vu dans le corollaire 3 que si A est le générateur infinitési-
mal d’un Cy-semi-groupe sur X, alors W = X et A est un opérateur
fermé. Maintenant, nous allons démontrer un résultat plus général, pour

cela nous commencons tout d’abord par énoncer le lemme suivant :

Lemme 2. [7] Soit E un espace vectoriel norme et soit F un sous espace
vectoriel de E telle que :F # E. Alors il existe f € E', f # 0 telle que :
<z, f>=0, VrxecF.

Preuve. C’est un corollaire du théoréme de Hahn- Banach

Soit E un espace vectoriel réel. Soit P une sous-norme sur E. Et soit
M un sous-espace vectoriel de E et f une forme linéaire sur M telle que
pour tout x € M, on a f(x) < P(x).

Alors , il existe une forme linéaire F sur E qui prolonge f, c¢’est a dire :

F(x) = f(x), Ve e M
et telle que F(x) < P(x), Ve e &
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Théoréme 1.2.5. [1] Soit (T(t))i>0 un Cy-semi-groupe sur X, de gé-
nérateur infinitésimal (sur X)A. Alors :
1. D(A") =X, pour tout n € N*.
+00
2. (1D(A") =X,

n=0

Preuve. si n =1, compte tenue du corollaire 3, il résultat
que D(A) = X.
posons D = {p € p>®(R) : ¢ est d support compact dans [0, +oo[}

Pour tout ¢ € D et tout x € X, on pose : x, = o(s)t(s)zds .
0
et on considéré l’ensemble :
Y={z,:peD, ze€lX}
pour toutx € X, @ €D eth>0,o0na:

M =te, — 4 [ etoms s mads = [ pomisyads

-2 /0 (s = h) — ()T (s)wds (1.15)

1
comme  —(p(s — h) — @(s))T(s)r  converge uniformément sur
[0, +o00[ vers —¢'(s)T'(s)x sur [0+ ool.
quand h — 07, alors en faisant tendre h vers 0T dans la formule 1.15,

Il vient que x, € D(A) et que : Az, = —/ ©'(s)T'(s)xds .

0
Il en résulte alors que : Y C D(A). et par récurrence on monter que :
Y C D(A"), pour tout n € N* et que :

Ar = (—1)"/ o™ (s)T(s)xds. et pour tout 1z, €Y
0
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Maintenant, montrons que Y est danse dans X.

Supposons, que le contraire c’est d dire : que Y # X |, alors d’aprés
le lemme 2, corollaire du théoréeme de Hahn-Banach, il existe f € X',
f #0 et telle que :

< Ty f>=0 Vz,eY

Donc :
/OO p(s) <T(s)x, f>ds=< /Oo o(s)T(s)xds, f > =0
! 0

YoeD, VrelX

par conséquent : pour tout x € X, on a : <T(s)x, f >=0,
Vs € [0, +o0],

car sinon, il existe o € D telle que : / o(s) <T(s)x,f>ds#0 ce
0

qui est contradictoire .
Il s’ensuit alors que pour tout x € X :

<T(s)x,f>=0, Vse|0,+o0]

En particulier pour s = 0 on obtient :

<TO)x, f>=<uz,f>=0, VrelX.

ce qui est absurde ! car f # 0 sur X .

comme Y C D(A"), pour tout n € N*, on obtient , D(A") est dense
dans X, i.e , D(A") = X.

D’ou le 1)

+00

on a vu dans (1) queY C D(A"),¥n € N* doncY C ﬂ D(A"), comme
n=1

Y = X, il vient alors que :

ﬁop(m) ~ X.
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CHAPITRE 2

THEOREME FONDAMENTAUX

2.1 Théoréme de Hille-Yosida

Dans ce chapitre, nous présentons I'un des résultats le plus impor-
tant concernant les Cp-semi-groupes. Il s’agit du théoréeme de Hille-
Yosida, qui permet de caractériser les opérateurs qui sont générateurs
de Cy-semi-groupes. Nous allons commencer tout d’abord par introduire
quelques notions et résultats intermédiaires .

Définition 2.1.1. [// Soit X un espace se Banach et soit
A: (D) C X — X un opérateur linéaire quelconque .
1. On appelle ensemble résolvant de A, qu’on note : p(A) I'ensemble :
p(A)={A € C A — A:D(A) — X est bijectif}
2. on appelle spectre de A, 'ensemble noté o(A), défini par :
o(4) = C/p(A).
8. Pour A € p(A), Uopérateur linéaire, R(\,A) = (A — A)™! est

appelé la résolvante de A au point X .

Théoréme 2.1.1. [1] Soit (T'(t))i=0 un Cy-semi-groupe sur X , le gé-
nérateur infinitésimal A.
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2.1. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

et soient w > 0 et M > 1 telles que : || T(t) ||< Me™, Vt >0
St A € C telle que ReX > w, alors :

1. L’application Ry : X — X définie par :

Ryx = / e T (s)xds,
0
définie un opérateur linéaire borné sur X .
2.2€p(A) et RN\, A)x = Ryz, Vre X .

Preuve. 1. Soit A € C telle que ReA > w. il est facile de voir que
Ry est un opérateur linéaire .
De plus , pour tout s > 0 etx € X ,on a :

le T (s)a |l < e ™ | T(s) ||l ||
_ Me—(Re)\—w)s H T H .

ce qui entraine alors que : || Ryx ||< / | e T (s)z || ds
0
M
<M SRSy = —— Vo e X
ol [ == o] Vo

Il s’ensuit alors que Ry est un opérateur linéaire borné sur X et

que :
M
R)|< ————
I 23 ll= Re\ —w
2. Pour tout x € X et h >0, on a :
T(h — 1 [~ 1 [
() Rz = Rox = —/ e‘AST(s+h)xds——/ e T (s)zds.
h h Jo h /o
M q o0 A ph
= (e ) / e T (s)xds — c e T (s)xds
h 0 hJo

par passage d la limite quand h — 0%, on obtient que :
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2.1. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

. T(h)R)\l' - R)\l’
lim
h—0+ h
Done, Ryx € D(A) et que : ARyx = ARz — x, Ve e X
c’est a dire : (M — A)Ryzx =z, Vee X .
Soit x € D(A), alors d’apres le théoreme 4-assertion 3), on a :
(Ici on peut utiliser théoreme 6)

%(e‘AST(s)x) = e MT(s)x + e

= AR\x — .

C%T(s)x

= —Xe MT(s)x + e T (t) Az
Il vient alors que : RyAx = / e T (s)Axds
0

o0 d (0.@]
= / —(e™MT(s)x)ds + )\/ e T (s)xds
o ds 0

= —x+ \R)x
ce qui entrdine alors que : N\Ryx — RyAx = x, c’est a dire :
R\(M — A)x =z, Vz e D(A).
Donc (M — A)Ry = Ix et RA(M — A) = Ipa).

Proposition 2.1.1. [1] Soit (T'(t))=0 un Co-semi-groupe sur X de gé-
nérateur infinitésimal A et Soient w > 0 et M > 1 telles que :
| T(t) [|[< Me™, Vt >0

Alors pour tout A € C telle que Re(\) > w et pour tout v € D(A) on
a:

AR(MN, A)x = R(\, A) Ax.
Preuve. Pour toutt > 0 et tout x € D(A) , on a : (Ici on peut utiliser
théoréme 6 et Ry = R(\, A))
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2.1. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

t 0
/ e T (s)xds — / e T (s)xds en tant que t — +00
0 0

et

t t 0
A (/ e‘AST(s)xds> = / e MT(s)Axds — / e MT(s)Axds
0 0 0

en tant que t — +00.
comme A est un opérateur fermé, alors :

AR\ A)x = A(/Oo e T (s)xds)
= R(\, A)x.

2) Théoréme de Hille-Yosida pour les Cjy-semi-groupes de contrac-
tion :
Définition 2.1.2. [/] Soit (T'(t))i=0 un Cy-semi-groupe sur X

1. (T(t))s=0 est dite uniformément borné s’il existe M > 1 telle que :
IT() < M, vt=0

2. (T(t))e=0 est dit un Cy-semi-groupe de contractions si :
| T@) <1, Vvt=0.

Théoréme 2.1.2. (Hille-Yosida)
[1] Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-
groupe de contractions (T(t))s=o sur X si et seulement si :

1. D(A) = X et A est le opérateur fermé .
2.10,400[C p(A) et pour tout A >0 on a : || R(A\, A) [|< &
Preuve. (condition nécessaire)

[1] Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe "de contrac-
tions" alors d’apres le corollaire 3, on a D(A) = X et un opérateur
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fermé.
D’autre part, il vient du théoréme 8 que pour A > w =0, on a : X € p(A)

et pour tout x € X : R(\, A)x = Ryx = / e T (s)xds .
0

ce qui entraine alors que :

| RO A | = |

/ e T (s)xds
0

1
<yllel veeX

Donc || RO\, A) ||< + d'ou le résultat .

Pour montrer que les conditions (1) et (2)du théoréme précédent Hille-
Yosida sont suffisants pour que A soit le générateur infinitésimal d’un
Co-semi-groupes de contractions (T'(t))i=0 on aura besoin de démontrer
les lemmes suivants :

Lemme 3. [1] Soit A un opérateur linéaire sur X vérifiant les conditions
du théoreme précédent . Alors : lim AR\, A)x =z, Vre X

A—+o0
Soit x € D(A). Alors
[ AR, A)z — || = AR(A, A)z |
=[l B(A, A) ||| Az |
| Az |

d’apres la proposition 1 < — 0 quand X\ — +00
Il s’ensuit alors que lim AR(A\, A)x = z, Vo € D(A)

A——+00
comme D(A) = X et || AR(N,A) [|[< 1, (AR(NA) est un opérateur
uniformément borné) alors :
il en résulte que /\lim ARN, A)x =z, VreX.

—+00

Définition 2.1.3. [/] Pour A > 0, on appelle approzimation de Yosida
de l'opérateur linéaire A, l'opérateur :

Ay = MAR(N, A) = N2R(\, A) — M, (2.1)
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Remarque. [//ona: (M —A)RNA)=1
donc  AR(MN, A)=ARNA) -1
D’ou MRN A) = NR(A\A) — AT
Lemme 4. [1] Soit A un opérateur linéaire satisfaisant les conditions

1 et 2 du théoréme 9 :
St Ay est Dapproximation de Yosida de A alors :

lim Ayx = Az, Vz € D(A).

A——+00

Preuve. soit © € D(A) d’apres le lemme 3, on a :

lim AR(M\ A)Ax = Ax.

A—+00
Il s’ensuit alors que : lim Ayzr = lim AR(\, A)Ax (d’apres la pro-

A—~+00 A——+00
position 2.2.1)
= Ax

Lemme 5. [1] Soit A un opérateur linéaire sur X satisfaisant les condi-
tions 1) et 2) du théoréme précédent et soit Ay l'approximation de Yosida
de A. Alors Ay est le générateur infinitésimal du semi-groupe unifor-
mément continue de contractions ()=

De plus, pour tous x € X et \,;u >0, on a :

| eha — e <t || Ava — Ay |

Preuve. De la formule 2.19 de la définition de Ay , il est clair que Ay
est un opérateur linéaire borné sur X, donc d’apres le théoréme 1, Ay
est le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continue.
(€™)iz0 -

De plus pour toutt > 0, on a :

HetAAH _ HetVR(/\,A) > e—t)\IH

< e e =1, car ||R(N A <

> =
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Il en résulte alors que (') est un semi-groupe uniformément conti-
nue de contractions sur X.

Il est facile de voir a partir de la définition que pour tout A,y > 0, Ay
et A, et et et e commutent entre en X. Il en résulte alors que pour
tout v € X :

1
H etAASE o etA“ZE H _ ‘ / i(etsA,\et(l—s)AM)de
0 dS
<t A — A |
car || etSAAH <1 et | et1=5) A I<1

Preuve. (conditions suffisantes)
Soit x € D(A). Alors pour tous A\,pu >0 on a :

| e — eMeg|| < t)|Aye — Ay || <t || Aye — Az || +t || Ae — Az ||

(2.2)
Il vient de linégalité 5.1 et du lemme 4 que pour tout x € D(A), e
converge quand X\ tend vers 400 et la convergence est uniforme sur les
intervalles bornés.

posons : lim ey =T(t)z, Vz,t € D(A)

A——+00

comme : D(A) est dense des X et || e |< 1, Vt = 0( e est uni-
forme borné) alors :

lim e =Tz, VreX (2.3)

A—+00
la limite dans la formule 3.1 est uniforme sur les intervalles bornées .
De la formule 3.1,0n voit que :

T0)=1,Tt+s)=Tt)T(s) Vt,s =0
et | T(t)||<1, Vt>0. De plus tw— T(t)x

est continue pourt = 0 car :
limite uniforme de fonction continue t +— e x. Ainsi (T(t));s0 est
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un Cy-semi-groupe de contractions sur X. Pour conclus, il nous reste
a montre que A est le générateur infinitésimal de (T'(t))s=0. Pour cela,
soit x € D(A), en utilisant la formule 3.1 et le J et compte tenu de la
convergence uniforme de e Ay vers T(t) Az sur les intervalles borné,
on obtient :

T(t)r —x = lim (e"Ma —
() — Aiﬁloo(e r— )

= /t T(s)Axds. (2.4)

Soit B le générateur infinitésimal de (T(t));= 0 et soit x € D(A).
En divisant la formule 3./ par t > 0 et en faisant t vers t — 0%, on
voit que x € D(B) et on a :
t

Bx = lim Tt)e -z = lim ! T(s)Axds = Ax

t—0+ t t=0+t 1 Jy
ce qui entraine alors que D(A) C D(B) et Ax = Bz, Yx € A comme
B est le générateur infinitésimal de (T(t))so qui est de contraction,
alors d’apres la conditions nécessaires (2), on a 1 € p(B). D’autre part,
puis que A vérifie (2) du théoréme (9) alors 1 € p(A). Mais puis que
D(A) C D(B) et Ax = Bz, Vo € D(A)
ona: (I —B)DA) =I—-ADA) ==x (car I — A est surjectif )
ce qui entraine alors que D(B) = (I — B)'X = D(A). Dou
A=DB
comme conséquence du théoreme 9 de Hille Yosida, on obtient :

Corollaire 2.1.1. [1] soit A le génération infinitésimale d’un Cy-semi-
groupe de contractions (T(t))i=o et soit Ay Uapproximation de Yosida
A. Alors :

T(t)r = lim ez Ve e X.

A——400

Preuve. Il vient de la demonstration du théoreme 9, que ()\lim e ) 50.
—+00

Définie un Cy-semi-groupe de contractions (S(t))i=o dont le générateur
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infinitésimal est A, le théoreme 5 " d’unicité de l’engendrement” nous
permet donc de conclure que :

T(t) = S(t), Vt>0.

Corollaire 2.1.2. [/] Soit w > 0 un opérateur linéaire A est le géné-
rateur infinitésimale d’un Cy-semi-groupe (T'(t))i=o vérifiant

| T() [|[<ev, VAt >0

s1 seulement si :

1. D(A) = X et A est fermé
2. Jw, +00[C p(A) et pour tout A >w on a : || R\, A) [|< ﬁ

Preuve. Découle du théoreme 9 de Hille-Yosida appliquée au semi-
groupe de contractions :

S(t)=e™T(t), Vt=0
et de générateur infinitésimale : B = A —wl et pour A —w > 0,

Lemme 6. [/] Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire fermé.

Alors :

1. Uensemble résolvant p(A) est un ouvert de C, de plui pour tout
p € p(A) et tout X € C telle que |p— A < TRGLAT| On
sait : X € p(A)

+00
R\, A) = (1= A)"R(p, A" (2.5)
n=0

2. Vapplication X\ — R(u, A) est localement analytique et pour tout
neN, ona:

d" n n+1
TR A) = (—1)"nIR(, A (21) (2.6)
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Preuve. Soit u € p(A) et soit A € telle que :
lp— Al < . Alors :

1.

TR, A) u,

M—-—A=pul — A+ —ul
= [I = (0= M R(u, A}l — A)
comme | p— A |< m , alors Uopérateur [I — [(1n— N)R(p, A)]]
est inversible d’inverse :
+00

D (= N"R(p, A" =[I = (= \)R(p, A)] !

n=0

Il en résulte alors que NI — A est bijectif.
Done B(p; 177,z )H) p(A), d’ou p(A) est un ouvert de C De plus,

pour tout A € C vérifiant | p — X |< HR—)H on a:

ROAVA) = (M — A)!

= > (= N)"R(u, A"

n=0

2. Découle immédiatement de la représentation de la résolvante dans
la série de la formule 5.5

1)
= E an(zo — 2)" alors a, = #F”(z)
n!
n>=0

Théoréme 2.1.3. [I] Si A est le générateur infinitésimale d’un Cj
semi-groupe (T(t))i=o vérifiant - || T(t) ||< Me", V¢t = 0 avec
W >0M>1. Alors :
1. D(A) = X et A est férme
2. pour tout A € C telle que ReA > w on a X € p(A) et
M

MA" [ —=—— :
| B0 A IS Gy €N
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Preuve. D’apres le théoréeme 8, comme Re > w, alors
A€ p(A) et pour tout x € X, On a :

R\ A)x = Ryx = / e T (s)xds
0

M
et || R(AA) [[< o) —w .
Il est facile de voir que %R()\, A)x = —/O se T (s)xds, Vo e X
et par récurrence on obtient pour tout x € X et tout n € N, que :
dinR(/\, Az = (—1)" /O " e (s)ads
par ailleurs, par le lemme 6, on a :
"

d)\nR()\, Az = (=1)"n!R(\, A"

Il en résulte alors que :

1 oo
—/ St MT(s)xds Vo € X

n+1

R\, A" x = il

1
(n—1)!
Il vient alors pour tout x € X et tout n € N*, on a :

1
=
< o]
= (ReX —w)n

M

RMNA)" || s———," VAeC
| BOLA IS sy YA€

Do R\ A)'z =

/ S" e T (s)xds Vo € X, Vn € N*
0

I R(X, A) || =

/ S e T (s)ads
0

telle que : ReA >w Vn €N
Proposition 2.1.2. [/]
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Equation de la résolvante

Si A:D(A) C X — X est un opérateur linéaire, alors pour tous
A i€ p(A),

on a .

Preuve. De la définition de la résolvante, on a

AR, A) — AR\, AR (1, A) = R(p, A)
et [uR(u, A) — AR(p, A)JR(N, A) = R(A, A)

en faisant la différence des deuz égalités et compte tenu que R(\, A) et
R(u, A) commutent, on obtient :

RN A) = R(p, A) = (0 = M R(N, A)R(p, A)

Théoréme 2.1.4. Théoréme de Hille-Yosida dans le cas général :
[1] Dans ce section, on va démontrer le théoréme de Hille- Yosida dans le
cas général d’un Cy- semi-groupe sur X. Tout d’abord on va commencer
par démontrer le lemme suivante

Lemme 7. [/] Soit A un opérateur linéaire sur X telle que :
10, +00[C p(A) si de plus :

| A"R(N, A |[K M Vo € N,VA >0

Alors il existe un norme || . ||1 sur X équivalente a la norme d’origine
| . || vérifiant :
L x|z (<M |, Ve e X.

2. | AR\, Az |1 <] = |4, Ve e X .
Preuve. Soit i > 0. Posons

| @ [|,= Sup | W' R(p, A" ||, VeeX (2.7)
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1l facile de voir que || . ||, définit une norme sur X vérifiant :
[z <[z ll,< M|z, vreX (2.8)
et
| R (p, A) [|p< 1, (2.9)

montrons alors que :
| ARNA) [[,< 1, pour 0< A< p, (2.10)

Soit v € X. Posons y := R(\, A)x
Il vient alors de [’équation de la résolvante que

y =R\ Az = R(p, A)(z + (1 — A)y)
et par linégalité triangulaire et [inégalité 2.9 on obtient :
[y llu =l B, Az + (o= Ny ||,
p=A ]
[y {l, (1= ) < -

po T
donc: Ay llu<ll =
donc: || AR\, A)z ||,<|| x|, VreX
Dou: ||ARN Az |,<1  pour 0< A< p.

Des inégalité 2.8 et 2.10, on soit facilement que :

FA"R, A)"z [[<|| AR, A) <] 2], (2.11)

pour 0 < A< p Dou: | x|r=sup | "R\, A)"x ||< ||z, pour
n=0
O<A<n
Dow | @ h<ll @ ]
pour 0<A<n
posons
lolh= lm ol VoeX
u—r—+00
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2.1. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

en faisant tendre yu — 400 dans la formule 2.8, on obtient :
lzl<lzh<Mz]  VzelX,

en prenant n = 1 dans le formule 2.11, il vient que :
AR Az <l 2], Vae X

Do AR A)1 <1

Théoréme 2.1.5. (Hille-Yosida)

[1] Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-
groupe (T'(t))i=0 sur X, vérifiant | T'(t) ||< Me*, ¥Vt >0 avec
W>0M2>=21

si et seulement si :

1. D(A) = X et A est un opérateur fermé .

2. {A € C, ReA > W} C p(A) et pour tout A € C telle que
ReA > w >0 on dit :

M
n
|R(A, A" < m Vn € N

Preuve. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T(t))=o
telle que || T(t) ||< Me™ alors les assertion (1) et (2) découlent du théo-
réme 10 Réciproquement, supposons que A vérifie les assertions (1)et
(2) du th 11 Alors sans perte de généralité et quitte & considérer le
semi-groupe S(t) = e “'T'(t),Vt > 0, On peut supposer que w = 0
L’assertion (2) implique dans ce cas que :

| "R\ A)™ IS M, VA>0, ¥YneN

soit || . ||1 la norme équivalente a || . ||, définie de le lemme 7 et véri-
fiant :
[z <[zl M|, VreX (2.12)
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2.1. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

et
I AR, A1 <1, YA>0 (2.13)

A étant un opérateur fermé a domaine dense, de plus |0, +00[C p(A)
et || ARNA) 1<, VA>0

Il vient alors du théoreme 9 de Hille-Yosida concernant les Cy-semi-
groupe de A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T'(t))s=0
de || . |1 -contractions sur X, et en utilisant l’inégalité 2.12 , on obtient
pour tout t = 0 et tout x € X,

| Tz || <[ T@)z |l
I T() |<M, V>0 K

Maintenant, nous donnons une extension de la formule de représenta-
tion du corollaire 4 au cas général des Cy semi-groupe sur X .

Théoréme 2.1.6. [1] Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-

groupe (T(t))=0 sur X vérifiant : || T(t) ||< MeY, YVt > 0 avec

w=0et M>1.

Si Ay est Uapprozimation de Yosida de A (i,eA = NAR(\, A)) alors :
T(t)zr = lim Mz, VeeX, Vt>0

A——+o00

Preuve. Commencons tout d’abord par le cas ot

| T() ll< M,
Vt >0, (i,ew = 0). D’apres le lemme 7, il existe une norme ||.||1 sur X,
équivalente a || . || telle que (T'(t))i=o soit un Cy-semi-groupe de || . |1
-contractions sur X.
Il vient alors du corollaire 4 que : || ez —T(t)x [|1— 0 X — +oo.
comme || . |1 et || .|| sont équivalentes, on déduit alors que :
lim e =Tz, VreX, Vt>0

A——+00

supposons maintenant que : || T(t) ||< Me“, VYt > 0 avec w > 0

Alors pour X > 2w, la fonction X || e || est bornée. En effet :
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2.1. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

pour X > 2w, on a :

M
| RN, A)F 1< T Vk € N

< Me*! (2.14)

Maintenant considérons le semi-groupe uniformément borné :
S(t) = e ' T(t), Vt =0 dont le générateur infinitésimal est A — wl
De la premiére partie de la démonstration, il vient que :

lim ey = S(t)x, YeeX, V>0

A—400

ce qui entraine, alors que :

lim A tetly — P(t)e Vo € XVt > 0 (2.15)

A——+00

par un simple calcul, on obtient :
(A—wl)\—Axpw = NP R(\, A—wI) =M — (A +w) R\ +w, A)+(Aw)I

= wwRA+w,A) —2ARA +w, A)|[(A\] — AR\, A) = I]

comme A+ w > w alors IR +w, A)|| < &
1l s’ensuit alors que :

| HA) || =] 2wl —w(w + 2A)R(A + w, A) ||
< 2w+ M (2w + %) car A > 2w (2.16)
Il vient aussi que pour tout x € D(A), on a :

|RN)z|| = [[w*R(\ +w, A)x — 20AR\ + w, A)z||

M
< T(wQHxH + 2w||Az|]) = 0 (2.17)
quand X\ — 400
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2.2. THEOREME DE LUMMER-PHILLIPS

Donc R(A\)x — 0 quand X — 4+oo,Vx € D(A) et puis que D(A) = X
et R(\) est uniformément bornée (d’aprés 2.16) on déduit que :

RNz — 0 quand A\ — +oo, Vre X

400
t"H" (A
HetH()\)x_xH: § : '( >$
n:
n=1

<t H ()]
Il vient alors de linégalité 2.16 et de la formule 2.17 que :

lim Wy =2, VeeX (2.18)

A—400

finalement, comme H(X) et Ayyy commutent, on obtient :

H €tA’\SU o T(t)yc H <H 6tAA tA,\—i—tH A—w) T H + H eﬁA,H—tH()\—w)’r o T(t)x H

ﬂwﬁwme e R e G

Vee X, Vit=0
Ainsi : lim ey = T(t), Vee X, Vt=0

A—~+00

2.2 Théoréme de Lummer-Phillips

|1] Notons par X’ le dual de I'espace de Banach X et pour f € X’
et z € X on note f(x) par < f,x > pour tout € X on pose

F(z) ={f € X,< f,z > [[«]* = || f|*}
par le théoréme de Hahn Banach F'(X) # 0 pout tout x € X

Définition 2.2.1. Un opérateur linéaire A est dissipatif si pour tout
x € D(A) il existe f € F(X) tel que Re < f, Ax >< 0.
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2.2. THEOREME DE LUMMER-PHILLIPS

Théoréme 2.2.1. Lummer-Phillips
Soit A un opérateur linéaire a domaine D(A) dense dans X

1. Si A est dissipatif et s’il existe \yg > 0 tel que
Im(MNI — A) = X, Alors A est le générateur infinitésimal d’un
Co-semi-groupe de contractions sur X

2. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contrac-
tions (T'(t))i=0 sur X, alors Im(A — A) = X pour tout A > 0 et
A est un opérateur dissipatif. De plus, pour tout x € D(A) et tout
feFona:Re< f,Ax ><0 .

Preuve. Soit A un opérateur linéaire a domaine D(A) dense dans X

1. Supposons que A est dissipatif et qu’il existe Ay > 0 tel que

Im(NI —A)=X .

Alors d’apres lassertion (2) de la proposition 2,

Im(A — A) = X, pour tout X >0, ]0,4+00[C p(A) et

| RN A) [|< % pour tout A > 0, d’autre part (\gI —A)~" est borné
donc fermé ce qui entraine alors que Aol — A est aussi fermé et
donc A est fermé, Il vient alors du théoréeme 9-chapitre 1 de Hille-
Yosida que A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
de contraction sur X .

2. Supposons que A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
de contraction (T(t))s=o sur X, alors, d’apres le théoréme de Hille-
Yosida, on a
10, +o0[C p(A) et donc Im(A — A) = X pour tout A > 0, De plus
. pourx € D(A) et f € F(z) ona:

| < £, Tz > [ <[ STz |
<[z =)= [P
ce qui entraine alors que :
Re| < f,T(t)x —x >= Re| < f,T(t)x > |— || z ||’<0
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2.2. THEOREME DE LUMMER-PHILLIPS

Il s’ensuit alors que :

Re < f, Ax >= Re (<f, lim M>> <0

t—0+ t

ceci étant pour tout x € D(A) et pour tout f € F(x)
On déduit alors du lemme 2 que A est un opérateur dissipatif ce
que achéve la démonstration du théoréeme

Définition 2.2.2. [/] On appelle :
opérateur m-dissipatif tout opérateur dissipatif A telle que
Im(I—-—A)=X.

Remarque. ://] Il est facile de voir que :
1. 81 X\ est dissipatif, alors. p A. dissipatif, pour tout p > 0

2. Si A est m-dissipatif, alors Im(A — A) = X pour tout A > 0
Enfin, on établit le théoréme de perturbation du générateur
infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions par un opérateur
dissipatif .

Théoréme 2.2.2. [/] Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-
groupe de contractions sur X et soit B un opérateur dissipatif telles que :

D(A) C D(B) et vérifiant :
| Brl<allAz | +b] 2], VeeD@)  (219)

ot 0 <a<1letb>0. alors A+B est le générateur infinitésimal d’un
Co-semi-groupe de contractions sur X.

Preuve. Comme A est la générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe,
alors. W = X. Et par le théoreme de Lummer-Phillips, ["opérateur
A est

m-dissipatif, il s’ensuit alors car Am — dissipatif -

Re < Az,l >< 0 VfeD(x)
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2.2. THEOREME DE LUMMER-PHILLIPS

A+1tB est dissipatif pour tout t € [0, 1]. De plus puisque B est dissipatif
et D(A) C D(B) et en utilisant l'inégalité 2.19 on montre que A+tB est
m-dissipatif pour tout .t € [0,1]. En particulier A+B est m-dissipatif,
et comme de plus

D(A+B) =D(A) =p

on déduit du théoréeme de Lummer-Phillips. que A+B est le générateur
infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions sur X.

Théoréme 2.2.3. [/] si A et B 2 opérateur telles que D(A) C D(B)
et A+tB dissipatif pour 0 <t < 1 si|| Bz ||[< a|| Az || +B || = || ou
O0<a<1,B>0etdtye[0,1]/A+tyB est m-dissipatif alors A+tB est
m-dissipatif pour tout t € [0,1] suite :  Vax € D(A),3f € F(x) telles
que Re < Br,x >< 0 et donc pour ce f Re < Ax+tBzx, f >< ¢
par théoréme 3,2 A+tB est m-dissipatif pour tout t € [0,1] (tp = 0)
D’ou A+B est m-dissipatif et il est le générateur infinitésimal d’un
Cy-semi-groupe de contraction par Lummer-Phillips.

42



CHAPITRE 3

LAPPLICATION AUX EQUATIONS D’EVOLUTION

3.1 Applications aux équations d’évolutions

Dans ce chapitre, nous donnons quelques applications de la théorie
des semi-groupes a la résolution des équations différentielles plus préci-
sément on étudie :
le probléme linéaire abstrait de la forme :

{u’(t) = Au(t), Vt=0 (5.1

u(0) = ug
u(.) est une fonction 3.1 & valeurs dans 'espace de Banach X.

A:D(A) C X — X est un opérateur linéaire et x € X est la valeur
initiale .

Définition 3.1.1. /7]

1. Le probleme a valeur initiale :
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3.1. APPLICATIONS AUX EQUATIONS D’EVOLUTIONS

est dit probleme abstrait de Cauchy associée a (A, D(A)) et de
valeur initiale

2. une fonction u : RT™ — X est dite solution (classique) du probléme
(PAC), si U est continument dérivable, U(t) € D(A), Vt >0 et
U vérifié (PAC)

Théoréme 3.1.1. /1] Soit (A, (D)) le générateur infinitésimal d’un Cy-
semi-groupe (T(t))=o sur X Alors pour tout x € D(A), la fonction :

u:t—u(t) :=T(t)x
est l'unique solution du probléeme (PAC) de valeur initiale .

Preuve. soit © € D(A), il est bien connu que :
u(t) = T(t)x est une solution classique du probleme (PAC)
soit V une autre solution de (3.2) cad :

{V’(t) — AV(t), Vt>0 3.3

V() ==z
soit t > 0 .Alors pour tout s € [0,t] on a :

d

%(T(t —s5)V(s)) = -T(t—s)AV(s) + T(t — s)AV (s)

=Tt —5)AV(s)+T(t —s)AV(s) =0
En intégrant entre 0 et t on obtient :
[T(t = 5)]V(s)]y =0

ce qui entraine que T(0)V (t) — T (t)V(0) = 0 soit alors
V(t) =T(t)V(0) =T(t)x ce qui termine le démonstration du théoréme

Définition 3.1.2. [/ une fonction continue u : RT — X
est dite solution (on mild solution) du probleme (PAC) a valeur initiale
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3.1. APPLICATIONS AUX EQUATIONS D’EVOLUTIONS

u(0) =z,
st pour toutt > 0

/tu(s)ds € D(A) et  u(t)=z+ A/tu(s)ds
0 0

Théoréme 3.1.2. [1] Soit (A, (D(A)) le générateur infinitésimal d’un
Co-semi-groupe (T'(t))e=o sur X.Alors pour tout x € X, Uapplication :
u:t—u(t) =Tz

est l'unique solution (mild solution) du probleme (PAC) de valeur ini-
tiale x.

Preuve. compte tenu de l’assertion 2 du théoréeme 4, pour tout x € X

ona :
t

T(t)x =x+ A/ T(s)xds, ce qui entraine que : u(t) =T (t)z est une

0
solution du probléme (PAC) de valeur initiale x .

pour ['unicité, supposons que V est une autre solution du probleme
(PAC) de valeur initiale x. Alors :

u(t) =x+ A/O u(w)dw et V(t)=z+ A/O V(w)dw.
soit t = 0, alors pour tout s € [0,t] on a :
d S
%(T(t + 8))/0 (u(r) — V(r)dr)
= (/0 (u(w) — v(w))dw = u(s) — V(s)) =0

En intégrant entre 0 et t on obtient :

t

[T(t %) /0 (u(r) — V(r)dr)] =0

0
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3.2. APPLICATION AUX EQUATIONS D’EVOLUTION

t
ce qui entraine alors que : T(O)/ (u(r) =V(r)dr=20
0

t t
ce qui implique : / u(r)dr = / V(w)dw
0 0

t t
Dot u(t) = .1:+A/ u(r)dr = :C—I—A/ V(w)dw =V (1), vt > 0.
0 0

3.2 Application aux équations d’évolution

3.2.1 Quelques Applications de la théorie de semi-groupes
aux équations d’évolution

Soit le probléme du Cauchy :

‘(1) — Ay(t) = f(t,y(t)), telo;l]=.J
P1) y'(t) — Ay(t) = f(t, y(t)) [0;1]
y(0) = yo.

Ou f : J xE — E une fonction donnée, A : D(A) C E — E Un
opérateur (non linéaire) de domaine dense dans E qui le générateur
infinitésimal d'un Cy-semi groupe (7'(¢));>0 d’opérateur linéaire bornés
y1 € E et [E un espace du Banach on appliquer sur de théoréme de point
fixe de Banach sur la contraction qui dit que, si X;Y sont des espaces
de Banach et 'opérateur N : X — Y qui est une contraction (i,e) :
Ve,y € X,|| N(z) = N(y) |[x< K ||z —y |y avec 0 < K < 1. Alors N
a un point fixe unique dans X.
Définition 3.2.1. /2] f est dite L' carathéodory si :

1. Yy e E f(.,y) est une application mesurable

2. sur presque sont t € J : f(t,.) est continue

3. Yk > 0,3, € LY(JR") telle que pour tout y € E avec || y ||< k :

| f(t,y) |e< ¢i(t) presque partout dans J.
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pour le probléme (P1), on s’intéresse aux solution suivants :

Lemme 8. /7] une fonction continue y € C(J, E) est une
( solution intégral) si y satisfont [’équation intégral suivante :

o) =T+ [ (= ) f(s.y(s))ds VEe

On le résultant suivant pour le probléme (P1).

Supposons que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

(H1) f est L' carathéodory

(H2) Il existe une constante M > 1:[| T'(t) ||z,x)< M, Vt>0
(H3) 1l exists p € L'(J,R™) telle que

It y) =) I<p®) ly =7l Yy, ycEvie ]

Théoréme 3.2.1. Supposons que les hypothéses (H1) -(H3) sont
satisfaites. Alors le probléeme ( P1) admet une solution intégral unique.

Preuve. On transforme le probleme d’existence de solution en un pro-
bleme du point fixe, pour cela, on considére ['opérateur

N:C(J,E) — C(J, E) définie par :

v NGO =0+ [ Tt ) f(s.y(s))ds.

Il est clair les points fize de N, sont des solutions de probléme (P1).
Montrons que N est un contraction .En effet soient y, 5 € C(J, F),

N(y)(t) - N@)(t) = / T(t - 8)[f(s,9(5)) — £(5.75(5))]ds
dou NVt € J

| N(w)(e) - N ||<M/ ) o) =36 | ds
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< Msup [ y(t) =5(8) [lll p .
doisup [ N(y)(t) = N@)(®) < M [ p e sup | y(t) = 5(0) |

te]
I N(y) = N@) o< M [ p Il Y =7 [loc -
Considérons maintenant la norme .||y définie sur C(J, E) par
Il = supe Oy ou Ple)= [ pls)ds et x>
Les norrtsg |-|lo €t ||-]|1 sont équivalent% :
POy llooslly <l y oo -
y(t) = eV ™0y (1) = y(t) < e ™0 ly(2))|

= sup [ly()]| < "V supe Oy (1))
teJ teJ

= [yl <"yl < llylloe, VE € J,
Alors pour tout t € J

IN @) @) <M / 9 lly(s) — 7(s) ds
< Mlly — e O

< —Hy glli(e™ —1)

M — TP
< —|lv — 9lle
T

d’ot v
INCy) = N@lr < —lly = gl
Alors N est un contraction pour tout = > M.

Exemple 1. considérons [’équation aux dérives partielle

0 0>
J— <
_%Z(t;y) - —ayzy(t,y) = f(t, 2(t,y)) oty<mted
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2(t,0) = z(t,m),t € J
ona f:JxE— FE etsoit E=L*([0,7],R)
ow O*w

et A: D(A) C E — E définit par Aw=w" ovw' = — 0" = —
dy Oy?

D(A) = {w € E,w,w" sont absolument continue, w" € E w(0) =
w(m) = 0}, alors

Aw = ZnQ(w,wn)wn, w € D(A)

n=1

2
ou wyp(s) = 4/ — sin = {ny,ng, ...} est Uensemble des vecteur propre
T

orthogonalement de A.
Il est comme (vrai pour que A est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe analytique T(t) = 0 de E et est donné par

T(t) = Ze_”zt(w,wn)wn, weEl

n=1
ou (.,.) est le produit scalaire dans L? puisque le semi-groupe T'(t) est
analytique par suite compact, il existe une constante M > 0 telle que
IT@)] < M
nous supposons qu’il existe f ' J — J X E — E telle que
| £t 2) — (.2 1< £ | 2 — 2 |
on montre que le probleme (P1) est la forme abstrait du ’équation auz
dérives partielles donne et les hypotheses du théoréeme 1 sont satisfaites,
d’ou le probleme pour l’équation aux dérives partielles admet une solu-
tion intégrale unique .
soit maintenant le probleme

(m{wa>fw@—fwmm¢eJ
y(0) = v, ¥'(0) =u
ouf:JxE—FE A:DA) CFE — E estle générateur d’une
famille cosinus d’opérateur linéaire, bornée fortement continues

C(t)t<07 Yo, Y1 € E

(3.4)
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Définition 3.2.2. [?] Une famille d’opérateur linéaire borné fortement
continue est dite Cosinus si

1. ¢(0)=1.
2. c(t+s)+c(t—s) =2c(t)c(s), Vi,seJ.
3.t — c(t)y fortement continue Vy € E .

De la famille c¢(t) en définit une famille d’opérateur linéaire borné for-
tement continue appelé Sinus est définit par : Vy € E :

swwzﬁdmm

le générateur infinitésimal A : D(A) C E — FE de la famille cosinus

est définie par
d2

Ay = d—yQC(t)y‘

t=0

Définition 3.2.3. [/ Une fonction continue y solution de I'équation
intégral suivant :

yw:dmww®m+ﬂswﬂvmmmw

est dite une solution intégral de (P1) ou "Mild solution”. On a aussi
le théoreme suivant

3.2.2 Théoréme de Schaffer

[2] Soit X un espace de Banach et N : X — X un opérateur
complétement continue ( continue et transforme tout borné B de X en
un ensemble relativement compact dans X ), et si ’ensemble
E(N)={z € X : x = ANz} pour un A € [0,1] est bornée. Donc N
admet un point fixe.
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Soit le probléme

P2) {y’ —Ay=f(ty), tel0,T]=J
y(0) = yo
Avecf : J x E — FE une fonction donné, A : D(A) C E — F est le
générateur infinitésimal d’un semi groupe (7'(t))=o d’opérateur linéaire
borné de E.
Supposons les hypothése suivante :
(H5) fest L' carathéodory
(H6) 11 existe une constante o > 0 telle que || T'(¢) ||[< o, ¥Vt > 0.
(H7) Nexists p € LY(J,R") et ¢ : [0, 0] — (0, +00) uniformément
continue et croissante telles que

I f@Ey) [<p®e(lyl), Vied et VyekE
Théoréme 3.2.2. Supposons que les hypotheses (H5) -(H7) sont sa-

tisfaites, st
t 0 du
p(s) < / du
/o Mol ¥(w)

est vérifiée, alors le probleme (P2) admet au moins une solution(mild
solution,).

(3.5)

Preuve. on transforme le probléme (P2) en un probléme du point fize
pour cela, on considére opérateur N : C(J,E) — C(J, E) définie
par :

t
(N)@) =T + [ T(t5)(sy(s))ds e
0
et soit [’ensemble By telle que :
By ={y € C(J.E): |ly| <}

o N est continue :
En effet soit (yn)neny C C(J, E) telle que :

Yn —> y et on montre que Ny, — Ny,

51



3.2. APPLICATION AUX EQUATIONS D’EVOLUTION

On a :

N(yn)(t) = T t—s)[f(s,n(s)) = f(s,y(s))] ds

N

IN()(t) — N@) @) < M / 1£(5.mn(5)) — F(s.(s))llds

on utilisant le fait que f et L' caratéodory et le théoréme de la conver-
gence domine de Lebesque, Alors :

IN(ya)(t) = N(y) )| — 0 quand y, —y

Donc lopérateur N est continue.

e N(By) est relativement compact :

On montre que N (Bs)est relativement compact dans C(J, E) pour tout
borne Bs.

Remarque. [2] Soit F' C C(J, E) F est relativement compact :
1) F est bornée
2) F est equicontinue
2) L’ensemble F(t) = {f(t), f € F} est relativement compact dans
E.
1)N(Bs) est bornée :
Fe effet, Vy € Bs alors ¥Vt € J on a :

N(y)(t) =T (t)yo + / T(t — 5)f(s — y(s))ds
| M) llso < Mllgoll + Mgl < oo.

Alors N(By) est bornée.
2)N(Bs) est equicontinue :
SOityEBg et <19 <t

N()(r) = Nw)(m) = (T(r) = Tl + [ Ty — 8)f (s y(s))ds

T1
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3.2. APPLICATION AUX EQUATIONS D’EVOLUTION

IN W) = NI < I17() = T s Il 41 [ on)ds

puisque (T'(t))i=0 est compact, alors on a la continuité du (T(t))i=o pour
la topologie des opérateurs, c’est on a
|T(72) = T(71)| By — O quand 7, — 7

IN()(72) = N(y)(m)|| — 0 quand 71 —

Donc N(Bs) est equicontinue.

3)N(By)(t) est relativement compact dans E :

Il faut montre que Yy € Bs, N(y)(t) est précompact dans E.
Soit0<e<t, telJ

so1t

N0 =T+ [T 5o (s
= T(Aw+T(6) [ Tt 5= 2)F(su(s)ds
0
puisque T'(t) est compact ;alors N(y)-(t) est précompact de E.
N = N0 = [ Tl =s)f(s.p()ds
NG = NGO <M [ puls)ds — 0 quand = — o0

donc {N(y)(t),y € By)} est précompact de E.
o/'ensemble E(N) ={y € C(J,E),y = AN(y) est bornée :

On montrons maintenant que l’ensemble
E(N) est borné pour un constant A € [0,1], soit y € E(N) alors

N = X+ [ Tt = 5)5(s,a(s)ds
< Mllyoll + M / p(s)6(1ly(s)ll)ds
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3.2. APPLICATION AUX EQUATIONS D’EVOLUTION

Posonsv(t) =M [0 ||+ | p(s)A] y(s) )ds

Alors  v(0)=M ||yo || et '
V(t) =p)Y [l yls) | € J < Ps)y(v(t))

d’ou

¢ /tP(s)ds

Posons v(s) = u(s), on Obtzent

u(t) du t 00 du
< P(s)ds < —
/u||yo| ¥(u) /o (¢)de /M|yo|| ¥(u)

Donc  3b > 0 telle que u(t) <b Ve e J || u|loo< b

dou  |v|p<b=]ylle<b Vzeld.

Donc E(n) est borné alors le théoréme de Schaffer affirme que N admet
au, moins un point five que est solution du (P2) .
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CHAPITRE 4

EQUATION D’EVOLUTION SEMI-LINEAIRE

4.1 Equations non linéaires

Pour tout ¢t > 0

(1) % = Ax(t) + f(t,2(t)) (41)
x(O) =1x0€ X

A générateur infinitésimal d'un C semi-groupe T'(t)s=o sur X.
f:RT x X — X une fonction continue.

Solution stricte=- solution classique = solution forte = solution
faible.

Une solution faible de (1) sur est une fonction continue sur [0, a]
vérifiant

x(t) = T(t)xg +/0 T(t—s)f(s,x(s))ds, t€]0,da

Théoréme 4.1.1. [5] Supposons que f est lipschitzienne par rapport a
la deuzieme variable i.e - AK : RT — R™ continue telle que :
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4.1. EQUATIONS NON LINEAIRES

Alors (1) admet une solution faible définie sur R .

Preuve. Soita >0, M, = sup |T(t) |; K, = sup | K() |
te[0,a] te[0,a]

(Zl SUﬁcit que K S LZ?C((R-&-)) Pa = 90([07 CL], X)
pour'y € ¥q

(K9)(t) = T(Om+ [ T(t=5)(s,(s))ds
Soit y1,y2 € v Kuy1(t)—Kuya(t) = /tT(t—S) (f(s,91(5)) — f(s,92(5)) ds

0
| Kyi(t) — Kyo(t) | MoKot [ y1 — o | VL€ [0, 4]
deuzieme itération :

M,K,.t)?
() - Kognfr) | < Bl
(M,K,.a)?
< T E— |y —y2 |-

MaKa.a)"™

|K291—K2y2\<%’y1—y2|

M, K,.a)"

donc il existe n .'Q < 1.
n

D’ots K admet un point fize unique .

Remarque. /7] f continue # existence d’une solution faible A=0

Af(t, x(t))

——
B8
S =
I
8
(@)

o6



4.1. EQUATIONS NON LINEAIRES

Théoréme 4.1.2. [7] Si T(t) est compact pourt > 0 et
f R x X — X continue alors 3b > 0 telle que :
(1) admet au moins une solution faible définie sur [0, 0].

Preuve. [0/ f étant continue en (0, z)

IM > 0| f(t,y) |< M: Fr>0,3a>0

Soit Co ={y € po ;| y(t) —yo |< 7, VEE0,a]}

C, est un convexe fermé et borné
t

Soity € Cy, | Ky(t)—Xo |<| T(t)xo—10 | —1—/ | T(t—s)f(s,y(s) | ds
0

Pour t assez petit | T'(t)xg — xo |< 5

t
/0IT(t—S)Hf\s,y(S)Hdsét.Ma.M

< = pour t assez petit

o3

38 >0 tel que sit < B | Ky(t) — Xo [< 7.
Donc KCs C Cp.
Alors KC' est compact.

Equibornitude : Soit t € [0, 5] : {Ky(t),y € ¢z} compact
dans X :sit =0 éuvidente.
Soit 0 <t<p

Ky(t) =T(t)xo + /0 T(t—s)f(s,y(s))ds

t
Soit e > 0 poure <t : / T(t—s)f(s,y(s))ds
0
t

= [T senis + [ Tl- 9700
0 t

—&

=T(e) / T(t—e—s)f(s,y(s))ds+ 0(e)

0
Mesure de non-compacité
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4.1. EQUATIONS NON LINEAIRES

e v o=
Q

~~ I/~ I~
=

a({Ky(t) :y € ps}) <0+0(e), Ve<t ¢—0
Donc a({Ky(t),y € pp}) =0 est compact.

Théoréme 4.1.3. (Lemme) :
[5] Soit Y un espace de Banach et (T),)nen € Lp(X) telle que
T, — T quand n — +o00 tout simplement
Alors NB compact de Y : sup | T,,(y) — T(y) | = 0 quand n — oo
yes
Corollaire 4.1.1. [1] Soit (T'(t))i=0 un Cy semi-groupe sur X,
VK compact de X :
sup | T'(h)x —z | = 0 quand h — 0.
reK
Retour a la démonstration :
Equi-continuité :[1| Vi, € [0,p] ¢ >t

sup | Ky(t) — ky(ty) |— 0 quand t — ¢
yELs

| Ky(0) ~ Ky(t) <] ()0~ Tt | (1) +
| [ =9 -1 - 6.0 a5 @

N / T(t — ) f(s,y(s))ds (3)

(1)—>0 T — 1o

et 3)< K |t—ty| Vye@s
to

/ (T(t—s)=T(to—s))f(s,y(s))ds = (T(t—to)—[)/oOT(t—s)f(s)ds

0
sup | T'(t —tg)z — 2z |— 0 quand t —tg
zeK

o8



4.1. EQUATIONS NON LINEAIRES

Donc ® est vérifiée pg est compact.

d’aprés théoréme de Schauder K admet au moins un point fixe.

Théoréme 4.1.4. (de Schauder) :
[5] Soit Y un espace de Banach et soit g un convexe fermé borné de Y,

et 0 : o9 —> o une application continue telle que 6(pg) est compact,
alors 6 admet au moins un point fize dans .

Théoréme 4.1.5. (Sadovskii) :

[0] Soit Y un espace de Banach, poun conveze fermé borné et supposons
que 0 : g —> o continue , st a(0f) < a(f),

pour tout 3 borné .

Avec af.) mesure de non compacité. Alors. 6 admet au moins un point
fixe dans .

Théoréme 4.1.6. [7] Si f est borné

Alors (1) admet une solution mazimale définie sur [0, tmaz
avec 0 < tpae < 400 S tper < 00 = thm | z(t) |= +00.
%

max

Théoréme 4.1.7. [7] Soit f :]a, B[— Y complet, uniformément conti-
nue. Alors lim f(x), lir% f(x) existe dans'Y.
T—Q T—

Théoréme 4.1.8. [5] (T'(t))i=0 Co semi-groupe d’opérateurs compacts
f:RT — X continue borné.

Alors (1)admet une solution maximal définie sur [0, tpa.| avec

0 <t < +00.

St tpar < +00, alors t litm | z(t) |= +o0
% max

Preuve. on suppose que tpq, < +00
et que tlitm | z(t) |< +o00
_>

max

c’est-a-dire AM > 0 :Vt <ty | 2(t) |< M.
Soit t < tyee et h >0
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4.1. EQUATIONS NON LINEAIRES

x(t+h)—a(t) =Tt)(T(h)xo— o) + /0 T(t+h—s)f(s,z(s))ds

/O T(t— $)f(s.2(s))ds.  (2)
=T - ) (1)

+ T(t+h—s)—T(t—s)f(s, (s))ds+/ (T(t+h—s))f(s,x(s))ds. (3)
0 quand th — 0 et (3) = O(ht)

— (T(h) - 1) /O T(t — ) (s, 2(s))ds.
D = {/OtT(t —5)f(s,2(s))ds: t €0, tma] }

est compact ?

[

Soit (tp)n C [0, timaz|:
tn
At )y — 80 € <tz / T(t, —s)f(s,z(s))ds
. 0

converge vers /tT(tn —5)f(s,x(s))ds.
tv?k
Si t= max- nk — d
zt : t /0 T(tw — s)f(s,z 3))ts
/ 1[0, ti] T (tnr—s) ))ds +/ 1[0, t) T (tnk—s) f (s, x(s))ds
—>/ tmaz — ,x(s))ds

quand k — 400, Vs € [0, tmax]
par la convergence dominée de Lebesque .

/0 CT(ty — 8)f (s, 2(s))ds — /O " T(tar — 8) (s, 2(5))ds

D compact = sup|T(h)z—2z2|— 0 quand h — 0
zeD
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4.1. EQUATIONS NON LINEAIRES

Dot
z(t+h)—z(t) — 0 quand h—0
Régularité :
(D{§§—25w+fmxw> t>0 w2

A générateur infinitésimal d’'un pg-semi groupe (7T'(¢)s>0)

(1) admet une solution faible. t >0 z,y € X

x(t) = T(t)xg —|—/0 T(t—s)f(s,z(s))ds, t=0.

Proposition 4.1.1. [I] Si zg € D(A) et si de plus "t — f(t,z(t))”
est de classe o', alors x est une solution stricte de (1).

Preuve. Soit u(t) = f(t,z(t))

PR {x’(t) = Az(t) +ult) t>0
z(0) = x

u € (R, X), x9€ D(A)
2(t) = T(t)wo + [y T(t — s)p(s)ds.
D’apres le régularité pour ¢ probleme non homogenes
v € o (R, z) et 2/(t) = Ax(t) + o(t)
— An(t) + f(t,2(0))

Remarque. [/ Sous quelles condition

t— f(t,x(t)) est de classe "7
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4.1. EQUATIONS NON LINEAIRES

Théoréme 4.1.9. [1] Si f est p'(RT x X, X) et Dif, D,.f sont locale-

ment lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable.
Si zg € D(A), alors la solution faible devient stricte.

Preuve. Il suffit de montre que : t — f(t,z(t)) est @l
ca revirent o montrer que x € @' (R', 1)
Vag € X,3V ouvert dxg telle que :

VK compact de X AK > 0 telle que :

| Duf(t,2) = Dif(ty) S K [z —y| Vo,ye K

et

‘Dxf(tax)_Dxf(tay) S K | x_yl
x(t) = T(t)xg +/ T(t—s)f(s,z(s))ds, te€]0,al.

Soit le probleme suivante :

{y/(t) Ay(t) + Dy f(A, (1)) + Do f(t,2(8) (y(t),
y(0)

ACCO = ASU() + f(O, SC()).
y'(t) = Ay(t) + g(t, y(t))
|9t 91) = 9(t,ya) S| Do f(2()) [ [ 91 — w2 |
Donc (2) admet une solution faible sur [0, a).

y(t) = T(t)(Axo+£(0, xo))Jr/O T(t—s)[Dsf(s,2(s))+Dyf(s,x(s)y(s)ds].

(4.4)

t
Soit  Z(t) = :z:0+/ y(s)ds.
0
Alors 2z € ©*([0,a], X) telle que v = Z
t

Donc  Z(t) = 560+/0 T(S)Axo+/0 T(s)f(0,z0)ds.
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4.1. EQUATIONS NON LINEAIRES

" /O | 76— DS, 5(7) + Dnf (o s
/ T(s)Azy = A/ T(s)wods = T(t)x — 0.

0 0
t — Z(t) est de classe p' = (t — f(t,2(1)) est p!) =t —

/ T(t—s)f(s,z(s))ds est ot
0

d t
0 gy | T = .2t = 9))ds = T()F(0,)

+/O T(3)[Dof(t — 5, Z(t — 8) + Daf(t — 5, 2(t — 8))f(t — 5)]ds
— T($)£(0, 20) + / T(t — $)[Def((E — 5, 2( — )£t — 5)]ds.
Par suite / T(s) (0, 20)ds — / Tt ) f(s. () ds
// (s — 2)[D. (2, 2(r) + Do f (2, 2(7)y(r)drds].

Done (1) = Tlt)ea-+ [ T = 5)5(s. 2(6))ds +
0 /OT T(s—2)[(D:f(z,2(2)) — D-f(2,7(2)) + D-f(2,2(s))
= D:f (2, 2(2))y(2)dz=ds).

z(t) =T (t)xo + /0 T(t—s)f(s,z(s))ds.

Donce | x(t) — Z(t) |< K/ | z(s) — y(s) | ds.

0
K ={z(s),7(s),s € [0,a]} compact .
Lemme de Gronwall , v = Z sur [0,a],Va > 0 i-e x € o' (RT, X).
=t f(t,z(t)) est pl.
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CONCLUSION

En conclusion, ce mémoire met en exergue l'importance de semi-
groupe dans 'étude des équations d’évolution, ils fournissant des outils
combinés avec d’autres concepts tel que théorie du point fixe pour prou-
ver l'existence et l'unicité des solutions des équtions semi linéaire en
général.
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