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Résumé :

Ce mémoire est dédié à l’étude de la stabilité des systèmes non linéaires non autonomes

qui peut être évaluée à l’aide de la stabilité au sens de Lyapunov, qui se concentre sur la

convergence vers un point d’équilibre stable, basée sur l’analyse des fonctions de Lyapunov,

et de la stabilité pratique, qui se penche sur la capacité du système à revenir à son état

d’équilibre après avoir des perturbations. L’analyse de la stabilité de ces systèmes fait appel

à des méthodes mathématiques avancées et permet de concevoir des stratégies de contrôle

adaptées pour maintenir la stabilité dans des conditions réelles.



Notations

R : l’ensemble des nombres réels.

R+ : l’ensemble des nombres réels positifs.

Rn : R-espace vectoriel de dimension n.

R : R ∪ {∞}.

‖.‖ : Norme euclidienne sur Rn.

D : Un domaine de Rn contenant 0.

α : Une fonction de classe K.

β : Une fonction de classe KL.

ϑ : Un voisinage non vide de 0.

V̇ : ∂V
∂t

(t, x) + ∂V
∂x

(t, x)f(t, x) la dérivée de V (t, x).

PC : L’ensemble des fonctions continues par morceaux.

J : = [0,∞).

R : La région d’attraction de Br.

Ωt,c : L’ensemble qui dépend du temps.

Br : = {x ∈ Rn, ‖x‖ ≤ r} boule bornée.

π(t) : Une fonction scalaire.



Abréviation

(UAS) : Uniformément asymptotiquement stable.

(UES) : Uniformément exponentiellement stable.

(GES) : Globalement exponentiellement stable.

(GPUS) : Globalement pratiquement uniformément stable.

(GUES) : Globalement uniformément exponentiellement stable.

(GUES) : Globalement uniformément exponentiellement stable.

(GPUAS) : Globalement pratiquement uniformément asymptotiquement stable.

(GUPES) : Globalement uniformément pratiquement exponentiellement stable.

(LTV ) : Système linéaire variant dans le temps.



INTRODUCTION GÉNÉRALE

Un système dynamique est un ensemble d’objets ou de phénomènes liés entre eux et iso-

lés artificiellement du monde extérieur. Sa modélisation vise à établir les relations qui lient

les variables caractéristiques de ce processus entre elles et à représenter rigoureusement son

comportement dans un domaine de fonctionnement donné. Elle nécessite dans cet objectif,

un ensemble de techniques permettant de disposer d’une représentation mathématique du

système étudié. Dans le même sens, on peut dire que la modélisation théorique exige une

connaissance précise des phénomènes intervenant dans le système et une aptitude à les repré-

senter par des équations mathématiques. Et par conséquent, elle conditionne les méthodes

qui seront utilisées par la suite, pour analyser ses propriétés.

La majorité des systèmes physiques non-linéaires peuvent être représentés comme une in-

terconnexion d’un système dynamique linéaire et d’un autre non-linéaire. Le problème de la

stabilité absolue consiste à trouver des conditions suffisantes qui portent sur le système li-

néaire pour que l’origine soit globalement uniformément asymptotiquement stable (ou GUAS)

pour une classe de non-linéarités bien déterminée. Ce problème a été posé pour la première

fois par Lur’e [20] en 1944. Actuellement, les systèmes dynamiques non linéaires décrivent

un grand nombre de phénomènes scientifiques : physique, chimie, biologie, médecine, écono-

mie et autres. Au-delà du problème de représentation il n’existe pas d’outils pour étudier

les systèmes dynamiques non linéaires. Il est établi aujourd’hui que beaucoup de systèmes

non linéaires peuvent être décrits dans l’espace d’état par des équations différentielles non

linéaires. C’est ce type d’outil mathématique qui est utilisé par les automaticiens pour traiter

les problèmes liés à ces systèmes[27].

Le thème général de ce mémoire s’inscrit dans le cadre des systèmes non linéaires non

autonomes. L’objectif consiste à résoudre certains problèmes qui sont d’importance majeure

dans la théorie du contrôle. Ces problèmes sont liés à la stabilité de certains systèmes non



linéaires. Ce sujet a attiré l’attention de nombreux chercheurs [2, 6, 7, 8, 23, 24].

Ce mémoire divisé en deux parties, dans le premier chapitre, nous commençons par donner

des définitions, ainsi que quelques résultats sur le problème d’analyse de la stabilité pour le

système

ẋ = f(t, x(t)), x(t0) = x0 (1)

où t ≥ t0 ≥ 0, x(t) ∈ D ⊆ Rn et f : R+ × Rn −→ Rn est continue en t et localement

Lipschitzienne en x.

Pour ce type du système, on donne des conditions suffisantes pour garantir la stabilité on

se référera souvent à la théorie de Lyapunov [19, 22, 32], cette théorie étudie comment les

systèmes dynamiques évoluent au fil du temps. Elle utilise des fonctions de Lyapunov pour

évaluer la stabilité des systèmes en fonction de leurs conditions initiales. Cette théorie trouve

des applications dans de nombreux domaines et est utilisée pour analyser la stabilité des

systèmes linéaires et non linéaires. Elle est développée par le mathématicien russe Alexandre

Lyapunov au 19ème siècle 1, et après on étudie le cas inverse.

Dans le deuxième chapitre, nous étudions les systèmes non linéaires non autonomes per-

turbés de la forme :

ẋ(t) = f(t, x(t)) + g(t, x(t)), (2)

dont l’origine peut ne pas être un point d’équilibre et que les fonctions f et g sont en gé-

néral continues et localement Lipschitziennes en x. Le terme de perturbation représente les

erreurs de modélisation. L’objectif de cette partie est d’assurer la stabilité pratique uniforme

globale de cette classe des systèmes. Plus précisément, si on suppose que le système nominal

est globalement uniformément pratiquement exponentiellement stable (ou encore GUPES),

alors on se demandera si le système perturbé gardera le même comportement.

1. Aleksandr Mikhaïlovich Lyapunov, mathématicien et physicien russe. Après des études à l’université
de Saint-Pétersbourg (où il est élève de P.L. Chebyshev), il est assistant puis professeur à l’université de
Kharkov. En 1902, il est nommé professeur à l’université de Saint-Pétersbourg.



Le problème de la stabilité pratique des systèmes non linéaires est étudié par plusieurs

auteurs notamment dans [10, 15, 28]. Reposant sur les techniques de Lyapunov, la stabilité

pratique des systèmes perturbés est basée sur la stabilité du système nominal au quel on

impose quelques hypothèses sur le terme de perturbation [1, 17, 30]. Et aussi, les systèmes

perturbés avec paramètre ε de la forme

ẋ(t) = f ε(t, x(t)) + g(t, x(t)). (3)

L’objectif de cette partie est d’assurer la stabilité de cette classe de systèmes, qui se trouve

dans [3].



Chapitre 1

Rappels et Généralités

Le concept de stabilité est une question centrale dans la théorie du contrôle. Souvent associée à

la façon dont un système est compris, la stabilité a de larges définition [16]. Dans ce chapitre,

nous allons nous concentrer sur quelques concepts spécifiques. La stabilité, en particulier,

nous citons la stabilité au sens de Lyapunov.

1.1 Notations fondamentales de la stabilité

On considère un système non linéaire non autonome de la forme suivante :

{
ẋ(t) = f(t, x(t))

x(t0) = x0

(1.1.1)

où t ≥ t0 ≥ 0, x(t) ∈ D ⊆ Rn et f : R+ × Rn −→ Rn est continue en t et localement

Lipschitzienne en x. On donne des conditions pour l’existence et l’unicité de la solution du

problème de Cauchy (1.1.1).

Théorème 1.1.1 (Existence et unicité) [14].

On suppose que f(t, x(t)) est une fonction continue en t, et localement Lipschitzienne autour

de x, il existe L > 0, tel que :

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖
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∀x, y ∈ B = {x ∈ Rn/ ‖ x− x0 ‖≤ r},∀ t ∈ [t0, t1]. Alors, il existe δ > 0, tel que le système

(1.1.1) avec x(t0) = x0 admet une unique solution sur [t0, t0 + δ].

Définition 1.1.1 (Point d’équilibre) [27].

On dit que x∗ ∈ Rn est un point d’équilibre du système (1.1.1) si :

f(t, x∗) = 0, t ≥ 0.

Remarque 1.1.1 Sans perte de généralité. On peut supposer dans tout le reste que l’origine

est un point d’équilibre du système (1.1.1).

En effet, si x∗ est un point d’équilibre, on pose y = x − x∗ alors, y∗ = x∗ =⇒ f(t, x) =

f(t, y + x∗) = g(y).

g(0) = f(t, x∗) = 0 alors, 0 est un point d’équilibre.

Pour simplifier, on peut supposer dans tout le reste que l’origine est le point d’équilibre

de (1.1.1). La solution passant par l’emplacement x0 au temps t = t0 est également notée

x(t, t0, x0) tel que x(t0, t0, x0) = x0.

Définition 1.1.2 (Stabilité) [12, 16].

On dit que x = 0 est un point d’équilibre stable, si : ∀ε > 0, ∀t0 ≥ 0, ∃δ = δ(t0, ε) > 0,tel que

‖x0‖ < δ =⇒ ‖x(t, t0, x0)‖ < ε,∀t ≥ t0.

Remarque 1.1.2 La stabilité du système ne donne pas la convergence des solutions vers

l’origine, et cela la notion de la stabilité seule est insuffisante pour l’étude du comportement

des solutions. On définit alors la notion d’attractivité.

Définition 1.1.3 (Attractivité) [12, 16].

On dit que l’origine x = 0 est :
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• Un point d’équilibre attractif, s’il existe un voisinage de l’origine U(0), tel que

lim
t→+∞

x(t, t0, x0) = 0, ∀x0 ∈ U(0).

• Un point d’équilibre globalement attractif si :

lim
t→+∞

x(t, t0, x0) = 0, ∀x0 ∈ Rn.

Définition 1.1.4 (Stabilité asymptotique) [12, 16].

On dit que l’origine x = 0 est :

i) Un point d’équilibre asymptotiquement stable (ou AS), s’il est stable et attractif.

ii) Un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable, s’il est stable et globalement

attractif.

Définition 1.1.5 (Bornitude uniforme)[12].

La solution de (1.1.1) est dite uniformément bornée, s’il existe une constante strictement

positive a, telle que ∀α ∈]0, a[, il existe une fonction c(.) croissante vérifiant :

‖x0‖ < α =⇒ ‖x(t, t0, x0)‖ < c(α),∀t ≥ t0.

Elle est dite globalement uniformément bornée, si la propriété précédente est vraie pour tout

α > 0.

Définition 1.1.6 (Stabilité uniforme)[12].

i) On dit que l’origine x = 0 est un point d’équilibre uniformément stable (ou noté US)

si ∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, tel que

‖x0‖ < δ =⇒ ‖x(t, t0, x0)‖ < ε,∀t ≥ t0.

ii) L’origine est un point d’équilibre globalement uniformément stable (noté GUS), s’il

est uniformément stable et toutes les solutions du système (1.1.1) sont globalement

uniformément bornée.
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Remarque 1.1.3 La stabilité uniforme entraine la stabilité , mais la réciproque n’est pas

toujours vraie. L’exemple suivant montre que la réciproque est fausse

Exemple 1.1.1 Considérons l’équation différentielle suivante :

ẋ(t) = (6t sin(t)− 2t)x

où t ∈ R. La solution de condition initiale (t0, x0) est donnée par :

x(t) = x(t0) exp[

∫ t

t0

(6s sin s− 2s)ds]

= x(t0) exp[6 sin t− 6t cos t− t2 − 6 sin t0 + 6t0 cos t0 + t20].

Ensuite, du fait que le terme −t2 est dominant pour tout t0, on peut lier

exp[6 sin t− 6t cos t− t2 − 6 sin t0 + 6t0 cos t0 + t20] par une constante c(t0) qui dépend de t0 ;

|x(t)| < |x(t0)|c(t0), ∀t ≥ t0.

Ainsi, pour un ε > 0 donné, on peut choisir δ = ε/c(t0) pour indiquer que l’origine est

stable. Maintenant, si nous supposons que t0 prend des valeurs continues t0 = 2nπ, n ∈ N et

x(t, t0, x0) s’évalue en t0 + π, alors

x(t0 + π, t0, x0) = x0 exp[(4n+ 1)(6− π)π].

Donc, pour un ε > 0 donné, il n’y a pas de δ indépendant de t0, ce qui permet de dire que

l’origine x = 0 est uniformément stable.

Définition 1.1.7 (Attractivité uniforme).

a) On dit que l’origine x = 0 est un point d’équilibre uniformément attractif (noté UA),

s’il existe un voisinage U(0) de l’origine, tel que ∀x0 ∈ U(0), ∀ε > 0 ∃T = T (ε), tel

que

‖x(t, t0, x0)‖ < ε,∀t ≥ T + t0.
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b) L’origine x = 0 est un point d’équilibre globalement uniformément attractif (noté

GUA), si

∀x0 ∈ Rn,∀ε > 0 ∃T = T (ε), tel que

‖x(t, t0, x0)‖ < ε,∀t ≥ T + t0.

Définition 1.1.8 (Stabilité asymptotique uniforme) [16].

a) L’origine est un point d’équilibre uniformément asymptotiquement stable (noté UAS),

s’il est uniformément stable et uniformément attractif.

b) L’origine est un point d’équilibre globalement uniformément asymptotiquement stable

(noté GUAS), s’il globalement uniformément stable et uniformément attractif.

L’exemple suivant montre que la stabilité est uniforme mais l’attractivité est non uniforme :

Exemple 1.1.2 Considérons l’équation différentielle suivante :

ẋ(t) = − x

1 + t
, t ≥ t0

où t ∈ R. La solution de condition initiale (t0, x0) est donnée par :

x(t) = x(t0) exp

∫ t

t0

− 1

1 + s
ds

= x(t0)
1 + t0
1 + t

.

Ainsi,

|x(t)| ≤ |x(t0)|, ∀t ≥ t0.

Alors, pour ε > 0 donné, il existe δ = ε tel que

|x(t0)| < δ ⇒ |x(t)| < ε, ∀ ≥ t0.

D’où l’origine est un point d’équilibre uniformément stable.

D’autre part, la fonction x(t) converge vers 0, quand t tend vers ∞, d’une manière non

uniforme, donc

|x(t)| =
∣∣∣∣x(t0)

1 + t0
1 + t

∣∣∣∣ < ε,
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donc,

t > t0 +

(
|x(t0)|
ε

(1 + t0)− 1− t0
)
.

Ainsi, pour ε > 0 donné, il n’existe pas de T indépendant de t0 qui permet de dire que l’origine

x = 0 est uniformément attractive.

Définition 1.1.9 (Stabilité exponentielle)[12].

a) L’origine x = 0 est un point d’équilibre exponentiellement stable, s’il existe un voisi-

nage de l’origine U(0), λ1 > 0 et λ2 > 0, tels que

‖x(t, t0, x0)‖ ≤ λ1‖x0‖eλ2(t−t0), ∀t ≥ t0 ≥ 0,∀x0 ∈ U(0).

b) L’origine x = 0 est un point d’équilibre globalement exponentiellement stable, s’il existe

un λ1 > 0 et λ2 > 0, tels que

‖x(t, t0, x0)‖ ≤ λ1‖x0‖eλ2(t−t0), ∀t ≥ t0 ≥ 0,∀x0 ∈ Rn.

Remarque 1.1.4 Il est important de noter que le caractère exponentiellement stable du sys-

tème conduit nécessairement à une stabilité asymptotique de ce dernier.

Pour étudier la stabilité du système, on se réfère souvent à la théorie de Lyapunov. En théorie

qualitative, on l’appelle la méthode directe car elle ne nécessite pas de résoudre le système

[11].

1.2 Théorie de Lyapunov

L’utilisation des fonctions définies positives est l’une des techniques les plus efficaces pour

analyser la stabilité de systèmes gouvernés par des équations différentielles ordinaires.

L’utilisation de ces fonctions fournit des critères permettant de tirer des conclusions sur la

stabilité ou la stabilité asymptotique d’un point d’équilibre sans qu’il soit nécessaire d’intégrer

le système d’équations. Les résultats remontent au 19ème siècle, attribués à Lyapunov. Pour

une démonstration, le lecteur est invité pour consulter [16].
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1.2.1 Fonction de comparaison

Définition 1.2.1 (Fonction de classe K)[28].

Une fonction continue α : [0, a] → [0,+∞[ appartient à la classe K (ou est une K-fonction)

si elle est strictement croissante et si α(0) = 0. Une K-fonction appartient à la classe K∞ si

de plus a = +∞ et α(x)→ +∞ quand r → +∞.

Exemple 1.2.1 Donnons deux exemples de fonctions de classe K et de classe K∞ :

1. α définie par α(r) = arctan(r) est strictement croissante car

α′(r) =
1

1 + r2
> 0.

Ainsi, α appartient à la classe K, mais α n’appartient pas à la classe K∞ car lim
r→+∞

α(r) =

π
2
.

2. Soit c > 0, α définie par α(r) = rc est strictement croissante car

α′(r) = crc−1 > 0.

De plus, lim
r→+∞

α(r) = +∞, donc α appartient à la classe K∞.

Définition 1.2.2 (Fonction de classe KL).

Une fonction continue

β : [0, a[×[0,+∞[→ [0,+∞[

est dite de classe KL, si pour tout s fixé, l’application r 7−→ β(r, s) est de classe K et pour

tout r fixé, l’application s 7−→ β(r, s) est décroissante et β(r, s)→ 0 quand s→ +∞.

Exemple 1.2.2 Soit k > 0, β définie par β(r, s) = r
ksr+1

est strictement croissante en r car

∂β

∂r
(r, s) =

1

(ksr + 1)2
> 0

et strictement décroissante en s car
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∂β

∂s
(r, s) =

−kr2

(ksr + 1)2
< 0.

De plus, lim
s→+∞

β(r, s) = 0 ; donc β appartient à la classe KL.

Figure 1.1 – Les fonctions K∞ et KL

Le lemme suivant résume certaines propriétés des fonctions des classes K et KL.

Lemme 1.2.1 Soient α1 et α2 deux fonctions de classe K sur [0, a[, et α3, α4 deux fonctions

de classe K∞ et β une fonction de classe KL. On note l’inverse de αi par α−1
i . Alors

∗ α−1
1 définie sur [0, α1(a)[ est de classe K.

∗ α−1
3 définie sur [0,+∞[ est de classe K∞.

∗ α1 ◦ α2 est de classe K.

∗ α3 ◦ α4 est de classe K∞.

∗ σ(r, s) = α1(β(α2(r), s)) est de classe KL.

Définition 1.2.3 Une fonction est une N fonction α(t) : J → (0,∞) si elle est à valeur

positive et non décroissante.

Définition 1.2.4 Une fonction est une NK∞ fonction β(t, s) : J × J → J si β(t, .) ∈ N et

β(., s) ∈ K∞.

Voici une autre formulation des notions de stabilité en utilisant les fonctions de classe K

et KL ; les démonstrations des propositions suivantes peuvent être consultées dans l’ouvrage

[16].
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Proposition 1.2.1 [6].

Le point d’équilibre x = 0 du système (1.1.1) est :

• Uniformément stable si et seulement s’il existe une fonction α de classe K et une

constante strictement positive c indépendante de t0, telle que

‖x(t, t0, x0)‖ ≤ α(‖x0‖),∀t ≥ t0 ≥ 0,∀‖x0‖ < c. (1.2.1)

• Globalement uniformément stable si et seulement si l’inégalité précédente est sa-

tisfaite pour toute condition initiale x0 ∈ Rn.

• Uniformément asymptotiquement stable si et seulement s’il existe une fonction

β de classe KL et une constante strictement positive c indépendante de t0, telle que

‖x(t, t0, x0)‖ ≤ β(‖x0‖, t− t0),∀t ≥ t0,∀‖x0‖ < c. (1.2.2)

• Globalement uniformément asymptotiquement stable si et seulement si l’in-

égalité (1.2.2) est satisfaite pour toute condition initiale x0 ∈ Rn.

• Exponentiellement stable si et seulement si l’inégalité (1.2.2) est satisfaite avec

β(r, s) = kre−γs, k > 0, γ > 0 (1.2.3)

• Globalement exponentiellement stable si et seulement si l’inégalité (1.2.3) est

satisfaite pour toute condition initiale x0 ∈ Rn.

Définition 1.2.5 (Fonctions définies positives) [27].

Une fonction continue V : R+ × Rn −→ R+ est définie positive, si V (t, 0) = 0 et s’il existe

une fonction ϕ(y) définie positive, telle que

V (t, y) ≥ ϕ(y),∀t ≥ t0,∀y ∈ Rn.

Lemme 1.2.2 Une fonction V (t, y) est définie positive, s’il existe ϕ de classe K, telle que

V (t, 0) et

V (t, y) ≥ ϕ(‖y‖), ∀t ≥ t0,∀y ∈ Rn.

Une fonction V est dite définie négative si −V est une fonction définie positive.
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Définition 1.2.6 (Fonction semi-définies positives).

1. Une fonction v : U −→ R est semi définie positive (respectivement semi définie

négative), s’il existe un voisinage U de 0, tel que

(a) v(0) = 0.

(b) Pour tout y ∈ U ,v(y) > 0 (respectivement v(y) < 0).

2. Elle est dite définie positive (respectivement définie négative) s’il existe un voisinage

U de 0, tel que

(a) v(0) = 0

(b) Pour tout y ∈ U�{0}, v(y) > 0 (respectivement v(y) < 0).

Définition 1.2.7 (Fonction décrescente).

Une fonction V (t, y) est décrescente, si V (t, 0) = 0 ∀t ≥ t0 et s’il existe une fonction ψ(y)

définie positive, telle que

V (t, y) ≤ ψ(y),∀t ≥ t0,∀y ∈ Rn.

Figure 1.2 – Fonction définie positive et décrescente
.
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Lemme 1.2.3 Une fonction V (t, y) est décrescente, s’il existe ψ de classe K, telle que

V (t, 0) = 0 et

V (t, y) ≤ ψ(‖y‖),∀t ≥ t0,∀y ∈ Rn.

Définition 1.2.8 (Fonction propre).

Une fonction V (t, x) est propre (ou radialement non bornée) si

lim
‖x‖→+∞

V (t, x) = +∞

uniformément en t.

Définition 1.2.9 (Fonction de Lyapunov) [19, 30].

On considère le système (1.1.1). Soit U(0) un voisinage de 0 et V : R+ × U(0) → R+ une

fonction continue et différentiable sur U(0).

• On dit que V est une fonction de Lyapunov au sens large en 0, si elle vérifie les deux

propriétés suivantes :

a) V est définie positive.

b) V̇ (t, x) ≤ 0 pour tout x ∈ U(0).

• On dit que V est une fonction de Lyapunov stricte en 0, si elle vérifie les deux pro-

priétés suivantes :

a) V est définie positive.

b) V̇ (t, x) < 0 pour tout x ∈ U(0)�{0}.

Lemme 1.2.4 Une fonction continue V (t, x) est propre, s’il existe une fonction α(.) de classe

K∞, telle que

V (t, x) ≥ α(‖x‖),∀t ≥ t0,∀x ∈ Rn.

Remarque 1.2.1 La dérivée de V (t, x) le long des trajectoires de (1.1.1) est notée par V̇ (t, x)

où

V̇ (t, x) =
∂V

∂t
(t, x) +

∂V

∂x
(t, x)f(t, x)
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Théorème 1.2.1 L’origine x = 0 est un point d’équilibre de (1.1.1) et D un domaine de Rn

contenant 0. Soit V : [0,+∞[×D −→ R une fonction de Lyapunov continûment différentiable,

telle que

W1(x) ≤ V (t, x) ≤ W2(x)

∂V
∂t

+ ∂V
∂x

(t, x) ≤ −W3(x)

pour tout t ≥ 0 et x ∈ D avec W1 et W2 sont continue et définie positives.

1) Si W3 = 0 sur D, alors l’origine x = 0 est uniformément stable.

2) Si W3 est continue et définie positive sur D, alors l’origine x = 0 est uniformément

asymptotiquement stable.

3) Si D = Rn, W3 est continue sur D et W1(x) est propre ou radialement non bornée,

alors l’origine x = 0 est globalement uniformément asymptotiquement stable.

Lemme 1.2.5 Soit V : D −→ R une fonction de Lyapunov continue et définie positive sur

D ⊂ Rn qui contient l’origine. Soit B(0, r) ⊂ D pour un certain r > 0 où B(0, r) désigne la

boule de centre 0 et de rayon r. Alors, ils existent des fonctions de classe K, α1 et α2 définie

sur [0, r[, telle que

α1(‖x‖) ≤ V (x) ≤ α2(‖x‖) (1.2.4)

pour tout x ∈ B(0, r).

Si D = Rn et les fonctions α1 et α2 sont définies sur [0,+∞[ alors l’inégalité (1.2.4) est

vérifie pour tout x ∈ Rn. De plus, V (x) est propre alors α1 et α2 peuvent être choisies de

classe K∞.

Lemme 1.2.6 On considère l’équation différentielle autonome

ẏ = −α(y), y(t0) = y0 (E)

avec α une fonction localement Lipschitzienne et de classe K définie sue [0, a[. Pour tout

0 ≤ y0 ≤ a, cette équation admet une unique solution définie pour tout t0 ≤ t. De plus,

y(t) = σ(y0, t− t0)



1.2 Théorie de Lyapunov 23

avec σ(r, s) est une fonction de classe KL définie sur [0, a[×[0,+∞[.

Lemme 1.2.7 (Lemme de comparaison).

On considère l’équation différentielle

u̇ = f(t, u), u(t0) = u0

où f(t, u) est continue en t et localement Lipschitzienne en u, pour tout t ≥ 0 et tout u ∈

J ⊂ Rn. Soit [t0, T [ (T pourrait être l’infini) l’intervalle maximal de la solution de u(t) et on

suppose que u(t) ∈ J pour tout t ∈ [t0, T [. Soit v(t) une fonction continue dont la dérivée à

droite v̇(t) satisfait l’inéquation différentielle

v̇(t) ≤ f(t, v(t)), v(t0) = u0

où v(t) ∈ J pour tout t ∈ [t0, T [ avec

v̇(t) = lim
t→0+

v(t+h)−v(t)
h

.

Alors,

v(t) ≤ u(t), t ∈ [t0, T.

Exemple 1.2.3 On considère l’équation différentielle

ẋ = f(x) = −(1 + x2)x, x(0) = a

a une solution unique sur [0, t1[ pour certains t1 > 0 car f(x) est localement Lipschitzienne.

Soit v(t) = x2(t). La fonction v(t) est différentiable et sa dérivée est bornée par

v̇(t) = 2x(t)ẋ(t) = −2x2(t)− 2x4(t) ≤ −2x2(t).

Donc, v(t) satisfait l’inéquation différentielle

v̇(t) ≤ −2v(t), v(0) = a2.
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Soit u(t) une solution de l’équation différentielle

u̇(t) = −2u. u(0) = a2 =⇒ u(t) = a2e−2t.

Alors, en utilisant le lemme de comparaison, la solution x(t) est bien définie pour tout t ≥ 0

et satisfait

|x(t)| =
√
v(t) ≤ e−t|x|, ∀t ≥ 0.

Remarque 1.2.2 Si α(.) n’est pas localement Lipschitzienne, on peut choisir une fonction

β(.) localement Lipschitzienne de classe K telle que

α(r) ≥ β(r)

dans le domaine où on s’intéresse.

Exemple 1.2.4 Soit α(r) =
√
r est une fonction de classe K mais non localement Lipschit-

zienne en r = 0.

On définie la fonction β par :

β(r) =

{
r si r < 1
√
r si r ≥ 1

est de classe K et localement Lipschitzienne. De plus, α(r) ≥ β(r) ∀r ≥ 0.

Preuve du théorème de stabilité de Lyapunov :

D’après [22]

1. Si W3 = 0 sur D, on choisit r > 0 assez petit tel que Br ⊂ D et

0 < c < α = min
‖x‖=r

W1(x).
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Alors,

S1 = {x ∈ Br/W1(x) ≤ c}

est à l’intérieur de Br.

On définit l’ensemble qui dépend du temps Ωt,c :

Ωt,c = {x ∈ Br/V (t, x) ≤ c} .

L’ensemble Ωt,c contient S2 = {x ∈ Br/W2(x) ≤ c} car

W2(x) ≤ c =⇒ V (t, x) ≤ c.

D’autre part, Ωt,c est inclus dans la boule {x ∈ Br/W1(x) ≤ c} car

V (t, x) ≤ c =⇒ W1(x) ≤ c. (1.2.5)

Donc,

{x ∈ Br/W2(x) ≤ c} ⊆ Ωt,c ⊆ {x ∈ Br/W1(x) ≤ c} ⊂ Br ⊂ D, ∀t ≥ 0.

On a V (t, x) ≤ 0 sur D, donc toute trajectoire x(t) de condition initiale x(t0) dans

Ωt0,c reste dans Ωt,c pour tout t ≥ t0. Alors, toutes trajectoires de condition initiale

dans l’ensemble S2 restent dans Ωt,c ⊂ S1 pour tout t ≥ t0, donc ces trajectoires sont

définies et bornées pour tout t ≥ t0. D’après le lemme (1.2.5) et la remarque (1.2.2),

il existe des fonctions de classe K et localement Lipschitzienne α1(.) et α2(.) définies

sur [0, r[ vérifiant ∀t ≥ 0 et ∀x ∈ D, tels que

α1(‖x‖) ≤ W1(x) ≤ V (t, x) ≤ W2(x) ≤ α2(‖x‖).

Alors,
‖x(t)‖ ≤ α−1

1 (V (t, x))

≤ α−1
1 (V (t0, x(t0)))

≤ α−1
1 (α2(‖x(t0)‖)).
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D’après le lemme (1.2.1). α−1
1 ◦ α2 est une fonction de classe K. Ce qui implique que

x = 0 est uniformément stable.

2. On a W3 est définie positive alors il existe une fonction de classe K, telle que

W3(x) ≥ α3(‖x‖).

On a

V̇ (t, x) ≤ −α3(‖x‖) ≤ −α3(α−1
2 (V (t, x))) = −α(V (t, x)).

La fonction α(.) est de classe K définie sur [0, α1(r)[ d’après le lemme (1.2.1). On

doit supposer que α(.) est localement Lipschitzienne (Voit la remarque (1.2.2)). Soit

l’équation différentielle du première ordre :

ẏ = −α(y), y(t0) = V (t0, x(t0)) ≥ 0.

Il est clair que

V (t, x(t)) ≤ y(t), ∀t ≥ t0.

D’après le lemme (1.2.6), il existe une fonction σ(r, s) de classeKL définit sur [0, α1(r)[×[0,+∞[

telle que

V (t, x(t)) ≤ σ(V (t0, x(t0)), t− t0), ∀V (t0, x(t0)) ∈ [0, α1(r).

Par conséquent,

‖x(t)‖ ≤ α−1
1 (V (t, x(t)))

≤ α−1
1 (σ(V (t0, x(t0)), t− t0))

≤ α−1
1 (σ(α2(x(t0)), t− t0))

= β(‖x(t0)‖, t− t0).
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D’après le lemme (1.2.1), β(., .) est une fonction de classe KL. Donc, l’inéquation

(1.2.2) est satisfaite ce qui implique que x = 0 est uniformément asymptotiquement

stable.

3. Si D = Rn, les fonctions α1, α2 et α3 sont définie sur [0,+∞[. Alors, α et aussi β sont

indépendantes de c. On a W1(x) est radialement non bornée alors on peut choisir c

assez grande de sorte que la condition initiale dans l’ensemble {W2(x) ≤ c}.

Donc, (1.2.2) est satisfaite pour toute condition initiale ce qui implique que l’origine

est globalement uniformément asymptotiquement stable. �

Théorème 1.2.2 (Théorème de stabilité exponentielle).

L’origine x = 0 est un point d’équilibre de (1.1.1) et D un domaine de Rn contenant 0. Soit

V : [0,+∞[×D −→ R un fonction de Lyapunov continûment différentiable, telle que

k1‖x‖2 ≤ V (t, x) ≤ k2‖x‖2

∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x) ≤ −k3‖x‖2∥∥∥∥∂V∂x

∥∥∥∥ ≤ k4‖x‖2

(1.2.6)

∀t ≥ t0 et ∀x ∈ D, avec k1, k2, k3 et k4 des constantes positives. Alors, l’origine x = 0 est

exponentiellement stable.

Si D = Rn, alors l’origine x = 0 est globalement exponentiellement stable.

Théorèmes inverses

Théorème 1.2.3 [16]

Supposons que l’origine est un point d’équilibre du système non-linéaire (1.1.1) où f est

continûment différentiable, U = {x ∈ Rn/‖x‖ < r} un voisinage de l’origine et
[
∂f
∂x

]
est

bornée sur U , uniformément en t. Soient les constantes k, γ, r0 > 0, telles que r0 <
r
k
et

B(0, r) = {x ∈ Rn/‖x‖ < r0}. Supposons que toute trajectoire du système satisfait :

‖x(t, t0, x0)‖ ≤ k‖x0‖e−γ(t−t0), x0 ∈ B0, t ≥ t0 ≥ 0.
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Alors, il existe une fonction V : [0,+∞[×B0 → R et des constantes k1, k2, k3 et k4 > 0 qui

vérifient les inégalités suivantes :

k1‖x‖2 ≤ V (t, x) ≤ k2‖x‖2 (1.2.7)

∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x) ≤ −k3‖x‖2 (1.2.8)∥∥∥∥∂V∂x
∥∥∥∥ ≤ k4‖x‖. (1.2.9)

De plus, si r = ∞ et l’origine est (GES), alors la fonction V (t, x) satisfait les inégalités

ci-dessus sur Rn. Si le système est autonome, V peut être choisie indépendante de t.

Théorème 1.2.4 Supposons que l’origine est un point d’équilibre du système non linéaire

(1.1.1) où f est continûment différentiable, U = {x ∈ Rn/‖x‖ < r} un voisinage de l’origine

et
[
∂f
∂x

]
est bornée sur U , uniformément en t.

Soient β une fonction de classe KL et r0 une constante strictement positive telles que

β(r0, 0) < r et B0 = {x ∈ Rn/‖x‖ < r0}. Supposons que toute trajectoire du système sa-

tisfait :

‖x(t, t0, x)‖ ≤ β(‖x0‖, t− t0), ∀x0 ∈ B0, ∀t ≥ t0 ≥ 0.

Alors, il existe une fonction V : [0,+∞[×B0 → R continûment différentiable qui satisfait les

inégalités suivantes :

α1(‖x‖) ≤ V (t, x) ≤ α2(‖x‖),
∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x) ≤ −α3(‖x‖),∥∥∥∥∂V∂x

∥∥∥∥ ≤ α4(‖x‖).

où α1, α2, α3 et α4 sont des fonction de classe K définies sur [0, r0].



Chapitre 2

Stabilité des systèmes perturbés

2.1 Les systèmes perturbés

On considère le système

ẋ(t) = f(t, x(t)) + g(t, x(t)), (2.1.1)

où f et g sont deux fonctions continues par rapport à la première variable et localement Lip-

schitzienne par rapport à la deuxième variable. On peut voir ce système comme perturbation

du système nominal

ẋ = f(t, x). (2.1.2)

La perturbation g peut résulté des erreurs de modélisation des non-linéarités qui existent

dans n’importe quel modèle réel. Une analyse complète de l’étude de stabilité des systèmes

perturbés de la forme (2.1.1) sont faite par [14, 17].

Pour l’étude de la stabilité de ses systèmes, on souhaite toujours garder la stabilité du système

perturbé pour une classe de perturbation. C’est à dire, on veut que la perturbation g(t, x) qui

est supposée un terme déstabilisant n’influe pas sur la stabilité du système qui est assurée

par le système nominal. La préservation de la stabilité du système perturbé dépend de la

stabilité du système nominal et de la perturbation.

Les systèmes perturbés considérés ici sont à travers lesquels la perturbation vérifie
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g(t, 0) = 0 ∀t ≥ 0,

cela veut dire que l’origine x = 0, qui est un point d’équilibre pour le système nominal, reste

un point d’équilibre du système perturbé.

Le théorème suivant établit la stabilité exponentielle de l’origine du système perturbé, si l’on

suppose que l’origine est exponentiellement stable et la perturbation vérifie une condition de

bornitude.

Théorème 2.1.1 [17]

Supposons que l’origine du système nominale (2.1.2) est UES. Soit V (t, x) une fonction de

Lyapunov du système nominal vérifiant les inégalités (1.2.7),(1.2.8) et (1.2.9) sur R+ × Br.

Supposons que la perturbation g(t, x) satisfait

‖g(t, x(t))‖ ≤ γ‖x(t)‖, γ <
c3

c4

(2.1.3)

Alors, l’origine du système perturbé (2.1.1) est un point d’équilibre UES. Si De plus, toutes

les conditions sont satisfaites globalement alors l’origine est GUES.

Preuve 2.1.1 Soit V (t, x) une fonction de Lyapunov du système nominal vérifiant les inéga-

lités (1.2.7), (1.2.8) et (1.2.9) sur Rn×Br. Choisissons V (t, x) comme fonction de Lyapunov

du système perturbé et en la dérivant le long des solutions du système perturbé (2.1.1) on

obtient

V̇(2.1.1)(t, x) ≤ −c3‖x‖2 +

∥∥∥∥∂V∂x (t, x)

∥∥∥∥ ‖g(t, x)‖. (2.1.4)

En utilisant les estimations (1.2.7)-(1.2.9)-(2.1.3) on obtient

V̇(2.1.1)(t, x) ≤ −(c3 − γc4)‖x‖2. (2.1.5)

On conclure que l’origine est UES si les hypothèses sont satisfaites localement, et il est GUES

si les hypothèses sont globaux.

On va énoncer un autre résultat établissant que l’origine du système perturbé est GUAS en

utilisant les mêmes techniques. Plus précisément, on suppose que l’origine du système nominal

est GUAS et la perturbations vérifie

‖g(t, x)‖ ≤ γϕ(x) (2.1.6)
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où ϕ est une fonction de classe K, alors l’origine du système perturbé (2.1.1) est GUAS.�

Théorème 2.1.2 [17].

Supposons que l’origine du système nominale (2.1.2) est UES. Soit V (t, x) une fonction de

Lyapunov du système nominal vérifiant l’inégalité (1.2.7), sur R+ × Br et,

V̇(2.1.2)(t, x) =
∂V

∂x
f(t, x) ≤ −c3ϕ(x)

∥∥∥∥∂V∂x
∥∥∥∥ ≤ c4ϕ(x)

où ϕ est une fonction de classe K. Si la perturbation g(t, x) satisfait l’inégalité (2.1.6) avec

γ < c3
c4
, alors l’origine du système perturbé (2.1.1) est un point d’équilibre UAS. Si De plus,

toutes les conditions sont satisfaites globalement alors l’origine est GUAS.

2.2 Stabilité pratique

L’analyse de la stabilité pratique des systèmes non linéaire est étudiée par plusieurs auteurs

notamment dans [2, 7, 19].

Certains systèmes peuvent être instables et pourtant ces systèmes peuvent osciller suffisam-

ment prés de cet état pour que leurs performances soient acceptables. Pour faire face à ces

situations, nous avons besoin d’une notion de stabilité plus adaptée à plusieurs situations que

la stabilité de Lyapunov, un concept appelé stabilité pratique. Cette stabilité, introduite par

LaSalle et Lefschetz, concerne l’analyse quantitative par opposition à l’analyse de Lyapunov

qui est de nature qualitative. Ainsi, contrairement à la stabilité de Lyapunov, l’étude de la

stabilité pratique ramène à l’étude de la stabilité d’une boule centrée à l’origine. C’est pour-

quoi nous commençons par donner la définition de la stabilité uniforme et de l’attractivité

uniforme d’une boule bornée Br = {x ∈ Rn, ‖x‖ ≤ r}.

Dans cette section, on présente la stabilité uniforme et l’attractivité uniforme d’une boule

fermée Br présentées par Corless dans [28].
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Figure 2.1 – Illustration de la stabilité pratique
.

Définition 2.2.1 (Stabilité uniforme du Br).

i) La boule Br est dite uniformément stable, si ∀ε > r, ∃δ = δ(ε) > 0 tel que

‖x0‖ < δ =⇒ ‖x(t, t0, x0)‖ < ε, ∀t ≥ t0 ≥ 0.

ii) La boule Br est dite globalement uniformément stable, si elle est uniformément stable

et toutes les solutions du système (1.1.1) sont globalement uniformément bornée.

Définition 2.2.2 (Attractivité uniforme du Br)[2].

i) La boule Br est dite uniformément attractive, si ∀ε > r, ∃T (ε) > 0 et c > 0, tels que

‖x(t, t0, x0)‖ < ε, ∀t ≥ t0 + T (ε), ∀‖x0‖ < c.

ii) La boule Br est dite globalement uniformément attractive si ∀c > 0 et ε > r, ∃T (ε, c) >

0, tel que

‖x(t)‖ < ε, ∀t ≥ t0 + T (ε, c), ∀‖x0‖ < c.

L’ensemble R = {x0 ∈ Rn/‖x(t)‖} → r quand t→ +∞ est appelé région d’attraction de Br.

Définition 2.2.3 (Stabilité asymptotique pratique).

i) On dit que le système (1.1.1) est pratiquement uniformément asymptotiquement stable

ou simplement pratiquement stable de région d’attraction R, s’il existe une boule Br ⊂

Rn, telle que Br soit uniformément stable et uniformément attractive.
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ii) On dit que le système (1.1.1) est globalement pratiquement uniformément asymptoti-

quement stable ou simplement globalement pratiquement stable, s’il est pratiquement

uniformément asymptotiquement stable de région d’attraction Rn.

Définition 2.2.4 (Stabilité exponentielle).

Soit U(0) ⊂ Rn un voisinage de l’origine.

i) La boule Br est uniformément exponentiellement stable, s’il existe γ > 0 et k ≥ 0, tels

que pour tout t0 ∈ R+ et x0 ∈ U(0),

‖x(t, t0, x0)‖ ≤ k‖x0‖e−γ(t−t0) + r, ∀t ≥ t0. (2.2.1)

ii) La boule Br est globalement uniformément exponentiellement stable si et seulement si

l’inégalité (2.2.1) est satisfaite pour toute condition initiale x0 ∈ Rn. On dit dans ce

cas que le système est globalement pratiquement fortement stable.

Remarque 2.2.1 L’inégalité (2.2.1) donne que les solutions de (1.1.1) sont bornées. Dans

ce cas, γ est appelé taux de convergence et le nombre r est appelé borne asymptotique du

système (1.1.1). Si r = 0, alors le système est uniformément exponentiellement stable.

Pour expliquer la notion de stabilité pratique, nous considérons l’équation scalaire :

ẋ = −x+
sin t

1 + tx2
(2.2.2)

avec t0 ∈ R+. Soit V (x) = 1
2
x2 la fonction de Lyapunov candidate pour l’équation différentielle

(2.2.2). La dérivée de V le long des trajectoire est donnée par :

V̇ (x) = −x2(1− sin t

1 + tx2
) ≤ −x2 +

∣∣∣∣sin tt
∣∣∣∣ .

Il s’ensuit que,

V̇ (x) ≤ −2V (x) +

∣∣∣∣sin tt
∣∣∣∣ .

Remarquons que, les solutions de (2.2.2) ne peuvent pas être données explicitement. Dans ce

cas, on ne peut pas déduire la stabilité à l’origine mais en utilisant cette fonction de Lyapunov
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noue pouvons donner une estimation sur les trajectoires. Puisque
∣∣ sin t

t

∣∣ est bornée par 1, on

obtient l’inégalité suivante :

V (x(t)) ≤ (V (x(0))− 1

2
)e−2t +

1

2
.

Alors, pour x(0) < −1 ou x(0) > 1, on a

|x(t)| ≤ (x(0)2 − 1)
1
2 e−t + 1.

Ainsi, pour x(0) < −1 ou x(0) > 1, B1 est uniformément exponentiellement stable. Ici,

nous ne pouvons plus étudier la stabilité de l’origine comme un point d’équilibre. La dernière

inégalité implique que x(t) est ultimement bornée par une borne suffisamment petite et puisque∣∣ sin t
t

∣∣ tend vers 0 quand t tend vers +∞ alors la borne ultime s’approche de 0 et par suite

x(t) converge vers l’origine. Ce qui implique l’attractivité de l’origine.

Définition 2.2.5 La boule Br est (GPUS), s’il existe une fonction α(.) de classe K, telle que

‖x(t)‖ ≤ α(‖x0‖) + r, ∀t ≥ t0 ≥ 0, ∀x0 ∈ Rn (2.2.3)

où r est une constante strictement positive.

Définition 2.2.6 [6].

La boule Br est (GPUAS), s’il existe une fonction β(., .) de classe KL, telle que

‖x(t)‖ ≤ β(‖x0‖, t− t0) + r, ∀t ≥ t0, ∀x0 ∈ Rn. (2.2.4)

Définition 2.2.7

i) La boule Br est (UES) si et seulement si l’inégalité (2.2.4) est satisfaite avec

β(r, s) = kre−γs, k > 0, γ > 0. (2.2.5)

ii) La boule Br est (GUES) si et seulement si l’inégalité (2.2.5) est satisfaite pour toute

condition initiale x0 ∈ Rn.
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La stabilité uniforme exponentielle pratique d’un point d’équilibre nécessite l’existence d’une

fonction de Lyapunov qui satisfait certaines conditions. Le théorème suivant donne des condi-

tions suffisantes pour garantir la stabilité pratique asymptotique globale.

Théorème 2.2.1 [11].

Considérons le système (1.1.1). Supposons qu’ils existent une fonction V : R+ × Rn −→ R

de classe C1, deux fonctions α1 et α2 de classe K∞, une fonction α3 de classe K et un réel

positif r suffisamment petit, tels que les inégalités suivantes sont satisfaites pour tout t ∈ R+

et x ∈ Rn :

α1(‖x‖) ≤ V (t, x) ≤ α2(‖x‖) (2.2.6)

∂V

∂t
(t, x) +

∂V

∂x
(t, x)f(t, x) ≤ −α3(‖x‖) + r. (2.2.7)

Alors, le système est globalement pratiquement stable avec

Br =
{
x ∈ Rn/‖x‖ ≤ α−1

1 ◦ α2 ◦ α−1
3 (r)

}
.

Preuve 2.2.1 [11].

La démonstration comportera trois étapes.

? La première partie sera consacré à la bornitude globale uniforme des solutions du

système (1.1.1). Soit δ > 0 tel que ‖x0‖ < δ et choisissons δ̂ = max {δ, R} avec

R = α−1
3 (r).

Tout d’abord considérons la fonction c(.) sur ]0,+∞[ définie par

c(δ) =

{
(α−1

1 ◦ α2)(R), si δ ≤ R;

(α−1
1 ◦ α2)(δ), si δ > R.

En tenant compte de la condition (2.2.6), on a δ̂ ≤ (α−1
1 ◦ α2)(δ̂).

Il s’ensuit que

‖x(t0)‖ = ‖x0‖ ≤ δ̂ ≤ (α−1
1 ◦ α2)(δ̂).

Supposons qu’il existe t2 > t0 tel que ‖x(t2)‖ > (α−1
1 ◦α2)(δ̂). Puisque x(·) est continue
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sur [t0, t2], il existe t1 > t0 tel que ‖x(t1)‖ = δ̂ et donc ‖x(t)‖ ≥ δ̂ pour tout t ∈ [t1, t2].

Il est ainsi clair d’après (2.2.6) et (2.2.7) que

α1(‖x(t2)‖) ≤ V (t2, x(t2))

= V (t1, x(t1)) +

∫ t2

t1

V̇ (τ, x(τ))dτ

≤ α2(‖x(t1)‖) +

∫ t2

t1

(−α3(‖x(τ)‖) + r)dτ

≤ α2(δ̂) +

∫ t2

t1

(−α3(R) + r)dτ,

ce qui entraine ‖x(t2)‖ ≤ (α−1
1 ◦ α2)(δ̂), d’où une contradiction.

Enfin, on aura ‖x(t)‖ ≤ c(δ), t ≥ t0 si ‖x0‖ ≤ δ, puisque ‖x0‖ ≤ δ̂ et R ≤ δ̂.

? Dans la deuxième partie nous nous intéressons à la stabilité uniforme de la boule Br.

Prenons ε > (α−1
1 ◦α2)(R). On considère (α−1

1 ◦α2)(δ) = ε, alors δ(ε) = (α−1
2 ◦α1)(ε) >

R > 0.

Donc, d’après l’étape 1 , on a ‖x0‖ ≤ δ(ε) alors ‖x(t)‖ ≤ (α−1
1 ◦α2)(δ(ε)) = ε, ∀t ≥ t0.

? Troisième étape : On montre que Br est globalement uniformément attractive.

Soit δ > 0 tel que ‖x0‖ < δ, on considère c̄ > (α−1
1 ◦α2)(R) et R̄ = (α−1

2 ◦α1)(c̄) alors

R̄ > R et donc par définition c(R̄) = (α−1
1 ◦ α2)(R̄) = c̄.

Ainsi, si δ ≤ R̄ alors ‖x0‖ ≤ R̄, il s’ensuit que, d’après l’étape (1), ‖x(t)‖ ≤ c(R̄) = c̄.

Maintenant, par l’absurde, on considère que δ > R̄ et on suppose que

‖x(t)‖ > R̄, ∀t ∈ [t0, t1] , (2.2.8)

avec t1 = t0 + T (c̄, δ) et T (c̄, δ) = α2(δ)−α1(R̄)

α3(R̄)−r .

En tenant compte de (2.2.6) et (2.2.7), on obtient

α1(‖x(t1)‖) ≤ V (t, x(t1))

= V (t0, x(t0)) +

∫ t1

t0

V̇ (τ, x(τ))dτ

≤ α2(‖x(t0)‖) +

∫ t1

t0

(−α3(‖x(τ)‖) + r)dτ

≤ α2(δ) + T (c̄, δ)[−α3(R̄) + r],
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donc,

α1(‖x(t1)‖) = α2(δ) +
α2(δ)− α1(R̄)

α3(R̄)− r
[−α3(R̄) + r]

= α1(R̄).

Par conséquent ‖x(t1)‖ ≤ R̄, ∀t ∈ [t0, t1], ce qui contre dit (2.2.8).

Alors, il existe t2 ∈ [t0, t1] tel que ‖x(t2)‖ ≤ R̄. Donc comme conséquence de la

bornitude uniforme des solutions dans l’étape 1, on aura ‖x(t)‖ ≤ c(R̄) = c̄, ∀t ≥ t2.

D’où, on conclut que,

‖x(t)‖ ≤ c̄, ∀t ≥ t1 = t0 + T (c̄, δ).�

Le théorème suivant donne des conditions pour que le système (1.1.1) soit globalement uni-

formément pratiquement exponentiellement stable.

Théorème 2.2.2 (Stabilité exponentielle pratique).

On considère le système (1.1.1). S’il existe une fonction V : R+ × Rn → R continument

différentiable vérifiant :

k1‖x‖2 ≤ V (t, x) ≤ k2‖x‖2 (2.2.9)

V̇ (t, x) ≤ −k3V (t, x) + r (2.2.10)

pour tout t ≥ 0 et x ∈ Rn, où k1, k2, k3 et r sont des constantes strictement positives.

Alors, le système (1.1.1) est globalement pratiquement uniformément exponentiellement stable.

De plus, Bα est globalement uniformément exponentiellement stable avec α =
√

r
k1k3

.

Preuve 2.2.2 La dérivée de V le long des trajectoires du système (1.1.1) est donnée par :

V̇ (t, x) =
∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x)

≤ −k3V (t, x) + r.

Ce qui implique que

V (t, x) ≤ V (t0, x0)e−k3(t−t0) + r
k3
.

Alors,

‖x(t, t0, x0)‖ ≤
√
k2

k1

‖x0‖e−
k3
2

(t−t0) +

√
r

k1k3

.�
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2.3 Stabilité exponentielle pratique uniforme de certains
systèmes non linéaires

L’analyse de la stabilité des systèmes non linéaire variant dans le temps est étudiée par

plusieurs auteurs notamment [9, 18, 21, 29]. La stabilité exponentielle uniforme d’un point

d’équilibre peut être établi en exigent l’existence d’une fonction de Lyapunov qui satisfait

certains conditions [2, 3, 9].

On considère le système non linéaire (1.1.1). On impose des nouvelles conditions suffisantes

pour garantir la stabilité exponentielle pratique uniforme du système (1.1.1). Ensuite, on va

étudier le cas inverse.

Par la suite, on s’intéresse à la stabilité exponentielle pratique uniforme du système perturbé

(2.1.1).

2.3.1 Stabilité exponentielle pratique globale uniforme

La stabilité exponentielle pratique uniforme exige l’existence d’une fonction de Lyapunov

qui satisfait certaines conditions.

Théorème 2.3.1 [9].

Considérons le système (1.1.1). S’il existe une fonction de Lyapunov V : R+ × Rn → R

continûment différentiable vérifiant

c1‖x‖2 ≤ V (t, x) ≤ c2‖x‖2 + µe−ηt (2.3.1)

∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x) ≤ −c3‖x‖2 + ρe−δt (2.3.2)

pour tout t ≥ 0 et x ∈ Rn,où c1, c2, c3, µ, ρ, η et δ sont des constantes strictement positives,

et si
c3

c2

> max{η, δ}. (2.3.3)

Alors le système (1.1.1)est globalement uniformément exponentiellement stable.

Preuve.

La dérivée de la fonction V le long des trajectoires du système (1.1.1) est donnée par :

V̇ (t, x) =
∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x).
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D’après la condition (2.3.1) on a

‖x‖2 ≥ V (t, x)− µe−ηt

c2

.

En vertu de la condition (2.3.2), pour tout t ≥ 0 et x ∈ Rn, il s’ensuit que

V̇ (t, x) ≤ −c3

(
V (t, x)− µe−ηt

c2

)
+ ρe−δt

≤ −c3

c2

V (t, x) +
µc3

c2

e−ηt + ρe−δt.

Soit y(t) = V (t, x)e
c3
c2

(t−t0), pour tout t ≥ t0 ≥ 0, ce qui implique que

ẏ(t) = (V̇ (t, x) + V (t, x))e
c3
c2

(t−t0)
.

Il s’ensuit que

ẏ(t) ≤
(
µc3

c2

e−ηt + ρe−δt
)
e
c3
c2

(t−t0)
.

En tenant compte de la condition (2.3.3), on obtient

y(t) ≤ y(t0) +

(
µc3

c3 − c2η
e−ηt +

ρc2

c3 − c2δ
e−δt

)
e
c3
c2

(t−t0)
,

alors,

V (t, x) ≤ V (t0, x0)e
− c3
c2

(t−t0)
+

µc3

c3 − c2η
e−ηt +

ρc2

c3 − c2δ
e−δt, ∀t ≥ t0 ≥ 0. (2.3.4)

De plus, la fonction V satisfait (2.3.1), alors, on aura les inégalités suivant :

V (t0, x0) ≤ c2‖x0‖2 + µe−ηt0

‖x(t)‖ ≤

√
V (t, x(t))

c1

.
(2.3.5)

Substituons (2.3.5) dans (2.3.4) et d’après (2.3.3), on obtient

‖x(t)‖2 ≤
(
c2‖x0‖2 + µe−ηt0

c1

)
e
− c3
c2

(t−t0)
+

µc3

c1(c3 − c2η)
e−ηt +

ρc2

c1(c3 − c2δ)
e−δt.

Et par suite,

‖x(t)‖2 ≤ c2

c1

‖x0‖e−
c3
c2

(t−t0)
+

(
µ

c1

+
µc3

c1(c3 − c2η)
+

ρc2

c1(c3 − c2δ)

)
e−min{η,δ}t,
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d’où,

‖x(t)‖ ≤
((

c2

c1

)
‖x0‖e−

c3
c2

(t−t0)
+

[
µ

c1

+
µc3

c1(c3 − c2η)
+

ρc2

c1(c3 − c2δ)

]
e−min{η,δ}t

) 1
2

.

La dernière inégalité montre que (2.3.1) est globalement uniformément pratiquement ex-

ponentiellement stable. Notons que lorsque t tend vers ∞, la trajectoire converge vers 0.�

2.3.2 Les systèmes perturbés

Dans cette partie, on va étudier la stabilité des systèmes non linéaires perturbés. Notre

objectif est d’assurer la stabilité exponentielle du système perturbé tout en imposant à la fonc-

tion g(t, x(t)) de vérifier une condition bien déterminée. L’idée de résolution de ce problème

revient a utiliser la fonction de Lyapunov du système nominal comme étant une fonction de

Lyapunov candidate pour le second.

(H1) Il existe une fonction de Lyapunov V (t, x) continûment différentiable, des constantes

positives c1, c2, c3, c4, µ, ρ, δ et η, vérifiant

c1‖x‖2 ≤ V (t, x) ≤ c2‖x‖2 + µe−ηt (2.3.6)

∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x) ≤ −c3‖x‖2 + ρe−δt (2.3.7)∥∥∥∥∂V∂x

∥∥∥∥ ≤ c4‖x‖ (2.3.8)

(H2) Il existe une constante positive γ telle que

‖g(t, x)‖ ≤ γ‖x‖, t ≥ 0, x ∈ Rn, (2.3.9)

telle que

γ <
c1c3

c2c4

(2.3.10)

avec γ une constante positive assez petite. Notons que les fonctions qui tendent vers zéro

quand ‖x(t)‖ tend vers zéro et qui sont localement Lipschitziennes en x, uniformément en

t pour tout t ≥ 0 sont situées dans ce dernier cadre (c’est à dire elles vérifient l’inégalité
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(2.3.9)). Cependant, il est souvent souhaitable d’établir des résultats plutôt du type global

et ceci n’est plus possible si la contrainte (2.3.9) est locale. Une autre façon pour surmonter

l’inconvénient de la méthode indirecte de Lyapunov et dans le but de fournir un résultat

de stabilité globale, on optera l’idée de construire une fonction de Lyapunov qui sera la

combinaison de celle candidate pour le système nominal et d’un terme additif ψ(t, x) qui sera

choisi afin de compenser l’effet de la perturbation.

Théorème 2.3.2 Si les hypothèses (H1) et (H2) et si

c1c3 − c2c4γ

c2c1

> max {η, δ} .

Alors le système (2.1.1) est globalement uniformément pratiquement exponentiellement stable.

Preuve 2.3.1 La dérivée de V le long des trajectoires de (2.1.1) est donnée par :

V̇ (t, x) =
∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x) +

∂V

∂x
g(t, x)

≤ ∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x) + ‖∂V

∂x
‖‖g(t, x)‖.

En utilisant (2.3.7) et (2.3.8), on a

V̇ (t, x) ≤ −c3‖x‖2 + ρ e−δt + c4‖x‖γ‖x‖

≤ −c3‖x‖2 + ρ e−δt + c4γ‖x‖2. (2.3.11)

De condition (2.3.6), on obtient

c1‖x‖2 ≤ V (t, x)etV (t, x) ≤ c2‖x‖2 + µe−ηt.

Alors,
V̇ (t, x) ≤ −c3

c2

(V (t, x)− µe−ηt) + ρ e−δt +
c4γ

c1

V (t, x)

≤ −c3

c2

V (t, x) +
c3µ

c2

e−ηt + ρ e−δt +
c4γ

c1

V (t, x)

≤ −
(
c3

c2

− c4γ

c1

)
V (t, x) +

c3µ

c2

e−ηt + ρ e−δt.

Donc,

V̇ (t, x) ≤ −αV (t, x) +
c3µ

c2

e−ηt + ρ e−δt,
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où α = −
(
c3c1−c2c4γ

c1c2

)
> 0 d’après (2.3.10).

Enfin, on obtient

‖x‖ ≤
(
c2

c1

) 1
2

‖x0‖e−
α
2

(t−t0) +

[
µ

c1

+
c3µ

c1c2(α− η)
+

ρ

c1(α− δ)

] 1
2

e−
1
2
min{η,δ}.

Donc le système (2.1.1) est globalement uniformément pratiquement exponentiellement stable.�

Exemple 2.3.1 On considère l’équation différentielle non linéaire :

ẋ = −2x+
xe−3t

1 + x6
+
|sinx|
1 + t2

, t ≥ 0. (2.3.12)

Dans ce cas, on pose

f(t, x) = −2x+ xe−3t

1+x6
et g(t, x) = |sinx|

1+t2
≥ |x|.

Soit V : R+ × R −→ R, (t, x) 7→ V (t, x) = x6, il s’ensuit alors que (H1) et (H2) sont

satisfaites avec c1 = c2 = γ = 1, c3 = 12, c4 = p = ρ = 6, δ = 3 et µ = η = 0. Finalement,

on peut appliquer le Théorème 2.3.2 pour prouver que le système (2.3.12) est globalement

pratiquement uniformément exponentiellement stable.

2.4 Stabilité des systèmes avec paramètre

On va introduire maintenant la notion de stabilité exponentielle pratique uniforme globale

d’une famille de systèmes dépendant d’un paramètre ε > 0.

Définition 2.4.1 [3] On considère un système qui dépend d’un paramètre ε > 0

ẋ = f ε(t, x), x(t0) = x0.

On dit que l’origine de ce système est globalement pratiquement uniformément stable si pour

tout ε > 0, il existe des constantes positives K(ε), λ(ε) et ρ(ε), telles que

‖x(t, t0, x0)‖ ≤ K(ε)‖x0‖e−λ(ε)(t−t0) + ρ(ε),

avec ρ(ε)→ 0 quand ε→ 0.
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Théorème 2.4.1 [3] On considère le système perturbé de la forme

ẋ = f ε(t, x) + g(t, x). (2.4.1)

où f ε, g : R+ × R → R sont continues, localement Lipschitziennes en x. En fait ce système

se présente comme étant une perturbation du système nominal

ẋ = f ε(t, x). (2.4.2)

Supposons que le système (2.4.2) est globalement uniformément exponentiellement stable avec

une fonction de Lyapunov associée V (t, x), V : R+ × R→ R qui satisfait

λ1‖x‖2 ≤ V ε(t, x) ≤ λ2‖x‖2,

∂V ε

∂t
+
∂V ε

∂x
f ε(t, x) ≤ −2λ(ε)V ε(t, x),

‖∂V
ε

∂x
‖ ≤ λ3(ε)‖x‖.

Où λ1(ε), λ2(ε), λ3(ε)et λ(ε) sont des constant positives avec

λ(ε)→∞ et
λ3(ε)

λ1(ελ(ε))
→ 0, quand ε→ 0.

On suppose aussi que g(., .) est globalement uniformément bornée et qu’il existe une constante

positive δ,telle que

‖g(t, x)‖ ≤ δ, ∀(t, x) ∈ R+ × Rn.

Alors, le système (2.4.1) est globalement uniformément pratiquement exponentiellement stable

Preuve

. La dérivée de V le long des trajectoires du système (2.4.1) est donnée par :

V̇ ε(t, x) =
∂V ε

∂t
+
∂V ε

∂x
f ε(t, x) +

∂V

∂x
g(t, x)

≤ −2λ(ε)V ε(t, x) + λ3(ε)δ‖x‖

≤ −2λ(ε)V ε(t, x) +
λ3(εδ)√
λ1

√
V ε(t, x)
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Soit v(t) =
√
V ε(t, x(t)).

Donc

v̇(t) ≤ −λ(ε)v(t) +
λ3(ε)δ

2
√
λ1(ε)

.

Ce qui implique que,

v(t) ≤ v(t0, x(t0))e−λ(ε)(t−t0) +
λ3(ε)δ

2
√
λ1(ε)λ(ε)

.

Il en résulte alors que

‖x(t, t0, x0)‖ ≤

√
λ2(ε)

λ1(ε)
‖x(t0)‖e−λ(ε)(t−t0) +

λ3(ε)δ

2λ1(ε)λ(ε)
.�

Théorème 2.4.2 [3] On considère le système perturbé suivent

ẋ = f(t, x) + gε(t, x) (2.4.3)

où f ,gε : R+ × Rn → Rn sont continues et localement Lipschitziennes en x. Supposons que

le système nominal (1.1.1) est globalement uniformément exponentiellement stable avec une

fonction de Lyapunov

V (t, x), V : R+ × Rn → R qui satisfait

λ1‖x‖2 ≤ V (t, x) ≤ λ2‖x‖2

∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x) ≤ −2λV (t, x).

Où λ1, λ2 et λ sont des constant positives. On suppose aussi que la fonction V vérifie

‖∂V
∂x

gε(t, x)‖ ≤ r(ε)

avec r(ε)→ 0 quand ε→ 0. Alors le système (2.4.3) est globalement uniformément pratique-

ment exponentiellement stable.
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Preuve.

La dérivée de V le long des trajectoires du système (2.4.3) est donnée par :

V̇ (t, x) =
∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x) +

∂V

∂x
gε(t, x)

≤ −2λV (t, x) + r(ε).

Donc,

V (t, x(t)) ≤ V (t0, x(t0))e−2λ(t−t0) +
r(ε)

2λ

≤ λ2‖x(t0)‖2e−2λ(t−t0) +
r(ε)

2λ
.

Ce qui implique que

‖x(t, t0, x0)‖ ≤
√
λ2

λ1

‖x(t0)‖e−λ(t−t0) +

√
r(ε)

2λλ1

.�

2.5 Stabilité à l’aide des fonctions de Lyapunov indéfinies

Lemme 2.5.1 [33].

La fonction scalaire µ(t) ∈ PC(J,R) est

1) Asymptotiquement stable si et seulement si

lim
t→∞

∫ t

t0

µ(s)ds = −∞. (2.5.1)

2) Exponentiellement stable si et seulement s’il existe β(t0) ≥ 0 et α > 0 tel que∫ t

t0

µ(s)ds ≤ −α(t− t0) + β(t0), ∀t ≥ t0 ∈ J. (2.5.2)

3) Uniformément exponentielle stable si et seulement si (2.5.2) est satisfait où β est

indépendant de t0.

Théorème 2.5.1 [34].

Supposons qu’il existe une fonction de classe C1 V : J × Rn → J , deux fonctions de NK∞

αi, i = 1, 2,

et une fonction scalaire µ(t) ∈ PC(J,R) telle que, pour tout t ∈ J et x ∈ Rn,

α1(t, |x|) ≤ V (t, x) ≤ α2(t, |x|), (2.5.3)
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V̇ (t, x) ≤ µ(t)V (t, x). (2.5.4)

Alors le système non linéaire (1.1.1) est :

1. Globalement asymptotiquement stable si µ(t) est asymptotiquement stable.

2. Globalement uniformément asymptotiquement stable si µ(t) est uniformément expo-

nentiellement stable et αi sont indépendants de t.

3. Globalement exponentiellement stable si µ(t) est exponentiellement stable et qu’il existe

m > 0

et ki(.) ∈ N tel que αi(t, s) = ki(t)s
m.

4. Globalement uniformément exponentiellement stable si µ(t) est uniformément expo-

nentiellement stable et il existe m > 0 et ki > 0 tel que αi(t, s) = kis
m.

Preuve.

Notons que (2.5.4) implique

d

dt
lnV (t, x) =

V̇ (t, x)

V (t, x)
≤ µ(t), ∀t0 ≤ t,

d’où il résulte que
α1(t0, |x(t)|) ≤ α1(t, x(t))

≤ V (t, x(t))

≤ V (t0, x(t0))φ(t, t0)

≤ α2(t0, |x(t0)|)φ(t, t0).

(2.5.5)

Preuve du point 1 : Puisque lim
t→∞

φ(t, t0) = 0, il existe un T = T (t0) tel que φ(t, t0) ≤ 1,∀t0 +

T (t0) ≤ t. Soit

γ(t0) = max
s∈[t0,t0+T (t0)]

{φ(s, t0)} ≥ 1.

Ensuite, nous avons de (2.5.5) que

α1(t0, |x(t)|) ≤ α2(t0, |x(t0)|)γ(t0), ∀t0 ≤ t. (2.5.6)

Ci-après, pour une fonction α ∈ NK∞, on utilise α−1(t, s) désigne la fonction inverse de

α(t, s) par rapport à la seconde variable à savoir α−1(t, α(t, s)) ≡ s. Maintenant nous avons
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mis en place

δ(t0) = α−1
2 (t0, (1/γ(t0))α1(t0, ε))

ou de manière équivalente, α2(t0, δ(t0))γ(t0) = α1(t0, ε). Il s’ensuit alors de (2.5.6) que, pour

tout |x(t0)| ≤ δ(t0),
α1(t0, |x(t)|) ≤ α2(t0, δ(t0))γ(t0)

= α1(t0, ε), ∀t0 ≤ t,

ce qui est juste |x(t)| ≤ ε, ∀t0 ≤ t, d’autre part, de (2.5.1) et (2.5.5) on a lim
t→∞
|x(t)| = 0. Cela

preuve que le système est globalement asymptotiquement stable.

Preuve du point 2 : d’après du point 3 du lemme (2.3.1) et de (2.5.5) on a, pour tout t0 ≤ t,

|x(t)| ≤ α−1
1 (α2(|x(t0)|)φ(t, t0))

≤ α−1
1 (α2(|x(t0)|) exp(β) exp(−α(t, t0))) ∈ KL,

ce qui montre que le système est globalement uniformément asymptotiquement stable.

Preuve du point 3 : En notant que α−1
i (t, s) = s1/mk

−1/m
i (t) et (2.5.2), on obtient de (2.5.5)

|x(t)| ≤
(
k2(t0)

k1(t0

)1/m

eβ(t0)/m|x(t0)|e−(α/m)(t−t0), (2.5.7)

ce qui indique que le système est globalement exponentiellement stable.

Preuve du point 4 : Ceci découle de (2.5.7) depuis, ki(t0) et β(t0) sont indépendants de t0.�

Théorème 2.5.2 [34]

Supposons qu’il existe une fonction de classe C1 V : J × Rn → J , deux fonctions de NK∞

αi, i = 1, 2,, une fonction asymptotiquement stable µ(t) ∈ C(J,R), une fonction scalaire

π(t) ∈ PC(J, J) telle que, pour tout (t, x) ∈ J × Rn, (2.5.3) et l’inégalité suivante

V̇ (t, x) ≤ µ(t)V (t, x) + π(t), (2.5.8)

sont satisfaits. Notons que k(t, t0) : J × J → R, comme

k(t, t0) =

∫ t

t0

φ(t, s)π(s)ds. (2.5.9)

Alors le système (1.1.1) est globalement asymptotiquement stable si k(t, t0) est borné pour

tout t0 ≤ t et

lim
t→∞

k(t, t0) = lim
t→∞

∫ t

t0

φ(t, s)π(s)ds = 0, ∀t0 ∈ J. (2.5.10)

La preuve de ce théorème est dans [34].



Conclusion générale

Bien entendu, ce mémoire présentant un domaine peu étudié, débouche sur de nombreuses

pistes de recherches. Le problème le plus excitant, du moins théoriquement, est de trouver

une condition nécessaire et suffisante concernant la stabilité.

D’une manière générale, les travaux ont constitué des avancées majeures pour l’analyse de la

stabilité des systèmes non-linéaires, et ont donné lieu à des retombées théoriques et applica-

tives dans des domaines aussi variés que la commande sous contraintes de communication.

Ce travail ouvre la voie à d’autres développements qui restent ouverts notamment en ce qui

concerne la recherche de nouvelles fonctions et la instruction de la fonction de Lyapunov

qui permettent de réduire le conservatisme des approches actuellement disponibles dans la

littérature.
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2.6 Annexe

Lemme 2.6.1 (Lemme de Barbalât)[27, 31].

Soit φ : R→ Rune fonction uniformément continue, c’est à dire,

∀ε > 0,∃δ(ε) > 0/∀x, y ∈ R, |x− y| < δ(ε)⇒ |φ(x)− φ(y)| < ε.

On suppose que lim
t−→0

∫ t
0
φ(τ)dτ existe et fini. Alors, φ −→ 0 quand t −→ +∞.

Théorème 2.6.1 On considère le système dynamique variant dans le temps (1.1.1) où f(t, x)

est uniformément bornée pour t ≥ 0, c’est à dire, il existe une fonction continue M : D −→

R+, telle que

‖f(t, x)‖ ≤M(x).

Soit V : [0,∞[×D −→ D une fonction de Lyapunov continûment différentiable, telle que

W1(x) ≤ V (t, x) ≤ W2(x)

∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x) ≤ −W (x)

pour tout t ≥ 0 et x ∈ D avec W1 et W2 sont continues et définie positives et W (x) est

une fonction continue semi définie positive sur D. On choisit r > 0, tel que Br ⊂ D et soit

ρ < min‖x‖=rW1(x). Alors, toutes les solution du système (1.1.1) avec

x(t0) ∈ {x ∈ Br/W2(x) ≤ ρ},

sont bornée et satisfait

W (x(t)) −→ 0 quand t −→ +∞.

De plus , si D = Rn et W1(x) est propre, alors cette statue est vraie pour tout x(t0) ∈ Rn.

Lemme 2.6.2 Si w(x(t)) −→ 0 quand t −→ +∞, alors l’ensemble W limite Ω(t0, x0) est

inclus dans

E = {x ∈ D/W (x) = 0}

Lemme 2.6.3 (Lemme de Gronwall)[5].

Soient λ : [a, b] → R+ est continue et µ : [a, b] → R+ est continue et non négative. Si une

fonction continue y : [a, b]→ R+ satisfaite
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y(t) ≤ λ(t) +

∫ t

a

µ(s)y(s)ds

pour a ≤ t ≤ b, alors, sur le même intervalle

y(t) ≤ λ(t) +

∫ t

a

λ(s)µ(s) exp

[∫ t

s

µ(τ)dτ

]
ds

en particulier, si λ(t) ≡ λ est une constante, donc

y(t) ≤ λ exp

[∫ t

a

µ(τ)dτ

]
si, de plus, µ(t) ≡ µ ≥ 0 est une constante, alors

y(t) ≤ λ exp[µ(t− a)].

Preuve : Soit

z(t) =

∫ t

a

µ(s)y(s)ds

et

v(t) = z(t) + λ(t)− y(t) ≥ 0

alors, z est différentiable et

ż = µ(t)y(t) = µ(t)z(t) + µ(t)λ(t)− µ(t)v(t).

C’est l’équation d’état linéaire scalaire avec la fonction de transition d’état

φ(t, s) = exp

[∫ t

s

µ(τ)dτ

]
depuis z(a) = 0, on a

z(t) =

∫ t

a

φ(t, s)[µ(s)λ(s)− µ(s)v(s)]ds
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est non négative. donc,

z(t) ≤
∫ t

a

exp

[∫ t

s

µ(τ)dτ

]
µ(s)λ(s)ds

depuis y(t) ≤ λ(t) + z(t), ceci achève la preuve dans le cas général. Dans le cas particulier

où λ(t) ≡ λ, on a

∫ t

a

µ(s) exp

[∫ t

s

µ(τ)dτ

]
ds = −

∫ t

a

d

ds

{
exp

[∫ t

s

µ(τ)dτ

]}
ds

= −
{

exp

[∫ t

s

µ(τ)dτ

]}∣∣∣∣s=t
s=a

= −1 + exp

[∫ t

a

µ(τ)dτ

]
ce qui prouve le lemme quand λ est une constante. La preuve quand les deux λ et µ sont des

constantes constantes suivies par intégration.�

Lemme 2.6.4 (Lemme de Gronwall classique).

Soit x une courbe dérivable dans E définie sur I solution de l’équation différentielle

ẋ = f(t, x).

On suppose que

‖f(t, x)‖ < a‖x‖+ b.

Alors pour tout t de I

si a 6= 0, ‖x(t)‖ ≤ ‖x(t0)‖ea|t−t0| + b

a
(ea|t−t0| − 1)

si a = 0, ‖x(t)‖ ≤ ‖x(t0)‖+ b|t− t0|.
(2.6.1)

Fonctions UAS et lemmes de comparaison

Pour construire nos résultats, nous avons besoin du concept suivant de fonctions uniformé-

ment stables qui sont introduites dans [33, 34, 35].

Considérons le système scalaire linéaire

ẏ(t) = µ(t)y(t), t ∈ J (2.6.2)
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où µ ∈ C(J,R) ,y(t) : J → R

la matrice de transition d’état pour (2.6.2) est donnée par

Φ(t, s) = exp

(∫ t

s

µ(θ)dθ

)
. (2.6.3)

Définition 2.6.1 La fonction µ(t) ∈ C(J,R) est dite

1/ asymptotiquement stable si le système scalaire (2.6.2) est asymptotiquement stable.

2/ exponentiellement stable si le système scalaire (2.6.2) est exponentiellement stable,

c’est-à-dire qu’il existe des constantes k(t0) > 0 et α > 0 tel que

|y(t)| ≤ k(t0)|y(t0)|e−α(t−t0), ∀t ≥ t0 ∈ J. (2.6.4)

3/ Uniformément exponentiellement stable (ou uniformément asymptotiquement stable)

si le système LTV scalaire (2.6.2) est uniformément exponentiellement stable, c’est-

à-dire que la constante k(t0) in (2.6.4) est indépendante de t0.

Dans la définition ci-dessus, nous avons remarqué que, pour un système linéaire, stabilité

uniformément asymptotique et stabilité exponentielle uniformément sont équivalent (voir

par exemple [26]). Notons la matrice de transition (2.6.3), on peut obtenir immédiatement le

lemme suivant.

Bien sûr, si µ(t) ∈ PC(J,R) est une fonction périodique de période T , alors il est facile de

voir que les trois différents concepts de stabilité dans Définition (2.6.1) sont équivalents, et

de plus ils sont équivalents à l’existence de c > 0 tel que∫ t+T

t0

µ(s)ds ≤ −c. (2.6.5)
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