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Résumé :

Ce mémoire est dédié a I'étude de la stabilité des systémes non linéaires non autonomes
qui peut étre évaluée a l'aide de la stabilité au sens de Lyapunov, qui se concentre sur la
convergence vers un point d’équilibre stable, basée sur ’analyse des fonctions de Lyapunov,
et de la stabilité pratique, qui se penche sur la capacité du systéme a revenir & son état
d’équilibre aprés avoir des perturbations. L’analyse de la stabilité de ces systémes fait appel
a des méthodes mathématiques avancées et permet de concevoir des stratégies de controle

adaptées pour maintenir la stabilité dans des conditions réelles.



Notations

< ™ ©

PC

<

Qt,c

m(t)

I’ensemble des nombres réels.

I’ensemble des nombres réels positifs.
R-espace vectoriel de dimension n.

R U {o0}.

Norme euclidienne sur R".

Un domaine de R™ contenant 0.

Une fonction de classe K.

Une fonction de classe KCL.

Un voisinage non vide de 0.

%—‘:(t, x) + %—‘;(t, x)f(t,z) la dérivée de V (¢, z).
L’ensemble des fonctions continues par morceaux.
= [0, 00).

La région d’attraction de B,.

L’ensemble qui dépend du temps.

= {z € R",||z|| < r} boule bornée.

Une fonction scalaire.



Abréviation

Uniformément asymptotiquement stable.
Uniformément exponentiellement stable.
Globalement exponentiellement stable.

Globalement pratiquement uniformément stable.

)
)
)

( )

(GUES) : Globalement uniformément exponentiellement stable.

( ) Globalement uniformément exponentiellement stable.
) Globalement pratiquement uniformément asymptotiquement stable.
) Globalement uniformément pratiquement exponentiellement stable.
)

Systéme linéaire variant dans le temps.



INTRODUCTION GENERALE

Un systéme dynamique est un ensemble d’objets ou de phénomeénes liés entre eux et iso-
lés artificiellement du monde extérieur. Sa modélisation vise a établir les relations qui lient
les variables caractéristiques de ce processus entre elles et a représenter rigoureusement son
comportement dans un domaine de fonctionnement donné. Elle nécessite dans cet objectif,
un ensemble de techniques permettant de disposer d’une représentation mathématique du
systéme étudié. Dans le méme sens, on peut dire que la modélisation théorique exige une
connaissance précise des phénomeénes intervenant dans le systéme et une aptitude a les repré-
senter par des équations mathématiques. Et par conséquent, elle conditionne les méthodes

qui seront utilisées par la suite, pour analyser ses propriétés.

La majorité des systémes physiques non-linéaires peuvent étre représentés comme une in-
terconnexion d’un systéme dynamique linéaire et d’un autre non-linéaire. Le probléme de la
stabilité absolue consiste & trouver des conditions suffisantes qui portent sur le systéme li-
néaire pour que l'origine soit globalement uniformément asymptotiquement stable (ou GUAS)
pour une classe de non-linéarités bien déterminée. Ce probléme a été posé pour la premiére
fois par Lur’e [20] en 1944. Actuellement, les systémes dynamiques non linéaires décrivent
un grand nombre de phénoménes scientifiques : physique, chimie, biologie, médecine, écono-
mie et autres. Au-deld du probléme de représentation il n’existe pas d’outils pour étudier
les systémes dynamiques non linéaires. Il est établi aujourd’hui que beaucoup de systémes
non linéaires peuvent étre décrits dans 'espace d’état par des équations différentielles non
linéaires. C’est ce type d’outil mathématique qui est utilisé par les automaticiens pour traiter

les problémes liés & ces systemes[27].

Le théeme général de ce mémoire s’inscrit dans le cadre des systémes non linéaires non
autonomes. L’objectif consiste a résoudre certains problémes qui sont d’importance majeure

dans la théorie du controle. Ces probléemes sont liés & la stabilité de certains systémes non



linéaires. Ce sujet a attiré 'attention de nombreux chercheurs [2, 6, 7, 8, 23, 24].

Ce mémoire divisé en deux parties, dans le premier chapitre, nous commencons par donner
des définitions, ainsi que quelques résultats sur le probléme d’analyse de la stabilité pour le
systéme

&= [ft,2),  x(to) = o (1)

ount >ty >0, z(t) € D CR"et f: R, x R® — R" est continue en ¢ et localement
Lipschitzienne en x.

Pour ce type du systéme, on donne des conditions suffisantes pour garantir la stabilité on
se référera souvent a la théorie de Lyapunov [19, 22, 32]) cette théorie étudie comment les
systémes dynamiques évoluent au fil du temps. Elle utilise des fonctions de Lyapunov pour
évaluer la stabilité des systémes en fonction de leurs conditions initiales. Cette théorie trouve
des applications dans de nombreux domaines et est utilisée pour analyser la stabilité des
systémes linéaires et non linéaires. Elle est développée par le mathématicien russe Alexandre

Lyapunov au 19éme siécle !, et aprés on étudie le cas inverse.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions les systémes non linéaires non autonomes per-
turbés de la forme :

w(t) = f(t z(t)) + g(t, z(t)), (2)
dont 'origine peut ne pas étre un point d’équilibre et que les fonctions f et ¢ sont en gé-
néral continues et localement Lipschitziennes en z. Le terme de perturbation représente les
erreurs de modélisation. L’objectif de cette partie est d’assurer la stabilité pratique uniforme
globale de cette classe des systémes. Plus précisément, si on suppose que le systéme nominal
est globalement uniformément pratiquement exponentiellement stable (ou encore GUPES),

alors on se demandera si le systéme perturbé gardera le méme comportement.

1. Aleksandr Mikhailovich Lyapunov, mathématicien et physicien russe. Aprés des études a 'université
de Saint-Pétersbourg (ou il est éléve de P.L. Chebyshev), il est assistant puis professeur a 'université de
Kharkov. En 1902, il est nommé professeur a I'université de Saint-Pétersbourg.



Le probleme de la stabilité pratique des systémes non linéaires est étudié par plusieurs
auteurs notamment dans [10, 15, 28]. Reposant sur les techniques de Lyapunov, la stabilité
pratique des systémes perturbés est basée sur la stabilité du systéme nominal au quel on
impose quelques hypothéses sur le terme de perturbation [1, 17, 30]. Et aussi, les systémes

perturbés avec paramétre € de la forme

2(t) = [, x(t) + g(t, x(1)). (3)

L’objectif de cette partie est d’assurer la stabilité de cette classe de systémes, qui se trouve

dans [3].




Chapitre 1

Rappels et Généralités

Le concept de stabilité est une question centrale dans la théorie du controle. Souvent associée a
la fagon dont un systéme est compris, la stabilité a de larges définition [16]. Dans ce chapitre,
nous allons nous concentrer sur quelques concepts spécifiques. La stabilité, en particulier,

nous citons la stabilité au sens de Lyapunov.

1.1 Notations fondamentales de la stabilité

On considére un systéme non linéaire non autonome de la forme suivante :

(1.1.1)

out >ty >0, z(t) e D CR"et f: R, x R" — R™ est continue en ¢ et localement
Lipschitzienne en x. On donne des conditions pour 'existence et 'unicité de la solution du

probléme de Cauchy (1.1.1).

Théoréme 1.1.1 (Existence et unicité) [1/].
On suppose que f(t,x(t)) est une fonction continue en t, et localement Lipschitzienne autour

de x, il existe L > 0, tel que :

1F(E ) = f(ty)ll < Lz =yl
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Ve,ye B={x e R"/ || x—xo ||< 1}, Vt € [to, t1]. Alors, il existe 6 > 0, tel que le systéme

(1.1.1) avec z(ty) = xo admet une unique solution sur [ty,ty + J].

Définition 1.1.1 (Point d’équilibre) [27].

On dit que * € R" est un point d’équilibre du systéme (1.1.1) si :

ft,z*) =0, t>0.

Remarque 1.1.1 Sans perte de généralité. On peut supposer dans tout le reste que l’origine
est un point d’équilibre du systéme (1.1.1).

En effet, si x* est un point d’équilibre, on pose y = x — x* alors, y* = ¥ = f(t,x) =
fty+a7) = g(y).

g(0) = f(t,z*) = 0 alors, 0 est un point d’équilibre.

Pour simplifier, on peut supposer dans tout le reste que l'origine est le point d’équilibre
de (1.1.1). La solution passant par l’emplacement xo au temps t = to est également notée

x(t, to, xo) tel que x(to,to, xo) = To.

Définition 1.1.2 (Stabilité) [12, 10].

On dit que x = 0 est un point d’équilibre stable, si : Ve > 0, Yty > 0, 36 = 0(tg,e) > 0,tel que

H.Z'()H <) = H[L’(t,to,l'o)” < 5,Vt > to.

Remarque 1.1.2 La stabilité du systeme ne donne pas la convergence des solutions vers
Uorigine, et cela la notion de la stabilité seule est insuffisante pour l’étude du comportement

des solutions. On définit alors la notion d’attractivité.

Définition 1.1.3 (Attractivité) [12, 10].

On dit que lorigine x = 0 est :



1.1 Notations fondamentales de la stabilité 13

e Un point d’équilibre attractif, s’il existe un voisinage de l'origine U(0), tel que

lim I(t,to,xo) = O, on S U(O)

t——+00

o Un point d’équilibre globalement attractif si :

lim l'(t,to,l‘o) =0, Vxo € R".

t—+o0

Définition 1.1.4 (Stabilité asymptotique) [12, 10].
On dit que lorigine x = 0 est :
i) Un point d’équilibre asymptotiquement stable (ou AS), s’il est stable et attractif.
1) Un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable, s’il est stable et globalement

attractif.

Définition 1.1.5 (Bornitude uniforme)|/”].
La solution de (1.1.1) est dite uniformément bornée, s’il existe une constante strictement

positive a, telle que Yo €]0, a[, il existe une fonction c(.) croissante vérifiant :
[zo]l < v == [|lz(t, 0, 20)|| < c(a), ¥t > to.

Elle est dite globalement uniformément bornée, si la propriété précédente est vraie pour tout

a > 0.

Définition 1.1.6 (Stabilité uniforme)[!”].
i) On dit que lorigine x = 0 est un point d’équilibre uniformément stable (ou noté US)

si Ve >0, 3d(e) > 0, tel que
|zo|| < 0 = [|z(t, to, z0)|| < &,¥t > 1.

i1) L’origine est un point d’équilibre globalement uniformément stable (noté GUS), s’il
est uniformément stable et toutes les solutions du systéme (1.1.1) sont globalement

uniformément bornée.



1.1 Notations fondamentales de la stabilité 14

Remarque 1.1.3 La stabilité uniforme entraine la stabilité , mais la réciproque n’est pas

toujours vraie. L’exemple suivant montre que la réciproque est fausse

Ezxemple 1.1.1 Considérons l’équation différentielle swivante :
&(t) = (6tsin(t) — 2t)x
ou t € R. La solution de condition initiale (ty,xo) est donnée par :

x(t) = z(to) exp[/t (6s sin s — 2s)ds]

= x(tg) exp[6sint — 6t cost — t* — 6sinty + 6ty costy + ).

Ensuite, du fait que le terme —t* est dominant pour tout to, on peut lier
expl6sint — 6t cost — t2 — Gsinty + 6ty costy + 3] par une constante c(ty) qui dépend de ty ;
lz(t)| < |z(to)|c(to), WVt > to.

Ainsi, pour un ¢ > 0 donné, on peut choisir & = ¢/c(ty) pour indiquer que l'origine est
stable. Maintenant, st nous supposons que ty prend des valeurs continues to = 2nmw, n € N et

x(t, to, xg) s’évalue en ty+ m, alors
x(to + 7, to, x9) = xoexp[(4n + 1)(6 — m)7].

Donc, pour un € > 0 donné, il n’y a pas de § indépendant de ty, ce qui permet de dire que

lorigine x = 0 est uniformément stable.

Définition 1.1.7 (Attractivité uniforme).
a) On dit que lorigine x = 0 est un point d’équilibre uniformément attractif (noté UA),
s’il existe un voisinage U(0) de l'origine, tel que Yxy € U(0), Ve > 0 3T = T'(e), tel

que

||£L‘(t,t0,230)|| < E,Vt > T + 1.
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b) L’origine x = 0 est un point d’équilibre globalement uniformément attractif (noté
GUA), si
Vag € R Ve >0 3T =T(e), tel que

||l’(t,t0,[l)0)” < Ea\V/t > T + to.

Définition 1.1.8 (Stabilité asymptotique uniforme) [10].
a) L’origine est un point d’équilibre uniformément asymptotiquement stable (noté UAS),
sl est uniformément stable et uniformément attractif.
b) L’origine est un point d’équilibre globalement uniformément asymptotiquement stable
(noté GUAS), s’il globalement uniformément stable et uniformément attractif.

L’exemple suivant montre que la stabilité est uniforme mais [’attractivité est non uniforme :

Exemple 1.1.2 Considérons I’équation différentielle suivante :

T

i(t) = . >t

14t

ou t € R. La solution de condition initiale (ty,xo) est donnée par :

t
1
z(t) = z(ty) exp/ - ds
o LTts
1+t
=z(t .
o) T

Ainsi,
[z()] < |z(to)],  VE = to.

Alors, pour € > 0 donné, il existe 6 = ¢ tel que
lz(to)] < 6 = |z(t)| <e, V >t

D’ou l'origine est un point d’équilibre uniformément stable.
D’autre part, la fonction x(t) converge vers 0, quand t tend vers oo, d’une maniére non

uniforme, donc
14120
141

lz(t)| = |x(to) <e,
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donc,

|z(to)]
. (1+t0)—1—t0) )

t>t0+(

Ainsi, pour e > 0 donné, il n’existe pas de T indépendant de ty qui permet de dire que [’origine

x = 0 est uniformément attractive.

Définition 1.1.9 (Stabilité exponentielle)|!”).
a) L’origine x = 0 est un point d’équilibre exponentiellement stable, s’il existe un voisi-

nage de Uorigine U(0), Ay > 0 et Ay > 0, tels que
||I(t,t0,$0)|| S /\1||I0||€A2(t_t0)7vt Z to Z O,Vl'() c U(O)

b) L’origine x = 0 est un point d’équilibre globalement exponentiellement stable, s’il existe

un A > 0 et Ay > 0, tels que
| z(t, to, zo) || < Ailzol| €¥241) Wt >ty > 0,Vao € R™.

Remarque 1.1.4 I est important de noter que le caractére exponentiellement stable du sys-

teme conduit nécessairement a une stabilité asymptotique de ce dernier.

Pour étudier la stabilité du systéme, on se référe souvent a la théorie de Lyapunov. En théorie

qualitative, on 'appelle la méthode directe car elle ne nécessite pas de résoudre le systéme

[11].
1.2 Théorie de Lyapunov

L’utilisation des fonctions définies positives est 1'une des techniques les plus efficaces pour
analyser la stabilité de systémes gouvernés par des équations différentielles ordinaires.

L’utilisation de ces fonctions fournit des critéres permettant de tirer des conclusions sur la
stabilité ou la stabilité asymptotique d'un point d’équilibre sans qu’il soit nécessaire d’intégrer
le systeme d’équations. Les résultats remontent au 19éme siécle, attribués a Lyapunov. Pour

une démonstration, le lecteur est invité pour consulter [10].
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1.2.1 Fonction de comparaison

Définition 1.2.1 (Fonction de classe K)[25].

Une fonction continue o : [0,a] — [0, +o00[ appartient a la classe K (ou est une K-fonction)
si elle est strictement croissante et si «(0) = 0. Une K-fonction appartient a la classe Koo si
de plus a = 400 et a(x) — +00 quand r — +00.

Ezxemple 1.2.1 Donnons deux exemples de fonctions de classe K et de classe K :

1. « définie par o(r) = arctan(r) est strictement croissante car

Ainsi, o appartient a la classe K, mais o n’appartient pas a la classe K, car lim a(r) =
r—+00

5
2. Soit ¢ > 0, « définie par o(r) = r¢ est strictement croissante car

c—1

a(r)y=cr ™ >0.

De plus, lixf a(r) = +oo0, donc a appartient a la classe Ko .
r—r—+00

Définition 1.2.2 (Fonction de classe KL).

Une fonction continue

B :[0,a[x[0, +oo[— [0, +00]

est dite de classe KL, si pour tout s fixé, Uapplication r — ((r, s) est de classe K et pour

tout r fixé, Uapplication s — [(r,s) est décroissante et f(r,s) — 0 quand s — +o0.

Ezxzemple 1.2.2 Soit k > 0, 5 définie par B(r,s) = ror1 €St strictement croissante en r car
ap 1
or (rs) (ksr+1)?

et strictement décroissante en s car
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o —kr?

2518 = (oor 1192 =¥

De plus, 1ir+n B(r,s) =0; donc 5 appartient a la classe KL.
S—+00

A A

Koo

KL

S(S]

>

FIGURE 1.1 — Les fonctions K, et ICL

Le lemme suivant résume certaines propriétés des fonctions des classes K et L.

Lemme 1.2.1 Soient oy et ay deux fonctions de classe K sur [0, a[, et ag, ay deux fonctions
de classe Ko, et B une fonction de classe KL. On note linverse de oy par o; . Alors

x oyt définie sur [0, ay(a)] est de classe K.

x gt définie sur [0, +oo[ est de classe Ky

* (1 0 (g est de classe K.

x (3 0 ay est de classe K.

x o(r,s) = a(B(az(r), s)) est de classe KL.

Définition 1.2.3 Une fonction est une N fonction a(t) : J — (0,00) si elle est a valeur

positive et non décroissante.

Définition 1.2.4 Une fonction est une N Ko fonction 5(t,s) : J x J — J si f(t,.) € N et
B(.,s) € K.

Voici une autre formulation des notions de stabilité en utilisant les fonctions de classe K

et KL ; les démonstrations des propositions suivantes peuvent étre consultées dans I'ouvrage

[16].
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Proposition 1.2.1 [0].

Le point d’équilibre x = 0 du systéme (1.1.1) est :

Uniformément stable si et seulement s’il existe une fonction o de classe K et une

constante strictement positive ¢ indépendante de ty, telle que
|z (¢, to, xo)|| < a(l||zol]), VYt > to > 0,V zo]| < c. (1.2.1)

Globalement uniformément stable si et seulement si l"inégalité précédente est sa-
tisfaite pour toute condition initiale vy € R™.
Uniformément asymptotiquement stable si et seulement s’il existe une fonction

B de classe KL et une constante strictement positive ¢ indépendante de ty, telle que
[#(t, to, o) || < B([|zoll, £ —to), Yt = to, V[0 < c. (1.2.2)

Globalement uniformément asymptotiquement stable si et seulement si l'in-
égalité (1.2.2) est satisfaite pour toute condition initiale xo € R™.

Exponentiellement stable si et seulement si l'inégalité (1.2.2) est satisfaite avec
B(r,s) =kre " k> 0,v>0 (1.2.3)

Globalement exponentiellement stable si et seulement si l'inégalité (1.2.3) est

satisfaite pour toute condition initiale xo € R™.

Définition 1.2.5 (Fonctions définies positives) [”7].

Une fonction continue V : Ry x R" — R, est définie positive, si V(t,0) = 0 et s’il existe

une fonction p(y) définie positive, telle que

V(t,y) > @(y), Yt > to, Yy € R™.

Lemme 1.2.2 Une fonction V(t,y) est définie positive, s’il existe ¢ de classe K, telle que

V(t,0) et

V(t,y) > e(llyl), vt > to, Yy € R™.

Une fonction V est dite définie négative si —V est une fonction définie positive.
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Définition 1.2.6 (Fonction semi-définies positives).

1. Une fonction v : U — R est semi définie positive (respectivement semi définie
négative), s’il existe un voisinage U de 0, tel que
(a) v(0) = 0.
(b) Pour tout y € U,v(y) > 0 (respectivement v(y) < 0).

2. Elle est dite définie positive (respectivement définie négative) s’il existe un voisinage
U de 0, tel que
(a) v(0)=0
(b) Pour tout y € UN{0},v(y) > 0 (respectivement v(y) < 0).

Définition 1.2.7 (Fonction décrescente).
Une fonction V (t,y) est décrescente, si V(t,0) = 0 Vt > to et s’il existe une fonction ¥ (y)
définie positive, telle que

V(t,y) <¥(y),Vt > to,Vy € R™.

P (lyll)

V(ty)
e([[yl])

]|

m -—————— -

FIGURE 1.2 — Fonction définie positive et décrescente
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Lemme 1.2.3 Une fonction V(t,y) est décrescente, s’il existe ¢ de classe K, telle que
V(t,0) =0 et
V(t,y) < o(llyl), vt > to, Vy € R™.

Définition 1.2.8 (Fonction propre).
Une fonction V(t,x) est propre (ou radialement non bornée) si

lim V(t,z) =+o0

lzl|—+o0
uniformément en t.

Définition 1.2.9 (Fonction de Lyapunov) [19, 0.
On considere le systeme (1.1.1). Soit U(0) un voisinage de 0 et V : Ry x U(0) — R une
fonction continue et différentiable sur U(0).
e On dit que V' est une fonction de Lyapunov au sens large en 0, si elle vérifie les deux
propriétés sutvantes :
a) V est définie positive.
b) V(t,z) <0 pour tout x € U(0).
e On dit que V est une fonction de Lyapunov stricte en 0, si elle vérifie les deux pro-
priétés sutvantes :
a) V est définie positive.

b) V(t,x) <0 pour tout x € U(0)N\{0}.

Lemme 1.2.4 Une fonction continue V (t, x) est propre, s’il existe une fonction a(.) de classe

Ko, telle que

V(t,z) = o||z]]), vt = ty,Vz € R,

Remarque 1.2.1 La dérivée de V (t,x) le long des trajectoires de (1.1.1) est notée par V (t, x)
ot

ov ov

V(t,x) = E(t, ) + %(t,x)f(t, x)
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Théoréme 1.2.1 L’origine x = 0 est un point d’équilibre de (1.1.1) et D un domaine de R"
contenant 0. Soit V : [0, +00[x D — R une fonction de Lyapunov contindment différentiable,

telle que

Wi(x) < V(t,z) < Wy(z)

%—‘t/ + %—‘;(t,x) < —Ws(x)
pour tout t > 0 et x € D avec W1 et Wy sont continue et définie positives.
1) Si W3 =0 sur D, alors l'origine x = 0 est uniformément stable.
2) Si W3 est continue et définie positive sur D, alors l'origine x = 0 est uniformément
asymptotiquement stable.
3) Si D = R", W3 est continue sur D et Wi(x) est propre ou radialement non bornée,

alors lorigine x = 0 est globalement uniformément asymptotiquement stable.

Lemme 1.2.5 Soit V : D — R une fonction de Lyapunov continue et définie positive sur
D C R™ qui contient l'origine. Soit B(0,7) C D pour un certain r > 0 ou B(0,r) désigne la
boule de centre 0 et de rayon r. Alors, ils existent des fonctions de classe IC, oy et ag définie
sur [0,r[, telle que

ay([lz]]) < V(z) < as(lz]]) (1.2.4)

pour tout x € B(0,r).
Si D = R" et les fonctions oy et ay sont définies sur [0, 4o00| alors linégalité (1.2.4) est
vérifie pour tout x € R™. De plus, V(z) est propre alors cy et as peuvent étre choisies de

classe K.
Lemme 1.2.6 On considere l’équation différentielle autonome
g=—ay), ylto) =1 (E)

avec o une fonction localement Lipschitzienne et de classe IC définie sue [0,a[. Pour tout

0 < yo < a, cette équation admet une unique solution définie pour tout ty < t. De plus,

y(t) = o(yo,t — to)



1.2 Théorie de Lyapunov 23

avec o(r,s) est une fonction de classe KL définie sur [0, a[x[0,+o00].

Lemme 1.2.7 (Lemme de comparaison).

On considere ’équation différentielle
u= f(t,u), u(to) = uo

ot f(t,u) est continue en t et localement Lipschitzienne en u, pour tout t > 0 et tout u €
J C R™. Soit [to, T[ (T pourrait étre linfini) Uintervalle mazimal de la solution de u(t) et on
suppose que u(t) € J pour tout t € [ty, T[. Soit v(t) une fonction continue dont la dérivée

droite 0(t) satisfait l'inéquation différentielle

o(t) < ft,0(t), o(to) = uo
ou v(t) € J pour tout t € [to, T| avec
. £ — 1 v(t+h)7v(t).
p = bn T

Alors,

v(t) <wu(t), telty,T.
Exemple 1.2.3 On considere ’équation différentielle
= f@) = —(1+a%)r, 2(0)=a

a une solution unique sur [0,t;[ pour certains t; > 0 car f(z) est localement Lipschitzienne.

Soit v(t) = z*(t). La fonction v(t) est différentiable et sa dérivée est bornée par
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Soit u(t) une solution de l’équation différentielle
u(t) = —2u. u(0) = a> = u(t) = a*e "

Alors, en utilisant le lemme de comparaison, la solution x(t) est bien définie pour tout t > 0

et satisfait

lz(t)] = Vo(t) < e '|z|, Vt>0.

Remarque 1.2.2 Si a(.) n'est pas localement Lipschitzienne, on peut choisir une fonction

B(.) localement Lipschitzienne de classe K telle que
a(r) > B(r)

dans le domaine ot on s’intéresse.

Exemple 1.2.4 Soit a(r) = \/r est une fonction de classe K mais non localement Lipschit-
zienne en r = 0.

On définie la fonction [ par :

r osir<l1
6(r>:{ﬁ sir>1

est de classe K et localement Lipschitzienne. De plus, a(r) > 5(r) Vr > 0.

Preuve du théoréme de stabilité de Lyapunov :

D’aprés [22]

1. Si W3 =0 sur D, on choisit r > 0 assez petit tel que B, C D et

0 <c¢<a= min Wi(z).

llz]l=r
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Alors,
Sy ={z € B,/ Wi(zx) <c}

est & l'intérieur de B,.

On définit I’ensemble qui dépend du temps €2, :
Qe={reB/V(tz)<c}.
L’ensemble €2, . contient Sy = {x € B,/Ws(z) < ¢} car
Wy(z) <ec=V(t,z) <ec
D’autre part, € . est inclus dans la boule {z € B,/W;(z) < ¢} car
V(t,z) <c= Wi(z) <c. (1.2.5)
Donc,

{r € B,/Wa(x) <c} C Q. C{x e B, /Wi(z)<c} CB,CD, Vt>0.

On a V(t,z) < 0 sur D, donc toute trajectoire z(t) de condition initiale z(ty) dans
Q4,.c reste dans ;. pour tout ¢t > ty. Alors, toutes trajectoires de condition initiale
dans ’ensemble S, restent dans €2, . C S; pour tout ¢ > ¢,, donc ces trajectoires sont
définies et bornées pour tout ¢ > ty. D’apreés le lemme (1.2.5) et la remarque (1.2.2),
il existe des fonctions de classe K et localement Lipschitzienne a4(.) et aq(.) définies

sur [0, r[ vérifiant V¢ > 0 et Vo € D, tels que
ar([lz]]) < Wi(z) < V(t, z) < Wa(z) < as(l|z]]).

Alors,
()] < o' (V (¢, 2))

< a;'(V(to, z(ty)))

< ag aa([lz(t)]])).
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D’aprés le lemme (1.2.1). ;' o ay est une fonction de classe K. Ce qui implique que

z = 0 est uniformément stable.

2. On a W3 est définie positive alors il existe une fonction de classe IC, telle que

Ws(x) = as([|2])-

V(t,2) < —as(fla]) < —as(ay ' (V(t,2)) = —a(V(t,2)).

La fonction «(.) est de classe K définie sur [0, a;(r)[ d’aprés le lemme (1.2.1). On
doit supposer que «f(.) est localement Lipschitzienne (Voit la remarque (1.2.2)). Soit

I’équation différentielle du premiére ordre :

g =—aly), ylto) =V(t,x(to)) = 0.

Il est clair que

V(t,x(t) < y(t), Vt=>to

D’aprés le lemme (1.2.6), il existe une fonction o(r, s) de classe KL définit sur [0, oy (1) [x [0, +00]

telle que

V(t, (1)) < o(V(to, 2(to)), t —to), YV (to,z(t)) € [0, (r).
Par conséquent,
lz(®)]] < o (V(t,2(1)))
< a7 (a(V(to, 2(t)), t — to))
< oy (o(az(x(to)), t — to))

= B(llz(to)ll,t = o).
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D’aprés le lemme (1.2.1), 5(.,.) est une fonction de classe L. Donc, I'inéquation
(1.2.2) est satisfaite ce qui implique que x = 0 est uniformément asymptotiquement

stable.

3. Si D =R", les fonctions ay, ay et az sont définie sur [0, +00[. Alors, « et aussi 3 sont
indépendantes de ¢. On a Wj(z) est radialement non bornée alors on peut choisir ¢
assez grande de sorte que la condition initiale dans ’ensemble {Ws(x) < c}.

Donc, (1.2.2) est satisfaite pour toute condition initiale ce qui implique que l'origine

est globalement uniformément asymptotiquement stable. [

Théoréme 1.2.2 (Théoréme de stabilité exponentielle).
L’origine x = 0 est un point d’équilibre de (1.1.1) et D un domaine de R™ contenant 0. Soit
V[0, +00[x D — R un fonction de Lyapunov contindment différentiable, telle que

killz])* < V(t, @) < k||

v av )
5 T g f(60) < kel (1.2.6)

2] <aer

Vt > tg et Vo € D, avec ki, ko, k3 et ky des constantes positives. Alors, l'origine x = 0 est
exponentiellement stable.

Si D =R", alors lorigine x = 0 est globalement exponentiellement stable.

Théorémes inverses

Théoréme 1.2.3 [/0]

Supposons que l'origine est un point d’équilibre du systéme non-linéaire (1.1.1) ou f est

contindment différentiable, U = {x € R"/||z|| <r} un voisinage de ['origine et [%] est

bornée sur U, uniformément en t. Soient les constantes k,v,7m0 > 0, telles que ry < 1 et

B(0,r) = {x € R"/||z|| < ro}. Supposons que toute trajectoire du systéme satisfait :

|z(t, to, zo)|| < kllzolle %) 20 € By, t >ty > 0.
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Alors, il eziste une fonction V : [0,400[xBy — R et des constantes ki, ko, ks et kqy > 0 qui

vérifient les inégalités suivantes :

killzl* < V(t ) < koll2|? (1.2.7)

ov. oV

o T 5 (6 w) < <kl (1.2.8)
H H < k|- (1.2.9)

De plus, si r = oo et lorigine est (GES), alors la fonction V(t,x) satisfait les inégalités

ci-dessus sur R™. Si le systéeme est autonome, V' peut étre choisie indépendante de t.

Théoréme 1.2.4 Supposons que l'origine est un point d’équilibre du systéme non linéaire
(1.1.1) ou f est continament différentiable, U = {x € R"/||z|| < r} un voisinage de ’origine
et [%] est bornée sur U, uniformément en t.

Soient [ une fonction de classe KL et ro une constante strictement positive telles que
B(ro,0) < r et By = {x € R"/||z|| <ro}. Supposons que toute trajectoire du systéme sa-

tisfait :

||$(t,t0,l’)|| < 5(”1‘0”,'[5— to), VZL‘Q c Bo,vt >ty > 0.

Alors, il existe une fonction V : [0,400[xBy — R contindment différentiable qui satisfait les

inégalités suivantes :

(o)) < V(t2) < (),
ov. oV
S+ (1, 2) < —as(llal),

2] <ot

ol a1, e, g et ay sont des fonction de classe K définies sur [0, rq].



Chapitre 2

Stabilité des systémes perturbés

2.1 Les systémes perturbés

On considére le systéme
i(t) = f(t,x(t)) + g(t, x(1)), (2.1.1)

ou f et g sont deux fonctions continues par rapport & la premiére variable et localement Lip-
schitzienne par rapport a la deuxiéme variable. On peut voir ce systéme comme perturbation

du systéme nominal

i = f(t,z). (2.1.2)

La perturbation g peut résulté des erreurs de modélisation des non-linéarités qui existent
dans n’importe quel modéle réel. Une analyse compléte de I'étude de stabilité des systemes
perturbés de la forme (2.1.1) sont faite par [14, 17].

Pour I'étude de la stabilité de ses systémes, on souhaite toujours garder la stabilité du systéme
perturbé pour une classe de perturbation. C’est a dire, on veut que la perturbation g(¢, x) qui
est supposée un terme déstabilisant n’influe pas sur la stabilité du systéme qui est assurée
par le systéme nominal. La préservation de la stabilité du systéme perturbé dépend de la
stabilité du systéme nominal et de la perturbation.

Les systémes perturbés considérés ici sont a travers lesquels la perturbation vérifie
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g(t,0)=0 Vit >0,

cela veut dire que 'origine z = 0, qui est un point d’équilibre pour le systéme nominal, reste
un point d’équilibre du systéme perturbé.

Le théoréme suivant établit la stabilité exponentielle de ’origine du systéme perturbé, si I’'on
suppose que l'origine est exponentiellement stable et la perturbation vérifie une condition de

bornitude.

Théoréme 2.1.1 [/7]
Supposons que lorigine du systéme nominale (2.1.2) est UES. Soit V (t,x) une fonction de
Lyapunov du systéme nominal vérifiant les inégalités (1.2.7),(1.2.8) et (1.2.9) sur Ry x B,.

Supposons que la perturbation g(t,z) satisfait

lg(&, z@) < All=@)]], ~ < Z—i (2.1.3)

Alors, lorigine du systéme perturbé (2.1.1) est un point d’équilibre UES. Si De plus, toutes

les conditions sont satisfaites globalement alors l'origine est GUES.

Preuve 2.1.1 Soit V(t,x) une fonction de Lyapunov du systéme nominal vérifiant les inéga-
lités (1.2.7), (1.2.8) et (1.2.9) sur R™ x B,.. Choisissons V (t,x) comme fonction de Lyapunov

du systéme perturbé et en la dérivant le long des solutions du systéme perturbé (2.1.1) on

obtient
V(o) < —csflz]” + || (8 2)| gt 2)])- (2.1.4)
En utilisant les estimations (1.2.7)-(1.2.9)-(2.1.3) on obtient
Vi n(t ) < =(es = yea) |2 (2.1.5)

On conclure que l'origine est UES si les hypothéses sont satisfaites localement, et il est GUES
si les hypotheéses sont globau.

On va énoncer un autre résultat établissant que l'origine du systéme perturbé est GUAS en
utilisant les mémes techniques. Plus précisément, on suppose que 'origine du systeme nominal

est GUAS et la perturbations vérifie

lg(t, 2)|l < ve(x) (2.1.6)
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ot @ est une fonction de classe IC, alors l'origine du systéme perturbé (2.1.1) est GUAS.OI

Théoréme 2.1.2 [17].
Supposons que l'origine du systéme nominale (2.1.2) est UES. Soit V (t,x) une fonction de

Lyapunov du systéme nominal vérifiant l'inégalité (1.2.7), sur Ry x B, et,

oV
‘/(2.1.2)<t7‘r) - %f(t,l‘) S _03@(‘%)
oV
H%H < cup(x)

ot @ est une fonction de classe K. Si la perturbation g(t,x) satisfait l’inégalité (2.1.6) avec
v < 2—2, alors lorigine du systéeme perturbé (2.1.1) est un point d’équilibre UAS. Si De plus,

toutes les conditions sont satisfaites globalement alors l'origine est GUAS.

2.2 Stabilité pratique

L’analyse de la stabilité pratique des systémes non linéaire est étudiée par plusieurs auteurs
notamment dans [2, 7, 19].

Certains systémes peuvent étre instables et pourtant ces systémes peuvent osciller suffisam-
ment prés de cet état pour que leurs performances soient acceptables. Pour faire face a ces
situations, nous avons besoin d’une notion de stabilité plus adaptée a plusieurs situations que
la stabilité de Lyapunov, un concept appelé stabilité pratique. Cette stabilité, introduite par
LaSalle et Lefschetz, concerne ’analyse quantitative par opposition a l’analyse de Lyapunov
qui est de nature qualitative. Ainsi, contrairement & la stabilité de Lyapunov, I’étude de la
stabilité pratique raméne a I’étude de la stabilité d’une boule centrée a 'origine. C’est pour-
quoi nous commencgons par donner la définition de la stabilité uniforme et de l'attractivité
uniforme d’une boule bornée B, = {x € R", ||z|| < r}.

Dans cette section, on présente la stabilité uniforme et ’attractivité uniforme d’une boule

fermée B, présentées par Corless dans [25].
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"\/'/
e D

FIGURE 2.1 — Illustration de la stabilité pratique

Définition 2.2.1 (Stabilité uniforme du B,).

i) La boule B, est dite uniformément stable, si Ve > r, 30 = d(e) > 0 tel que
[zoll < & = [[z(t, to, z0)l| <&, YVt =1 >0.

i1) La boule B, est dite globalement uniformément stable, si elle est uniformément stable

et toutes les solutions du systéme (1.1.1) sont globalement uniformément bornée.

Définition 2.2.2 (Attractivité uniforme du B,)[”)].

i) La boule B, est dite uniformément attractive, si Ve > r, 3T (c) > 0 et ¢ > 0, tels que
lx(t, to, xo)|| <&, Vt>to+T(e), Y|xol <ec.

i1) La boule B, est dite globalement uniformément attractive si¥e > 0 ete > r, 3T (e, c) >
0, tel que
|lz(t)]| <e, Vt>to+T(e,c), Y|zl <ec

L’ensemble R = {xy € R"/||x(t)||} — r quand t — 400 est appelé région d’attraction de B,.

Définition 2.2.3 (Stabilité asymptotique pratique).
i) On dit que le systéme (1.1.1) est pratiquement uniformément asymptotiquement stable
ou sitmplement pratiquement stable de région d’attraction R, s’il existe une boule B, C

R", telle que B, soit uniformément stable et uniformément attractive.



2.2 Stabilité pratique 33

i1) On dit que le systeme (1.1.1) est globalement pratiquement uniformément asymptoti-
quement stable ou simplement globalement pratiquement stable, sl est pratiquement

uniformément asymptotiquement stable de région d’attraction R™.

Définition 2.2.4 (Stabilité exponentielle).
Soit U(0) C R™ un voisinage de [’origine.
i) La boule B, est uniformément exponentiellement stable, s’il existe v > 0 et k > 0, tels

que pour tout ty € Ry et g € U(0),
|2 (t, to, zo)|| < kl|zolle %) 1 VWt > t. (2.2.1)

i1) La boule B, est globalement uniformément exponentiellement stable si et seulement si
linégalité (2.2.1) est satisfaite pour toute condition initiale xo € R™. On dit dans ce

cas que le systeme est globalement pratiquement fortement stable.

Remarque 2.2.1 L’inégalité (2.2.1) donne que les solutions de (1.1.1) sont bornées. Dans
ce cas, v est appelé taux de convergence et le nombre r est appelé borne asymptotique du
systeme (1.1.1). Sir =0, alors le systéme est uniformément exponentiellement stable.

Pour expliquer la notion de stabilité pratique, nous considérons [’équation scalaire :

sint
1+ tz?

T =—-x

(2.2.2)

avecty € Ry. Soit V(z) = %:pz la fonction de Lyapunov candidate pour [’équation différentielle

(2.2.2). La dérivée de V' le long des trajectoire est donnée par :

sint

sint
14 tx?

V(z) = —2*(1 ) < —a? +

1l s’ensuit que,

Viz) < =2V (x)+

sint

t

Remarquons que, les solutions de (2.2.2) ne peuvent pas étre données explicitement. Dans ce

cas, on ne peut pas déduire la stabilité a l'origine mais en utilisant cette fonction de Lyapunov
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sint

’ ‘ est bornée par 1, on

noue pouvons donner une estimation sur les trajectoires. Puisque !

obtient l’inégalité suivante :

1
-2t | =
Je < + 5

Vix(t)) < (V(2(0) —
Alors, pour z(0) < —1 ou z(0) > 1, on a
je(t)] < (2(0)? = 1)ze~t 4+ 1.

Ainsi, pour x(0) < —1 ou x(0) > 1, By est uniformément exponentiellement stable. Ici,
nous ne pouvons plus étudier la stabilité de ['origine comme un point d’équilibre. La derniere

inégalité implique que x(t) est ultimement bornée par une borne suffisamment petite et puisque

sint

; | tend vers 0 quand t tend vers 400 alors la borne ultime s’approche de 0 et par suite

x(t) converge vers lorigine. Ce qui implique l'attractivité de [’origine.

Définition 2.2.5 La boule B, est (GPUS), s’il existe une fonction a(.) de classe IC, telle que
@) < a(l|lzol]) + 7, Yt>1ty >0, VrgeR" (2.2.3)

ot r est une constante strictement positive.

Définition 2.2.6 [(].
La boule B, est (GPUAS), s’il existe une fonction (.,.) de classe KL, telle que

lz@I < Blwoll, t — to) +7, Yt =ty, Vo€ R" (2.2.4)

Définition 2.2.7

i) La boule B, est (UES) si et seulement si l'inégalité (2.2.4) est satisfaite avec
B(r,s) =kre” ", k>0, ~v>0. (2.2.5)

i1) La boule B, est (GUES) si et seulement si l'inégalité (2.2.5) est satisfaite pour toute

condition initiale zo € R™.
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La stabilité uniforme exponentielle pratique d’un point d’équilibre nécessite 1’existence d’une
fonction de Lyapunov qui satisfait certaines conditions. Le théoréme suivant donne des condi-

tions suffisantes pour garantir la stabilité pratique asymptotique globale.

Théoréme 2.2.1 [/]].
Considérons le systéeme (1.1.1). Supposons qu’ils existent une fonction V : R, x R" — R
de classe Ct, deux fonctions oy et o de classe Ko, une fonction as de classe K et un réel

positif r suffisamment petit, tels que les inégalités suivantes sont satisfaites pour tout t € R

etx € R" :
ar(([z])) V(L z) < as(]|z]]) (2.2.6)
aa—‘t/(t, x) + aa—‘;(t, x)f(t,x) < —as(||z|) + 7. (2.2.7)

Alors, le systeme est globalement pratiquement stable avec
B, = {x cR"/||z|| < a;toaso agl(r)} .

Preuve 2.2.1 [/]].
La démonstration comportera trois étapes.
* La premiére partie sera consacré a la bornitude globale uniforme des solutions du
systeme (1.1.1). Soit § > 0 tel que ||zo|| < & et choisissons 6 = max {6, R} avec
R =az'(r).

Tout d’abord considérons la fonction c(.) sur |0, +oo[ définie par
- omm, sssn
(o] oa)(d), sid>R.

En tenant compte de la condition (2.2.6), on a § < (5" 0 a3)(0).

1l s’ensuit que
l(to) | = llzoll <6 < (a7 0 az)(d).

Supposons qu’il existe to > to tel que ||z(ts)| > (a7 oas)(0). Puisque x(-) est continue
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sur [to, o], il existe t, > to tel que ||z(ty)|| = 6 et donc ||z(t)|| > & pour tout t € [ty L].

Il est ainsi clair d’apreés (2.2.6) et (2.2.7) que

ay([lx(t)l]) < V(2 2(t2))

to

<ay(0)+ | (—as(R)+r)dr,

ce qui entraine ||z(t3)]| < (ay' o a2)(0), d’ow une contradiction.

Enfin, on aura ||z(t)|| < ¢(8),t > to si ||xo|| < 8, puisque ||zo| < et R <.

Dans la deuxieme partie nous nous intéressons a la stabilité uniforme de la boule B,.
Prenons e > (o oay)(R). On considére (o 'oay)(d) = ¢, alors §(g) = (a5 'oay)(e) >
R > 0.

Donc, d’apres Uétape 1, on a ||xo| < 6(g) alors ||z(t)]] < (a7 oa)(0(e)) = &, Vt > 1.
Troisiéme étape : On montre que B, est globalement uniformément attractive.

Soit § > 0 tel que ||zo|| < 0, on considére € > (a7 oay)(R) et R = (a5 oay)(e) alors
R > R et donc par définition c(R) = (a;' o ay)(R) = €.

Ainsi, si 6 < R alors ||wo]| < R, il s’ensuit que, d’apres Uétape (1), ||2(t)| < ¢(R) = ¢.

Maintenant, par l'absurde, on considére que § > R et on suppose que

_ ~ az(8)—ai (R
avec t; =ty +T(¢,0) et T(¢,0) = %.

En tenant compte de (2.2.6) et (2.2.7), on obtient

ar([[z(t)]]) < V(L z(th))
= V(to, x(to)) +/ V(T,x(r))dT

to

Sa2(||x(to)||)+/1(—043(va(7)|\)+7’)d7

to

< ay(0) 4+ T(E,0)[—as(R) + 7],
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donc,

0y(8) — an(R)
as(R) 1

ar([lz(@)]) = aa(d) + [—as(R) + 7]
= o (R).
Par conséquent ||z(t,)|| < R, Vt € [to,t1], ce qui contre dit (2.2.8).
Alors, il existe ty € [to,t1] tel que ||z(t2)|| < R. Donc comme conséquence de la

bornitude uniforme des solutions dans Uétape 1, on aura ||z(t)|| < c¢(R) =¢, Vt>t,.

D’ou, on conclut que,

lz(®)]| <& ¥t >t = to + T(c,6).0

Le théoréme suivant donne des conditions pour que le systéme (1.1.1) soit globalement uni-

formément pratiquement exponentiellement stable.

Théoréme 2.2.2 (Stabilité exponentielle pratique).
On considére le systéme (1.1.1). S’il existe une fonction V' : Ry x R" — R continument
différentiable vérifiant :

Ellz))? < V(t,x) < kellz]]? (2.2.9)

V(t,x) < —ksV(t,z) +7 (2.2.10)

pour tout t > 0 et x € R™, ou kq, ko, k3 et r sont des constantes strictement positives.

Alors, le systéeme (1.1.1) est globalement pratiquement uniformément exponentiellement stable.

De plus, B, est globalement uniformément exponentiellement stable avec o = | [ 5

Preuve 2.2.2 La dérivée de V' le long des trajectoires du systéme (1.1.1) est donnée par :

V(ta) = 5+ I gt )

< —kgV(t, .%’) + .

Ce qui implique que

V(t,x) < V(to, wo)e Falt=to) L.

3

Alors,
]{ZQ (t—t ) r
onHe o+ —.0

t,t <
Ja(t tosz0) | < T
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2.3 Stabilité exponentielle pratique uniforme de certains
systémes non linéaires

L’analyse de la stabilité des systémes non linéaire variant dans le temps est étudiée par
plusieurs auteurs notamment [9, 18, 21, 29]. La stabilité exponentielle uniforme d’un point
d’équilibre peut étre établi en exigent l'existence d'une fonction de Lyapunov qui satisfait
certains conditions [2, 3, 9].

On consideére le systéme non linéaire (1.1.1). On impose des nouvelles conditions suffisantes
pour garantir la stabilité exponentielle pratique uniforme du systéme (1.1.1). Ensuite, on va
étudier le cas inverse.

Par la suite, on s’intéresse a la stabilité exponentielle pratique uniforme du systéme perturbé

(2.1.1).

2.3.1 Stabilité exponentielle pratique globale uniforme

La stabilité exponentielle pratique uniforme exige 1’existence d’une fonction de Lyapunov

qui satisfait certaines conditions.

Théoréme 2.3.1 [J].
Considérons le systeme (1.1.1). S’il existe une fonction de Lyapunov V : Ry x R" — R

contindment différentiable vérifiant

01||x|]2 <V(t,x) < CQHxH2 + e (2.3.1)
ov oV

Al < - 2 4 peot 3.
N % 0 < —eslal + pe 252

pour tout t > 0 et x € R™ 00 ¢q,co,c3, 1, p,m €t & sont des constantes strictement positives,
et st
C3
— > max{n,d}. (2.3.3)
Co
Alors le systéeme (1.1.1)est globalement uniformément exponentiellement stable.

Preuve.

La dérivée de la fonction V' le long des trajectoires du systéme (1.1.1) est donnée par :

: ov oV
V(t,z) = e + %f(t,x).
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D’aprés la condition (2.3.1) on a

V(t,x) — pe

|l >
Co

En vertu de la condition (2.3.2), pour tout ¢t > 0 et = € R™, il s’ensuit que

. — pe~m
Vit,z) < —c3 (V(t,x) e ) + pe ¥t

Co

c C
< —2V(tz)+ B et 1 peot.
C2 C2

Soit y(t) = V (¢, x)e%(tft()), pour tout ¢ >ty > 0, ce qui implique que
§(t) = (V(t,2) + V(ta))e .

Il s’ensuit que

y(t) < (@ent —i—peét) e%z(t*to).
C2

En tenant compte de la condition (2.3.3), on obtient

y(t) < y(to) —+ &e—ﬁt + Le—ﬁt e%(t*to)
B €3 — €27 C3 — C20 ’

alors,

HOs oy, P2 s

V(t,2) < V(to,zo)e =t + e V>t > 0. (2.3.4)
c3 — oM C3 — Co0

De plus, la fonction V' satisfait (2.3.1), alors, on aura les inégalités suivant :

V(to, mo) < collzol® + pe™ ™
V(t,z(t)) (2.3.5)

le(e)] < /=

Substituons (2.3.5) dans (2.3.4) et d’aprés (2.3.3), on obtient

2 777t0 c
lz()]* < (CQH‘%” e )eci’(“‘” R e e (eorae L
C1 01(03 6277) C1(63 C2 )

Et par suite,

Co — B (4—tg) u U3 PC2 —min{n,s}t
z(t)])? < =|lzolle” = +(——|— + )6 o
(6] . [l o Ve —an ol —ad)
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d’ou,

o) < ((2) bl 80004 [ 00y e )
&1

¢ c(es —ean) ez — 0

[V

La derniére inégalité montre que (2.3.1) est globalement uniformément pratiquement ex-

ponentiellement stable. Notons que lorsque ¢t tend vers oo, la trajectoire converge vers 0.[]

2.3.2 Les systémes perturbés

Dans cette partie, on va étudier la stabilité des systémes non linéaires perturbés. Notre
objectif est d’assurer la stabilité exponentielle du systéme perturbé tout en imposant a la fonc-
tion g(t,z(t)) de vérifier une condition bien déterminée. L’idée de résolution de ce probléme
revient a utiliser la fonction de Lyapunov du systéme nominal comme étant une fonction de
Lyapunov candidate pour le second.

(H1) 1l existe une fonction de Lyapunov V (¢, z) continiment différentiable, des constantes

positives ¢y, ca, c3, c4, 14, p, 0 €t 1, vérifiant

alle|? < V(te) < ol + pe™ (233.6)
ov. oV
oo vy < _ 2 — 4t 3
o+ g () < —esllal®+ pe (23.7)
ov
H—% H < e (2:38)

(Hz) 11 existe une constante positive 7 telle que

lg(t,2)l <vllzll, t>0, zeR", (2.3.9)
telle que
<2 (2.3.10)
CoCy

avec v une constante positive assez petite. Notons que les fonctions qui tendent vers zéro
quand ||z(t)]| tend vers zéro et qui sont localement Lipschitziennes en z, uniformément en

t pour tout ¢ > 0 sont situées dans ce dernier cadre (c’est a dire elles vérifient 'inégalité
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(2.3.9)). Cependant, il est souvent souhaitable d’établir des résultats plutot du type global
et ceci n’est plus possible si la contrainte (2.3.9) est locale. Une autre fagon pour surmonter
I'inconvénient de la méthode indirecte de Lyapunov et dans le but de fournir un résultat
de stabilité globale, on optera l'idée de construire une fonction de Lyapunov qui sera la
combinaison de celle candidate pour le systéme nominal et d’un terme additif ¥ (¢, x) qui sera

choisi afin de compenser l'effet de la perturbation.

Théoréme 2.3.2 Si les hypothéses (Hy) et (Ha) et si

C1C3 — CaCy7Y

> o).
> max {1}

Alors le systéme (2.1.1) est globalement uniformément pratiquement exponentiellement stable.

Preuve 2.3.1 La dérivée de V' le long des trajectoires de (2.1.1) est donnée par :

. ov. oV oV
V(t>$) - E‘I' o f(t,l‘)+ a{l?g(t’x)
ov. oV ov
< - —_— .
< S+ S f(ta) + 5 et o)

En utilisant (2.3.7) et (2.3.8), on a
V(t,2) < —cyllz)) + p e + callz |y

< —cglle 2+ p e + eyl (2.3.11)

De condition (2.3.6), on obtient

allzl* < V(t,2)etV (t,x) < coll[|* + pe™™.

Alors,
V(t.2) < —2(V(ta) = pe™) + p e + “Lv (1, 2)
Co (&1
< —§V(t,x) + Bl p et 4 @V(t, )
Co Co C1
<= (2o Y v+ Loy
Co C1 Co
Donc,

V(t,z) < —aV(tz)+ il p e,
C2
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ol o = — (w) > 0 d’apres (2.3.10).

ci1co
Enfin, on obtient

1 1

2 L '
Hx” S (f%) onue—g@—m)+_ f£_+ C3l + P e—%mmﬂnﬁ}
@ a  acla—n)  ale—9)

Donc le systeme (2.1.1) est globalement uniformément pratiquement exponentiellement stable.r

Exemple 2.3.1 On considere I’équation différentielle non linéaire :

b o _opy € |sinz|

1426 1+41¢2° -

(2.3.12)

Dans ce cas, on pose

flt,z) = =2z + 2 et g(t,2) = 'jﬁ;ﬂg' > |zl

Soit V.: Ry x R — R, (t,x) — V(t,z) = 25, il s’ensuit alors que (Hi) et (Ha) sont
satisfaites avec ¢y = co =v=1,¢c3=12, ¢, =p=p =6, =3 et u=n=0. Finalement,
on peut appliquer le Théoréme 2.3.2 pour prouver que le systéeme (2.3.12) est globalement

pratiquement uniformément exponentiellement stable.

2.4 Stabilité des systémes avec parameétre

On va introduire maintenant la notion de stabilité exponentielle pratique uniforme globale

d’une famille de systémes dépendant d’un paramétre € > 0.
Définition 2.4.1 [J] On considére un systéme qui dépend d’un paramétre € > 0
T = f(t,x), x(ty) = xo.

On dit que l'origine de ce systéme est globalement pratiquement uniformément stable si pour

tout € > 0, il existe des constantes positives K (g), A(e) et p(e), telles que
(. to, o) || < K (&) |zolle™ ) + p(e),

avec p(e) = 0 quand € — 0.
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Théoréme 2.4.1 [5] On considere le systéme perturbé de la forme
T = f(t,x) + g(t, ). (2.4.1)

ot f¢ g : Ry x R — R sont continues, localement Lipschitziennes en x. En fait ce systéme

se présente comme étant une perturbation du systeme nominal
T = f5(t,x). (2.4.2)

Supposons que le systéme (2.4.2) est globalement uniformément exponentiellement stable avec

une fonction de Lyapunov associée V (t,x),V : Ry x R — R qui satisfait

Mzl < VAt z) < Xollaff?,
ove ove

3 < _ (3
o+ () S —2A V(L)
ove
< .
I T < As(e)ll

Ou A (€), Aa(€), As(e) et A(e) sont des constant positives avec

)\3(6)

Ae) — ooetm

— 0, quande — 0.

On suppose aussi que g(.,.) est globalement uniformément bornée et qu’il existe une constante
positive 0,telle que

lg(t,z)|| <6, V(t,x) € Ry xR"

Alors, le systéme (2.4.1) est globalement uniformément pratiquement exponentiellement stable

Preuve

. La dérivée de V' le long des trajectoires du systéme (2.4.1) est donnée par :

Ve(t,x) = 8;; + 88‘; fe(t,x) + g—‘x/g(t,:c)

—2X(e)VE(t, x) + A3(e)0]| ||

)\3(86)
Vi

IN

< =2M\e)VE(t,z) + Ve(t, x)
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Soit v(t) = /V=(t, z(t)).

Donc
B(t) < —A(2)o(t) + 230
2 )\1 (E)
Ce qui implique que,
)\3(6)5

o(t) < w(to, 2(to))e )

2/ M (Ae)

Il en résulte alors que

|z (¢, to, zo)|| < ;j—gnxﬁo)”e)\(s)(tto)jL%.D

Théoréme 2.4.2 [3] On considére le systéme perturbé suivent
b= f(t,0) + o (1, 2) (2.43)

ot f,g° : Ry x R™ — R"™ sont continues et localement Lipschitziennes en x. Supposons que
le systeme nominal (1.1.1) est globalement uniformément exponentiellement stable avec une
fonction de Lyapunov
V(t,x),V:Ry x R*" = R qui satisfait

Mllz]* < V(t z) < Xo|z|?

v oV

_— + — < =2 .
5 + o ft,x) < =2V (t,z)

Ou A, Ay et A sont des constant positives. On suppose aussi que la fonction V' vérifie

ov

152 (8,2l < 7(e)

avec r(e) — 0 quand € — 0. Alors le systeme (2.4.3) est globalement uniformément pratique-

ment exponentiellement stable.
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Preuve.

La dérivée de V' le long des trajectoires du systéeme (2.4.3) est donnée par :

. ov oV ov
Vit,z) = n + %f(t r) + 929 (t, )

< =20\V(t, ) +r(e).

Donc,
V(t7 ZL’(t)) < V(tm x(t0)>@_2)‘(t—t0) + %
< lfalty) e 1 T

Ce qui implique que

c
Y

fe(ta) e~ o/ L

t,1 < .
Ja(t. to, )| < hy

2.5 Stabilité a aide des fonctions de Lyapunov indéfinies

Lemme 2.5.1 [77].
La fonction scalaire p(t) € PC(J,R) est

1) Asymptotiquement stable si et seulement si

t

lim [ p(s)ds = —o0. (2.5.1)

t—o00 to

2) Exponentiellement stable si et seulement s’il existe 5(ty) > 0 et a > 0 tel que

/tu(s)ds < —a(t —to) + B(to), YVt >ty € J. (2.5.2)

3) Uniformément exponentielle stable si et seulement si (2.5.2) est satisfait ou [ est

mdépendant de tg.

Théoréme 2.5.1 [7/].
Supposons qu’il existe une fonction de classe C* 'V : J x R® — J, deux fonctions de N'K
CV'L'?Z. = 17 27

et une fonction scalaire p(t) € PC(J,R) telle que, pour tout t € J et x € R,

ai(t, |z]) < V(t,z) < as(t,|z|), (2.5.3)
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V(t,z) < ut)V(t,x). (2.5.4)
Alors le systéeme non linéaire (1.1.1) est :

1. Globalement asymptotiquement stable si u(t) est asymptotiquement stable.

2. Globalement uniformément asymptotiquement stable si p(t) est uniformément expo-

nentiellement stable et o; sont indépendants de t.

3. Globalement exponentiellement stable si pu(t) est exponentiellement stable et qu’il existe
m >0
et ki(.) € N tel que a;(t,s) = k;(t)s™.

4. Globalement uniformément exponentiellement stable si u(t) est uniformément expo-

nentiellement stable et il existe m > 0 et k; > 0 tel que o;(t,s) = k;s™.

Preuve.

Notons que (2.5.4) implique

d
% In V(t, x) =

d’ou il résulte que

(2.5.5)
< V(to, z(to)) o (t, to)

< aa(to, [x(to)]) (2, to)-
Preuve du point 1 : Puisque tlim o(t,to) =0, il existe un 7" = T'(ty) tel que ¢(t, ty) < 1,Vio+
— 00

ty) = max s, t > 1.
o) = max - {6(s.t0)} >

Ensuite, nous avons de (2.5.5) que

Oél(t(), |.T(t)|> S Oég(to, |l’(t0)|)’y(t0>, vto S t. (256)

Ci-aprés, pour une fonction o € NK, on utilise a~!(¢,s) désigne la fonction inverse de

a(t, s) par rapport a la seconde variable a savoir a~!(¢, a(t, s)) = s. Maintenant nous avons
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mis en place
d(to) = az ' (to, (1/7(to)) i (to, €))
ou de maniére équivalente, as(to, d(to))v(to) = aa(to,€). Il s’ensuit alors de (2.5.6) que, pour

tout |z(to)| < d(to),
i (to, [z(t)]) < aalto, 6(to))y(to)

- al(t07 6)7 Vto <t,
ce qui est juste |z(t)| < e, Vty < t, d’autre part, de (2.5.1) et (2.5.5) on a tlim |z(t)| = 0. Cela
—00

preuve que le systéme est globalement asymptotiquement stable.
Preuve du point 2 : d’aprés du point 3 du lemme (2.3.1) et de (2.5.5) on a, pour tout ty < t,
j2(t)] < ay " (aa(lz(to) )6 (t, 1))

< ap ! (ag(l(to)]) exp(B) exp(—alt, to))) € KL,

ce qui montre que le systéme est globalement uniformément asymptotiquement stable.

Preuve du point 3 : En notant que a; *(¢,s) = sl/mki_l/m(t) et (2.5.2), on obtient de (2.5.5)

ka(to) Hm B(to)/m —(a/m)(t—to)
1< (T ) <O ltole , (25.7)
1\t0

ce qui indique que le systeme est globalement exponentiellement stable.

Preuve du point 4 : Ceci découle de (2.5.7) depuis, k;(to) et 5(to) sont indépendants de ¢y.0]

Théoréme 2.5.2 [7/]
Supposons qu’il existe une fonction de classe C1 'V : J x R* — J, deux fonctions de N' Ko
a;,i = 1,2, une fonction asymptotiquement stable u(t) € C(J,R), une fonction scalaire

7(t) € PC(J, J) telle que, pour tout (t,x) € J x R", (2.5.3) et l'inégalité suivante
V(t,z) < pt)V(t,z) + n(t), (2.5.8)

sont satisfaits. Notons que k(t,to) : J x J — R, comme

t
Kt o) = / 6(t, 5)(s)ds. (2.5.9)
to
Alors le systeme (1.1.1) est globalement asymptotiquement stable si k(t,to) est borné pour
tout to <t et

t
lim k(1) = lim /t 6(t, s)w(s)ds =0, Wiy € J. (2.5.10)

La preuve de ce théoréme est dans [34].



Conclusion générale

Bien entendu, ce mémoire présentant un domaine peu étudié, débouche sur de nombreuses
pistes de recherches. Le probléme le plus excitant, du moins théoriquement, est de trouver
une condition nécessaire et suffisante concernant la stabilité.

D’une maniére générale, les travaux ont constitué des avancées majeures pour l'analyse de la
stabilité des systémes non-linéaires, et ont donné lieu a des retombées théoriques et applica-

tives dans des domaines aussi variés que la commande sous contraintes de communication.

Ce travail ouvre la voie & d’autres développements qui restent ouverts notamment en ce qui
concerne la recherche de nouvelles fonctions et la instruction de la fonction de Lyapunov
qui permettent de réduire le conservatisme des approches actuellement disponibles dans la

littérature.
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2.6 Annexe

Lemme 2.6.1 (Lemme de Barbaldt)[”7, 71].

Soit ¢ : R — Rune fonction uniformément continue, c¢’est a dire,
Ve > 0,3(e) > 0/Va,y € R, |x —y| < d(e) = |o(z) — o(y)| < e.
On suppose que tlimo fot o(T)dt existe et fini. Alors, ¢ — 0 quand t — +o0.
—

Théoréme 2.6.1 On considére le systeme dynamique variant dans le temps (1.1.1) ou f(t,x)
est uniformément bornée pour t > 0, c’est a dire, il existe une fonction continue M : D —

R, telle que
1t 2)] < M(x).
Soit V' : [0,00[x D — D une fonction de Lyapunov contindment différentiable, telle que

Wi(x) < V(t,z) < Wy(z)

ov oV

— 4+ —f(t,z) < —-W(x

L+ S w) < —W ()
pour tout t > 0 et x € D avec Wy et Wy sont continues et définie positives et W(x) est
une fonction continue semi définie positive sur D. On choisit r > 0, tel que B, C D et soit

p < minjg =, Wi(x). Alors, toutes les solution du systeme (1.1.1) avec
z(to) € {x € B,/Wa(x) < p},
sont bornée et satisfait
W(x(t)) — 0 quand t — +00.
De plus , si D =R" et Wi(x) est propre, alors cette statue est vraie pour tout x(ty) € R™.

Lemme 2.6.2 Si w(xz(t)) — 0 quand t — +o00, alors l'ensemble W limite (o, xo) est

nclus dans

E={xeD/W(z) =0}

Lemme 2.6.3 (Lemme de Gronwall)[’)].
Soient X : a,b] — R, est continue et u : [a,b] — Ry est continue et non négative. Si une

fonction continue y : [a,b] — R, satisfaite
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o) <0 + | ' u(s)y(s)ds

pour a <t <b, alors, sur le méme intervalle

o0 <20+ [ Aot exp | [ uiryar] as

en particulier, si A(t) = X est une constante, donc

o0 < re tu(T)dT]

si, de plus, p(t) = p > 0 est une constante, alors
y(t) < Nexplu(t — a)].
Preuve : Soit

et

alors, z est différentiable et

2= p(t)y(t) = p(t)z(t) + p()AE) — pt)o(t).

C’est 'équation d’état linéaire scalaire avec la fonction de transition d’état

oit.s) = e | [ t ur)ir|

depuis z(a) =0, on a

2(t) = / o(t, $)[(s)A\(s) — p(s)o(s))ds
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est non négative. donc,

t t
< [ ow | [ utryir| wonias
depuis y(t) < A(t) + z(t), ceci achéve la preuve dans le cas général. Dans le cas particulier

ou A(t) = A, on a

/ ' u(s) exp [ / t Mmm} as—— | o {exp [ / t ,Lmdf} } ds

ce qui prouve le lemme quand X\ est une constante. La preuve quand les deux A et pu sont des

constantes constantes suivies par intégration.l]

Lemme 2.6.4 (Lemme de Gronwall classique).

Soit x une courbe dérivable dans E définie sur I solution de [’équation différentielle
T = f(t,x).

On suppose que

| f(t )| <allz| +b.

Alors pour tout t de I

b
st a O’ x(t < |zt ealt_to‘ + = ea‘t—to‘ -1
£0, el < llotto) b > o

st a=0, [z(t)] < [lz(o)ll + blt — tol.
Fonctions UAS et lemmes de comparaison

Pour construire nos résultats, nous avons besoin du concept suivant de fonctions uniformé-
ment stables qui sont introduites dans [33, 34, 35].

Considérons le systéme scalaire linéaire

gt) = p(t)y(t), t € J (2.6.2)
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oupeC(L,R) yit): J—-R

la matrice de transition d’état pour (2.6.2) est donnée par

O(t, s) = exp ( / t u(&)d&) . (2.6.3)

Définition 2.6.1 La fonction u(t) € C(J,R) est dite
1/ asymptotiquement stable si le systéme scalaire (2.6.2) est asymptotiquement stable.
2/ exponentiellement stable si le systéeme scalaire (2.6.2) est exponentiellement stable,

c’est-a-dire qu’il existe des constantes k(ty) > 0 et a > 0 tel que
ly(t)] < k(to)|y(to)|e ) Wt >ty e J. (2.6.4)

3/ Uniformément exponentiellement stable (ou uniformément asymptotiquement stable)
si le systeme LTV scalaire (2.6.2) est uniformément exponentiellement stable, c’est-

a-dire que la constante k(ty) in (2.6.4) est indépendante de t.

Dans la définition ci-dessus, nous avons remarqué que, pour un systéme linéaire, stabilité
uniformément asymptotique et stabilité exponentielle uniformément sont équivalent (voir
par exemple [20]). Notons la matrice de transition (2.6.3), on peut obtenir immédiatement le

lemme suivant.

Bien str, si u(t) € PC(J,R) est une fonction périodique de période T', alors il est facile de
voir que les trois différents concepts de stabilité dans Définition (2.6.1) sont équivalents, et
de plus ils sont équivalents a l’existence de ¢ > 0 tel que

/H p(s)ds < —c. (2.6.5)

to



Bibliographie

[1] BenAbdallah, A., Dlala, M., & Hammami, M. A. (2007). A new Lyapunov function for
stability of time-varying nonlinear perturbed systems. Systems & control letters, 56(3),

179-187.
[2] Benabdallah, A., Ellouze, 1., & Hammami, M. A. (2009). Practical stability of nonlinear

time-varying cascade systems. Journal of Dynamical and Control Systems, 15, 45-62.

[3] Benabdallah, A., Ellouze, 1., & Hammami, M. A. (2011). Practical exponential stability
of perturbed triangular systems and a separation principle. Asian journal of control, 13(3),

445-448.

[4] Benabdallah, A., & Hammami, M. A. (2001). On the output feedback stability for non-

linear uncertain control systems. International Journal of control, 74(6), 547-551.

[5] Bihari, I. (1956). A generalization of a lemma of Bellman and its application to uniqueness

problems of differential equations. Acta Mathematica Hungarica, 7(1), 81-94.

[6] Chaillet, A., & Loria, A. (2006). Necessary and sufficient conditions for uniform semiglobal
practical asymptotic stability : Application to cascaded systems. Automatica, 42(11), 1899-
1906.

[7] Chaillet, A., & Lorfa, A. (2006). Uniform global practical asymptotic stability for time-

varying cascaded systems. European journal of control, 12(6), 595-605.

[8] Constantin, A. (1997). On a stability theorem of liapunov. Archiv der Mathematik, 68(4).



[9] Corless, M., & Glielmo, L. (1998). New converse Lyapunov theorems and related results

on exponential stability. Mathematics of Control, Signals and Systems, 11(1), 79-100.

[10] Corless, M., & Leitmann, G. (1993). Bounded controllers for robust exponential conver-

gence. Journal of Optimization Theory and Applications, 76(1), 1-12.

[11] Corless, M., & Leitmann, G. (1981). Continuous state feedback guaranteeing uniform
ultimate boundedness for uncertain dynamic systems, IEEE Transactions on Automatic

Control, Vol. 26, no. 5, pp. 1139-1143.

[12] Ellouze, I. (2010). Etude de la stabilité et de la stabilisation des systémes a retard et
des systémes impulsifs (Doctoral dissertation, Université Paul Verlaine-Metz; Université

de Sfax).

[13] Ghanmi, B., Hadj Taieb, N., & Hammami, M. A. (2013). Growth conditions for ex-
ponential stability of time-varying perturbed systems. International Journal of Control,

86(6), 1086-1097.
[14] Hahn, W. (1967). Stability of Motion Springer. New York, USA.

[15] Hammami, M. A. (2001). On the stability of nonlinear control systems with uncertainty.

Journal of Dynamical and Control Systems, 7, 171-179.
[16] Khalil. H.K, (2002). Nonlinear Systems. Macmillan, New York, 3ed edition.

[17] Khalil, H. K., and Grizzle, J. W. (2002). Nonlinear systems (Vol. 3). Upper Saddle River,
NJ : Prentice hall.

[18] Lakshmikantham, V., & Leela, S. (1976). On perturbing Lyapunov functions. Mathema-
tical systems theory, 10(1), 85-90.

[19] Lakshmikantham, V., Leela, S., & Martynyuk, A. A. (1990). Practical stability of non-

linear systems. World Scientific.

[20] Lur, A. I. (1957). Some Non-linear Problems in the Theory of Automatic Control :
Nekotorye Nelineinye Zadachi Teorii Avtomaticheskogo Regulirovaniya (Gos. Isdat. Tekh.
Teor. Lit., 1951, USSR) A Translation from the Russian. HM Stationery Office.



[21] Leela, S., & Lakshmikantham, V. (1974). On Perturbing Lyapunov Functions. University

of Texas at Arlington.
[22] Moulay, E. (2007). Stabilité des équations différentielles ordinaires.

[23] Panteley, E., & Loria, A. (2001). Growth rate conditions for uniform asymptotic stability

of cascaded time-varying systems. Automatica, 37(3), 453-460.

[24] Panteley, E., & Loria, A. (1998). On global uniform asymptotic stability of nonlinear

time-varying systems in cascade. Systems & Control Letters, 33(2), 131-138.

[25] Praly, L., & Wang, Y. (1996). Stabilization in spite of matched unmodeled dynamics
and an equivalent definition of input-to-state stability. Mathematics of Control, Signals

and Systems, 9, 1-33.
[26] Rugh. W. J.(1996). Linear System Theory, Second Edition, Prentice Hall, Upper Saddle

River, New Jersey.

[27] Slotine, J. J. E., & Li, W. (1991). Applied nonlinear control (Vol. 199, No. 1, p. 705).
Englewood Cliffs, NJ : Prentice hall.

[28] Soldatos, A. G, & Corless, M. (1991). Stabilizing uncertain systems with bounded
control. Dynamics and Control, 1(3), 227-238.

[29] Stutson, D., & Vatsala, A. S. (1996). Generalized practical stability results by perturbing

Lyapunov functions. Journal of Applied Mathematics and Stochastic Analysis, 9(1), 69-75.

[30] Vidyasagar, M. (2002). Nonlinear systems analysis. Society for Industrial and Applied

Mathematics.

[31] Wu, Z., Xia, Y., & Xie, X. (2011). Stochastic Barbalat’s lemma and its applications.
IEEE Transactions on Automatic Control, 57(6), 1537-1543.

[32] Yoshizawa, T. (1966). Stability theory by Liapunov’s second method (Vol. 9). Mathe-

matical Society of Japan.

[33] Zhou, B. (2016). On asymptotic stability of linear time-varying systems. Automatica,
68, 266-276.



[34] Zhou, B. (2017). Stability analysis of non-linear time-varying systems by Lyapunov func-
tions with indefinite derivatives. IET Control Theory & Applications, 11(9), 1434-1442.

[35] Zhou, B., & Egorov, A. V. (2016). Razumikhin and Krasovskii stability theorems for

time-varying time-delay systems. Automatica, 71, 281-291.



	Introduction
	Rappels et Généralités
	Notations fondamentales de la stabilité
	Théorie de Lyapunov
	Fonction de comparaison


	Stabilité des systèmes perturbés
	Les systèmes perturbés
	Stabilité pratique
	Stabilité exponentielle pratique uniforme de certains systèmes non linéaires
	Stabilité exponentielle pratique globale uniforme
	Les systèmes perturbés

	Stabilité des systèmes avec paramètre
	Stabilité à l'aide des fonctions de Lyapunov indéfinies
	Annexe

	Bibliographie

