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Introduction

Les équations intégro-différentielles ont été étudiés pour la premiére fois par Vito-Volterra.
Ces équations jouent un réle trés important dans plusieurs domaines tels que : les Mathéma-
tiques, la mécanique, la physique, la biologie,...etc
L’équation fonctionnelle que nous appelons équation intégro-différentielle est sous la forme sui-
vante :

P (x) = F(a,(x), ¢/ (x), . oD (@) + A/ K(z,0(t), ' (2), ey "D (1)) dt.
Avec : .

Q) : ensemble mesurable.

v : la fonction inconnue.

K : le noyau.

A : paramétre numérique.

n :I'ordre de I’équation (n € IN).

L’objectif de ce mémoire est de présenter la méthode de décomposition d’Adomian et la mé-
thode de transformation de I’analyse d’Homotopie de résolution numérique des équations intégro-
différentielles non linéaires de Volterra-Fredholm.

Ce mémoire se compose de trois chapitres :

e Le premier chapitre est un rappel sur les équations intégrales, les équations intégro-différentielles

non linéaires et quelques définitions et théorémes du point fixe.

e Dans le deuxiéme chapitre, on présente la méthode de décomposition d’Adomian et la mé-
thode de transformation de ’analyse d’Homotopie, on étudie I’existence et I'unicité des
solutions continues pour les équations intégro-différentielles.

e Dans le troisiéme chapitre, on essaye de trouver la solution numérique de ’équation intégro-
différentielle non linéaire de Volterra-Fredholm avec I’étude de la convergence par les mé-
thodes choisies en estimant ’erreur qui résulte de la comparaison de la solution approchée
et la solution exacte et enfin une conclusion.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Quelques espaces fonctionnels

Définition 1.1. (Espace vectoriel normé [18])

Soit E un espace vectoriel sur le corps IK(IR ou €), on appelle norme sur I'espace E toute
application notée ||.|| définie sur E a valeurs dans IR, vérifiant les axiomes suivants :

1. |z =0 2=0, Vx € E. (Séparation)

2. [[Az|| = |M||z||, Yz € E, YA € IK. (Homogénéité)

3. [lz+yll < |lz|| + lyl|, Vz,y € E. (Inégalité triangulaire)

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.
Définition 1.2. (Espace métrique complet [18])

On dit que F est un espace métrique complet si toute suite de Cauchy de E converge dans
E.

Définition 1.3. (Espace de Banach [18])

Tout espace vectoriel normé complet est un espace de Banach.
Exemple 1.1.

(C([a,b],IR), ||.||cc) est un espace de Banach.
Définition 1.4. (Produit scalaire)

Soit E un espace vectoriel sur IR, un produit scalaire sur IR est application de £ x E dans
IR, notée (.,.) posséde les propriétés suivantes :
V x,y,2z€ Eet a,08€IR,

1) <Oél‘+ﬁy,2> = Oé<l‘,Z> +B<yaz>

i) (@,y) = (y,2).

iii) (x,z) > 0.

iv) (z,2) =0= 2 =0.
Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace euclidien ou un est préhi-
bertien.

Remarque 1.

Un produit scalaire sur E définit une norme sur F par la formule suivante :

zlle = v/ (2, ).



Définition 1.5. (Espace de Hilbert)

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire et qui est complet
pour la norme associée a ce produit scalaire.

Définition 1.6. (Espace Cla,b] [18])
C’est 'espace des fonctions continues sur [a, b], de norme

= t)|.
e = mace ()

Exemple 1.2.

Soit C([a,b],IR) , 'espace des fonctions continues sur [a,b] & valeurs réelles .
Pour tout f € C([a,b],IR), on pose

b
Hf||1=/ [f(@)|dz et || flloc = sup [f(2)].

z€[a,b]
Les applications ||.||1 et ||.||cc sont des normes sur C([a, ], IR).
Définition 1.7. (Espace CX[a, b] [18])
C’est I'espace des fonctions k fois continument dérivables sur [a, b], de norme
k

- @) (¢
[|z]] izotgl[aaf;]\x (1)l

telle que (0 () = x(t).
Théoréme 1.1. (Théoréme d’Ascoli-Arzéla)

Soit A C C(E, F) est relativement compact si est seulement si :

1. A est équicontinue c’est-a-dire
Ve > 0,30 >0,Vf € A, Vi, ta € [a,b] telque |t — ta] <0 = |f(t1) — f(t2)| < e

2. A est uniformément bornée.

1.2 Quelques théorémes du point fixe

Théoréme 1.2. ( Principe de contraction de Banach)

Soit (F,d) un espace métrique complet non vide et 7': E — E une application contractante,
c’est-a-dire
3k €]0,1] telque Va,y € E, d(T(x),T(y)) < kd(z,y).

Alors T' admet un point fixe unique zg = T'(z¢) € E.
Théoréme 1.3. (Théoréme du point fixe de Krasnoselski [6])

Soit K un sous ensemble non vide convexe fermé d’un espace de Banach (X ||.||). Supposons
que A et B sont deux applications de K dans X telles que
i) A est continue et compact.
i) Ar+Bye K, Vz,ye K.

iii) B est une contraction.



Alors 9y € K telque Ay + By = v.
Remarque 2.

a) Si A =0, le théoréme se résume au théoréme de Banach.

b) Si B =0, le théoréme n’est autre que le théoréme de Schauder.
Démonstration 1.1.
D’aprées la condition iii), on a :

I(I = B)z— (I - Byl = |l(x—y)—(Bz— By

IN

|z —yll + | Bz — Byl|
(1.1)

< Az =yl +allz -yl
< (I+a)fz -yl
D’autre part :
(I =B)x—(I =Byl = |(z-y)—(Bz— By
> |z —yll - [[Bz — Byl
(1.2)
> |z —yll = allz -yl
> (1 =a)llz =yl
En résume,
(I=a)z =yl <[ = B)z — (I - B)y|| < (1+a)lz -yl (1.3)

Cette inégalité montre que (I — B) : K — (I — B)K est continue.
Montrons que (I — B)~! existe et continue
On a:

(I = B)z — (I = B)y|| # 0= (I = B)z # (I - B)y.

On conclut que (I — B) est injective et comme (I — B) : K — (I — B)K, alors Yy € (I — B)K,
3z € K telque (I — B)x =y d’ott (I — B) est surjective et donc (I — B)~! existe.
Il reste & montrer (I — B)~!: (I — B)K — K est continue.
Comme (I — B)~! existe donc

(I = B)(z) —(I=B)y)l = (1-a)fz-yl )
1.4
< lo" =yl > (A—a)|(I-B)" ' —(I-B)" 'y

Donc 1
I(I-B) "' —(I-B)'Y| < EHIE’ —y'| avec (1 —a) #0.

D’out (I — B)~! est lipschitzienne donc continue.

Posons U = (I — B)"'A. 1l est clair que U est une application compacte puisque U est une
composition d’une application continue avec une application compacte donc d’aprés le théoréme
de Schauder U admet un point fixe c’est-a-dire

Jz € K telque (I — B) ‘Az =u.

Ceci équivalent & dire Az + Bx = .



1.3 Généralités sur les équations intégrales et les équations intégro-
différentielles

Définition 1.1. [18/

On appelle équation intégrale non linéaire une équation fonctionnelle ou la fonction inconnue
figure sous le signe d’intégration. C’est en générale ’équation par rapport & I'inconnue ¢ de la
forme :

o(x) = f(z) + )\/QK(x,t,gp(t))dt. (1.5)

ou

o(z) = f(z) + A /Q K (. ) F((8)) . (1.6)

Avec 2 un espace mesuré, f une fonction mesurable donnée sur 2.

A @ un scalaire donné qui peut étre réel ou complexe (un paramétre numérique).

K : une fonction mesurable sur E? appelée noyau de I’équation intégrale.

F' : une fonction non linéaire avec toutes ces données, notre probléme et de chercher la fonction ¢
qui satisfait I’équation ou f, F' et K sont des fonctions connues et ¢ la fonction inconnue.

Remarque 3.

Si on prend

K(z,t,0(1)) = k(z, t)p(t) ot F(p(t)) = »(1),
les équations ((1.5)) et (1.6 deviennent linéaires.

1.3.1 Classification des équations intégrales non linéaires

Une équation intégrale non linéaire de Fredholm de premier espéce est de la forme :

b
f(z)+ )\/ K(x,t,¢(t))dt = 0.

Une équation intégrale non linéaire de Fredholm de second espéce est de la forme :

b
p(a) = f@) + A [ Kt (o).

Une équation intégrale non linéaire de Volterra de premier espéce est de la forme :

f(z)+ )\/aC K(x,t,¢(t))dt = 0.

Une équation intégrale non linéaire de Volterra de second espéce est de la forme :

o(x) = f(z)+ )\/x K(z,t,p(t))dt.

Exemple 1.3.

En illustrant par les exemples
1

1. cos(2z) +t+0, 01/ e " cosh (p(t))dt = 0.
-1

1
2. p(z) =2+ 3 /0 (x —t)sin(p(t))dt.



1

X
3. 1—e3w+/ r——o—dt = 0.
o Ll+¢*(t)

4. o(z) = 23 + 62 + 4/I(m — 2t)?(t)dt.
0

respectivement.

Remarque 4.

1.
2.

Si f(xz) = 0, alors 'équation est dite homogeéne.

Si f(x) # 0, alors I’équation est dite non homogéne.

Définition 1.2.

Les équations intégro-différentielles apparaissent dans de nombreuses applications scientifiques,
surtout lorsque nous convertissons des problémes & valeurs initiales ou des problémes a valeurs
au bord en équations intégrales. Les équations intégro-différentielles contiennent & la fois des
opérateurs intégraux et différentiels. Les dérivées des fonctions inconnues peuvent apparaitre
dans n’importe quel ordre.

g(x)
o (@) = f(z) + A / K (2, ) F(i(8)) dt. (L.7)
h(x)

Ou h(x), g(z), f(x), X et le noyau K(x,t) sont donnés.
Les équations intégro-différentielles seront classées en types distincts selon les bornes de 'inté-
gration et le noyau K (z,t). [21]

1.3.2 Classification des équations intégro-différentielles non linéaires

a)

Equations intégro-différentielles de Fredholm
L’équation intégro-différentielle de Fredholm apparait sous la forme :

b
oM (z) = fz) + A / K (z,t)F(o(t))dt. (1.8)

ot ™ indique la n-éme dérivée de ().

Exemple 1.4.

1
Pz)=1- 31z +/0 x> (t)dt.

Equations intégro-différentielles de Volterra

Les équations intégro-différentielles de Volterra apparaissent lorsque nous convertissons
les problémes & valeurs initiales en équations intégrales. L’équation intégro-différentielle
de Volterra contient la fonction inconnue ¢(z) et I'une de ses dérivées ™ (z),n > 1 a
Iintérieur et a l'extérieur du signe intégral. L’équation intégro-différentielle de Volterra
apparait sous la forme suivante :

@) = @)+ [ K0P, (1.9)
0

ot o™ (z) indique la n-éme dérivée de @(z).

Exemple 1.5.

O (x) + p(x) = sin (z) — cos (x) + /093 19 dt.

10



¢) Equations intégro-différentielles de Volterra-Fredholm
On appelle équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra-Fredholm une équation
de la forme :

o™ () +/\/ K(z,t)F dt+/\/Kth(<p(t))dt.
ot (™ indique la n-éme dérivée de o(z).
Exemple 1.6.
T 1
1. /() :2x3+x+2/ (z — D)o ()dt+2/ (z — P ()dt.
0 0

T 1
2. ¢"(x) + p(z) = sin (z) — cos (z) + / te? O dt + / te?Mdt.
0 0

3. ¢"(x) +p(xr) =z —sin(x) — /Ox atsinh (p(t))dt + /2 xtsinh (o(t))dt.

0

11



Chapitre 2

Résolution des équations
intégro-différentielles

2.1 Meéthode de transformation différentielle(polynéme d’Ado-
mian)

Le traitement des équations intégro-différentielles non linéaires par la méthode de transformée
différentielle, elle consiste & remplacer le terme non linéaire par les polynémes d’Adomian pour
I’indice k, et les autres termes de ’équation donnée par la relation récurrente pour les composantes
de transformée différentielle pour le méme but. |5, [17]

2.1.1 Polynéme d’Adomian

On utilise les polynémes d’Adomian pour trouver y(z), solution d’une équation non linéaire
notée g(y) [, @], telle que

n=0 n=0

g : opérateur non linéaire
Ay, (n > 0) : polynémes d’Adomian donnés par la formule :

1] dn i
A() = g(y()),An - E !d)\ng<zz;A yi)])\—O‘

Les six premier polynémes d’Adomian [4, 20] :

Ao = g(wo).

A _ 1|4 f:)\i. = 419" (o)

1 =1 d)\g Yi = Y19 "\Yo)-
i=0 A=0

As =329 (yo) + 2929 (o).
Az =y39 (o) + y1v29P (o) + Hy39® (o).
Ar =19 (o) + (y1ys + 293)9P (o) + 793929 (o) + Hyi9™ (wo)-

As = y59V (o) + (y2ys + y19a)9P (o) + & (W2ys + 119293 (o) + % yiy29 (wo) + 2379 (o).

12



Alors on a la relation réccurente suivante :

n

Ao = g(yo), An =D _ ChgW(yo),n > 1
k=1

les coefficients C¥ [7l 8] définie par
Ck =y, k<1

1 n—k . B
Cn =~ DG+ DymCri oy 2<k<n)
=0

2.1.2 Application de la méthode d’Adomian

Soit le probléme du deuxiéme ordre |12} [I5] suivant

{ Ly =g+ f(2), (a<z<D)
y(a) =a, y(b)=p
telle que

d2

dz?’

f(z) : fonction continue.
g(y) :fonction analytique non linéaire.

x to
L_l. = / / Odtldtg,

on applique L~! sur les deux membres de I’équation ({2.1)), on obtient

y(x) —y(a) = y'(a)(z — a) = L(g(y)) + L~ (f()).

Soit (x = b), on obtient

tel que

b b
[LlO]m:b:/ / o dt1dts.

Substituons I'équation (2.3)) dans I’équation (2.2)), on a

y(bl)):z(a)(:n —a)— %[L_lg]x:b + L7+ L_lg(y) -

Tr—a

b—a

y(x) = y(a) +

n=0 n=0

_ yo) —yl@),  \ T—a -1
w  =yla)+ = (w—a) = —— (L7 flp + LTS
Ynt+1 = L_lAn - Z[L_lAn]x:ba n >0
x_

13
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2.1.3 La convergence de la méthode d’Adomian
Soit l'opérateur non linéaire g d’un espace de Hilbert H dans lui méme, pour toute série

Z y; convergente on définit g(y) par
i=0

n

9(y) = Z Ai(y1, Y2, Yi)-

=0

La méthode devient a déterminer la suite (S, = y1 + y2 + ... + y») & l'aide du schéma itératif
suivant :

Sn+1 = 9o + Sn), So =0

Alors il y a donc I’équivalence de la méthode d’Adomian et la relation qui correspond a la
résolution de 'équation S = g(yp + S) qui conduit au probléme du point fixe.

e Si g est contractante (||g|| < 1) alors la suite (Sy,)n>0 converge a I'unique solution de I’équation
g(yo+S5) =S, on a en plus y, = (Sp — Sn—1)—n—000 B, 1T} 14].

Exemple 2.1. [7])

On considére le probléme suivant :

{ y'(z) =e’, (0<z<l)
y(0) =1, y(1)=0,

la solution exacte est

k(2z — 1)

y*(z) =2In (k sec

telle que k satisfait ksec% =2.
On a

—a
b—a

y(@) =y(a) + YO YD oy T Ly L)

b—a b—a (L7 9(y)]a=b-

De méme, on a

f(x) =0, g(y) =€, (b=1,a=0)

1)
lg = / / o dtidts.

Les plynémes d’Adomian de la fonction g(y) = e¥ sont :

telle que

Ao = g(yo) = e™.
A = e¥oy.

y?
Ay =¥ (yo + ?1)

2
A3 = €y°(%1 + 1192 + y3).

1
Ay = ey“(gél1 + 2y1yz + ‘% + y1ys + v4), -
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On a
yo =0,

Yn = L_lAn_l — x[L_lAn_l]le,n =1,2,...

ol on obtient )

_ ZU—'_QT
y1 = 9 9
_z o
Y2 T o1 12 T
X 1'3 x4 X 1'5 IEG
Yy = b p Ty

160 ' 144 96 24 60 @ 180"

La solution approchée est

T .%'2 x x 1'3 1‘4 x .733 .%'4 X 1‘5 (IZG

g ==+ 5t ot 12 t2s 60T 14 Tos T2 60T 10

2.1.4 Reésolution approchée des équations intégro-différentielles non linéaire
par la transformation différentielle d’Adomian

La transformation de la k-iéme dérivée d’une fonction d’une seule variable est

k
V) = [ @] (2.5)

La transformée inverse est définie par
o
g Y(k)(x — xo
k=0

Dans ce travail nous utilisons une lettre miniscule pour les fonctions originales et une lettre
majuscule pour la transformée de la fonction. [3]
On a les résultats suivants :

Théoréme 2.1. [1, 12, [10)]
1. Siy(x) = f(x) £ h(x), alors Y (k) = F(k) + H(k).

2. Siy(z) = cf(x), alors Y (k) = cF (k) telle que c est constante.

(k+n)!

3. Siy(z) = f(x), alors Y (k) = il

F(k).

4. Siy(z) = f(x)h(z), alors Y (k ZF (k1) H(k — ky).
5. Siy(z) = 2™, alors Y (k) = 0(k —m), telle que

5(k—m):{ (1) Z;:’;

Fk—-1)

k> 1.
k’ ) -

6. Siy(z / f(t)dt,alors Y (k) =

15



k—1
7. Siy(z / f1(t) fo(t)dt, alors Y (k) = ; > Fi(k)Fa(k—ky — 1),k > 1.
k1=0

8. Siy(z) = f(x )/ 1(t)ha(t)dt, alors

ko ks
Z Z Hi(ky — 1)Hy (ko — k1) Hy(k — ko), k > 1.
2\
9. y(x) = e alors Y (k) = T A constante.
wk km
10. y(z) = cos(wz + ), Y (k) = T cos( + a).
k k
11. y(z) = sin(wz + a), Y (k) = % sm(l +a).

La relation suivante est utile dans la solution des équations intégro-différentielles de Fredholm,
elle peut étre obtenue & partir de

k—1
/ fi(t f2 dt Z {k[(b_ xo)k _ (a — xo)k] Z Fl(kl)Fg(k — k1 — 1)}

k1=1 k1=0

2.1.5 Transformation différentielle d’une fonction non linéaire

g : opérateur non linéaire.
g(y) : fonction analytique non linéaire, alors

S dab(Ee)]] »

A, : polynémes d’Adomian.

Ainsi les composantes de la transformée différentielle de g(y) sont calculées en utilisant leurs
propriétés. [3]

Pour x =0, on a

16



2.1.6 Applications numériques
Appliquons la méthode proposée sur les exemples suivants avec des types non-linéaires.
Exemple 2.2. [/

On considére I'équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra
y'(z) — 6y(z) = —4 + 8/ ty(t) Iny(t)dt, 0 <z <1, (2.8)
0

telle que les conditions initiales
y(0) =1 et /(0) = 0. (2.9)

On applique la transformée différentielle pour 1’équation (2.8)), on obtient
8
(k+1)(E+2)Y(k+2)—6Y(k)=—46(k) + EG(k -2), (2.10)

telle que G(k) sont polynémes d’Adomian de la fonction non linéaire g(y) = yIn(y).
substituons k=0, k=1 dans ’équation , on obtient :

2Y(2) — 6Y(0) = —4.

6Y(3) —6Y (1) =0.
Pour k > 2 I’équation devient

1
(k+ 1)(k + 2)

La transformée de la condition initiale (2.10) en utilisant (2.6

Y(k+2) = 6Y (k) + %G(k —2)|.

Y(0)=1let Y(1) =0.
On utilise la relation ([2.6)) pour calculer les polynomes d’Adomian pour la fonction non linéaire

9(y) = ylny.

G(3) =Y(3)-Y(1)Y(2)+ 3Y3(1).
GA4) =Y)-Y(1)Y(3)+3Y%(2) + Y1)V (2) — 1v4(1).
G(B) =Y(5)-Y(2)Y(3)-Y(1)Y(4)+Y(1)Y(3) + Y(1)Y2(2) — Y3(1)Y(2) + 1V5(1).
G(6) =Y (6)—3Y?(3)—Y(2)Y(4) - Y(1)Y(5) + 3Y*(1)Y?(2)
+3Y3(1)Y(3) — 2Y2(1)Y2(2) - Y3(1)Y(3) + YH(1)Y(2) — :VO(1).
En utilisant la transformée inverse, on obtient la solution approximative

1 1 1 1
_ 2 o4 Lt e L 8, 1 10 11
ylx)=1+=x +2!x +6x +24:1: +120x +O0(z).

17



Exemple 2.3. [3]

On considére I’équation intégro-différentielle non linéaire de Fredholm

8 2 1
(@ + 1y D(a) - 5y (0) = < + /O stz + )y (B)dt, 0 <w <1,

les conditions initiales sont :
y(0) = —1, 4/ (0) =0, y"(0) = 2, y®(0) = 0.

Les transformées différentielles de (2.11))et les conditions initiales (2.13]) sont :

(2.11)

(2.12)

(2.14)

Y(k+d) = (k_’i!4)! G fIS)!Y(kH8(’;;;1)3/(%1”(;+a)5(k—2)+ﬁ5(k—1) (2.13)
telle que ) 3 ) o

a:/o y (t)dt,ﬂz/o 2y (1)dt,
et

Y(0)=—1,Y(1) =0, Y(3) =0, Y(4) = 0.
Substituant £ = 1 et k = 2 dans ’équation (2.13)) donc

2 5
Y(5) = 1795 T 120°
1 o
Y(6)= — + —.
(6) 9830 360

La relation suivante est obtenue & partir de 1’équation (|2.14))

kl . 8(k +1)
Gral| o W

Y(k+4) = Y(k+1)

k>3

Par (2.14)), on peut montrer que :

G(2) =3Y(2)+Y(1)Y(2) —3Y?(1).
G(3) =3Y(3)-6Y(1)Y(2)+Y3(1).
G(4) =3Y(4) —6Y(1)Y(3) —3Y2(2) + 3Y2(1)Y(2).

G(B) =3Y(5)—6(Y(2)Y(3) +Y(1)Y(4)) +3(Y2(1)Y(3) + Y (1)Y?%(2)).

G(6) =3Y(6) — (3Y2(3)+6Y(2)Y(4) +6Y(1)Y(5)) + Y3(2) + 6Y(1)Y(3) +3Y2(1)Y (4).

1 16
a__gvﬂ__ﬁ7

la solution est : y(z) = —1 + 2.
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2.2 Meéthode de la transformation de ’analyse d’Homotopie

Cette méthode a été prouvée comme 'une des techniques pour résoudre de nombreuses équa-
tions fonctionnelles linéaires et non linéaires. Avant de donner le principe de cette méthode avec
des exemples appliquées sur les équations intégro-différentielles, on présente un tout petit peu
d’'Homotopie. [17]

Définition 2.1. Applications Homotopies [19]

On se donne deux espaces topologiques X et Y, deux fonctions continues f,g: X — Y, elles
sont dites Homotopes ( dans Y) s’il existe une application continue H : X x [0,1] — Y telle que

Vz € X, H(z,0) = f(x),

Ve e X, H(z,1) = g(),

on dit alors que H est une Homotopie de f a g.
Autrement dit, selon les valeurs du paramétre t la fonction H passe continiiment de f pour
(t =0) et (pour ¢t = 1).Chaque valeur du parameétre ¢ correspond & une fonction :

hi : X =Y, x~ H(z,t), "située entre fet g"

Une autre maniére de le voir est que pour chaque = € X, la fonction H définit un chemin -,
reliant f(x) a g(x).
Yo 1 [0,1] =Y, t — H(z,t).

Exemple 2.4.

Onprend X =R, Y =R, f(x) =1 et g(x) = —1 alors, f et g sont homotopes dans Y via la
fonction continue :
H(xz,t)=1-2t.

( & noter dans cet exemple, rien de dépend de la variable x, ce qui est exceptionnel... ).

NB : La mention " homotope dans Y " peut s’avérer trés importante : en effet dans 'exemple
précédent si on remplace Y = R par le sous-espace Y/ = R*, f et g sont toujours a valeurs dans
Y’ mais elles ne sont pas homotopes dans Y’ car il n’existe pas la fonction continue reliant -1 a
1 dans R*( le théoréme des valeurs intermédiares).

Exemple 2.5.

On prend X = [0,1],Y = C, f(z) = €™ et g(x) = 0, f décrit un cercle de rayon unité
autour de l'origine : g reste a l'origine. Alors f et g sont homotopes via la fonction continue :
H(z,t) = (1 —t)e*™ ( pour chaque valeur de ¢ la fonction hy(z) = H(,t) décrit un cercle de
rayon 1 — ¢ autour de l’origine).

e [’équation de déformation d’ordre zéro qui est définie par le Mathématicien Liao :

(1 —q)L[H(z,q) — yo(z)] = hgN[H(z,q)], q € [0,1]

N : un opérateur non linéaire.

L : opérateur de Laplace.
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2.2.1 Application de la méthode de transformée d’Homotopie sur I’équation
intégro-différentielle de Volterra en utilisant ’opérateur de Laplace

Soit I’équation intégro-différentielle de Volterra :

ye) = @)+ [ Klau®d 0 <o <) (2.15)
0
avec les conditions initiales

y(0) = ag, ¥'(0) = aq, ..., y(”_l)(()) = Q1.

L : opérateur de Laplace

Lly"™ (x)] = LIf (2)] + £

/O " K(a, t)y(t)dt] .

e On définit ’équation non linéaire N comme suit :
0

telle que g € [0, 1].
On note que l'opérateur non linéaire N vérifie N[y(z)] = 0, ou y(z) est une fonction
inconnue de ’équation intégro-différentielle.

(o]
e Montrons que y(x) = yo(z) + Z Ym ().
m=1

Par le développement de Taylor de H(z,q) on a :

| m
m=1 m 9 q=0
On pose
1 0™H(x,q)
q=0
On obtient -
y(x) =yo(x) + Y ym(x), avec yo = H(zo,q).
m=1
On a

(1 —q)L[H(z,q) —yo(x)] = hgN[H(z,q)]. (2.16)
La dérivée de donne :

~ElH (o) ~ ()] + (1 = €[ D] < AN A )+ G
Pour ¢ = 0, on obtient :
[P0 = vt o)
On a
Ym () = % am;ﬁm i
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Pour m = 1, on obtient :

q=0

7m = (y()(l'), Y1 ($)> yQ(x)a ey ym(:v))

L’équation de déformation d’ordre m est
‘C[ym(x) - mem—l(x)} = hRm(ym—l(‘T))

1 8m_1H(ﬂs, q)
(m—1)1" 9q(m-1)

R (ym—1(2)) =

q=0

Xm:{O, m <1

1, m>1

M
y(@) =Y ym(@). (2.17)
m=0
Pour M — oo, on obtient une approximation précise de ’équation originale.

2.2.2 Convergence de la méthode
Définition 2.2. [13, [16]

Soit v (z), m = 0,1,2,3...,n. L’approximation successive de la solution y(z) du probléme
si les constantes positives P, L existent telle que

~ g Jmti(@) —y(w)|
L= Jm, |on (i) — y(z:)

1=0,1,2,...,n
alors la méthode est converge.

P : Tordre de la convergence.

L : facteur de la convergence.

2.2.3 Estimation de ’erreur
Définition 2.3. [16/

L’erreur relative d,, de n termes d’approximation de la méthode d’analyse d’Homotopie est
donnée par :

_ |uexacte(®) — uapprochée(w)‘

Op =
{Uexacte (z) }

L’erreur maximale est définie par :

En = |[Yexacte(®) — @n ()]0, n = 1,2, ...

ol n est le nombre d’itérations.
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Exemple 2.6.

Nous utilisons la méthode proposé pour trouver la solution approximative de 1’équation
intégro-différentielle suivante :
Soit le probléme

1
y(s) () = —8e® + 22 + y(z) + xzy’(t)dt,

0
y(0) = 1,4/(0) = 0, (0) = —1, y(0) = 2 (218)
y®(0) = =3, y®(0) = —4, y©(0) = =5, y(7)(0) = 6.
La solution exacte est
y(x) = e¥ — xze”.
On applique la tranformation de Laplace des deux cotés de (2.18))
9 1
Liy®(z)] = L[-8¢” + 2?] + Liy(z)] + 3 /0 Yy (t)dt
= L) =sTy(0) = 5y (0) = S0) = sy (0) = SHYD(0) - 52y (0)
8 2 2 !
—su®)(0) — (™ _Z_ -z !
yO0) =y 0) + 25 - 5~ L@l = 5 [ v
=0.
tenant compte les conditions initiales
Liy(@)] +( 7 s7 . s° n 254 N 353 . 452 n 5s
Y (S—1)  (F—1)  (*—1)  (5-1)  (5-1)  (S-1)
6 8 2 2 t
— — t)dt
TESD T o Ds-1) B 1)) B - 1) /0 y(t)d
=0.
On définit ’équation non linéaire N comme suit :
N[H(z,t;q)] = L[H(z,t;q)]
+(_S7+S5+284+383+482+58+6+ 8 _ 2)
(s1) () (s9)  (s)  (s) 0 (s)  (s])  (sD(s—1)  s3(s)
2 t
S8 1) /0 y(t)dt

=0.
L’équation de déformation du m-éme ordre

ym(x’ t) = mem,1($, t) + h‘c_l(Rm(?m*l("E? t)))’

telle que
s7 s° 254 353 452
FnTnt) = Ll (5 o o T B oD oD
98 6 8 2 2 L
—I—(SS — 1) + (58 — 1) + (88 — 1)(5_ 1) - 33(88 _ 1)) - 33(88 _ 1) /0 Yy (t)dt
=0.

22



Donc, on trouve :

yo(z) =0.

yi(z) = eha + +ha? + %(cosm — 3cosh[z] — 2sinhz] — 2sin [%] sinh [%] )

N——
N——

pt2(h+ e — 44 h(e = 2(6+ cosl1] - 2sin [Jﬁ} i [*f]»

yo(z) =e*h(1+h)—

4e

h<COSh[$] <h+ 6( — 12+ h( — 20+ e — 2cos[1] + 4sin [\[] sinh [g])))

_l’_
8e

8¢ (1 + hsinh[z]) + (h—i— e( — 4+ h( — 12+ e —2cos[1] + 4sin [12 sinh {\}4)))
- 8e

(cos[ | — 2sin [\[} sinh [}]))
+ .

8e
Pour h = —1, on aura la solution :
vie) = Jim on() = JEEOZ% =

2.3 L’existence et 'unicité des solutions des équations intégro-
différentielles non linéaires

2.3.1 Les hypothéses de I’existence et ’unicité de la solution

Afin de prouver tous les théorémes, on considére les hypothéses suivantes :
H.1 Les fonctions A et B sont des éléments de I'espace C(I,IR).
H.2 La fonction connue f est un élément de I'espace C?(I,IR).

H.3 Pour chaque y € I le noyau (z,y) — ¥ (z,y) est continue en z, z € IR.

b :
</ (1/1(957y))2dy> <7, Vexel, v>0. (2.19)
H.4 (a+ (kA + X)) (1) < wl, ot a = (b - a)(| A + (b - a)l| Bll),
a2 ) =) (D)>
C(l) = < z > T (2.20)

et
2 2l 2 20—1 2 21
= {m"" T A )

H.5 (o + (JA1] + [A2])A) < ]w\, ou

P >k
e
A=) G s 51 L
=1

ou I =[a,b], k1 =1.
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Théoréme 2.1.

Soit le probléme aux limites

wd" (@) + Ala)of(a) + Bla)o() = fa)+ A [ " (e, ) B()Pdy
(2.21)

b
B [ o lo)Pdy, Vo  la.b),
avec les conditions initiales

¢(a) =m, ¢(b) =m, m,n2 € R, (2.22)

qui satisfait les conditions (H.1), (H.2) et (H.3).
Alors (2.21)) est équivalante a ’équation intégrale non linéaire de Volterra-Fredholm suivante :

b T b
wulz) + / (W(,t) — M / R(z,y: 1) Ha(y, t)dy — Ay / R(z,y; 1) Ha(y, t)dyu(t)dt
x P b l
= F(z) + M\ Rz, y; ) | Holy, tyu(t)dt) d

Ao / bzp:R(x,y; ) ( / b Hg(y,t)u(t)dt>ldy.
. .

(2.23)
Ou
u(x) = ¢" (), (2.24)
1 { Wi(z,t) =(t—a)(A(z) — (b—2x)B(z)), a <t <z,
W(e,t) = 5= x (2.25)
Wa(z,t) = (t—0b)(A(z) — (a —x)B(z)), v <t <1,
Rleit) = () 60 o =)+ my = (2.26)
{ (b_y)(a_t)7 a<t<uy,
Haly, 1) = (2.27)
(@—y)b—1t), y<t<b,
p(a) = o (m[-A@) + (b - 2)B@] + mlAW) + - @)BE), (229
T b
F(z):= f(x) — p(x) + )\1/ R(x,y;0)dy + )\2/ R(x,y;0)dy. (2.29)
Démonstration 2.1.
Soit ¢"(z) := u(z), avec la fonction = — u(x) est a valeur dans 'espace C'(I,1R).
Nous avons
¢ (z) = ¢'(a) + / u(t)dt, (2.30)
et -
P(a) =m + (. — a)d'(a) + / (x — t)u(t)dt. (2.31)

24



On remplace x par b dans I'équation ([2.31)), puis on utilise les équations ) et -, on

trouve :

¢/(x) bi l:(772 —m) / Hy(z,t)u(t )dt] (2.32)
o(x) = ﬁ [nl(b —z)+m(r—a)+ / Hg(w,t)u(t)dt] ) (2.33)
Ou
(t—a), a<t<uz,
Hy(z,t)
(t—0b), x <t<b,
(b-a)a—t), a<t<a,
Hy(x,t)
(a—x)(b—1t), <t <b,
et

[gb(m)]ﬁzbia;(]lp>[m —z) +n2(x —a)] (/ Hy(x,t)u dt) (2.34)

Substituons les équations (2.32)) et (2.34]) dans I’équation (2.21]), on trouve

1
b—a

b T
wu(z) + / [A(x)Hi(x,t) + B(z)Ha(z, t)]u(t)dt — )\1/ R(z,y;1)Ha(y, t)dyu(t)dt

b
o / R(z.: 1) Haly, t)dyu(t)dt

z) + A\ ZR(m,y;l) [/abHQ(x,t)u(t)dt]l

@ =2

I /ab Z_p: Rz, y:1) [ /ab Hy(x, t)u(t)dt] )

b x
wulz) + / Wzt) —A / R, y: 1) Ha(y, t)dy

b
o / R(z,y: 1) Ha(y, t)dylu(t)dt

) + A1 /mlzp:R(ﬂfvy;l)[/sz(w,t)U(t)dt]l
o = a

+A2 /abzp:R(x,y;l) [ /ab Hg(x,t)u(t)dt] l.

=2

(2.35)

Avec W (x,t), R(x,y;1), u(z) et F(x) sont définis dans les équations (2.25)), (2.26)), (2.28)
et (2.29) respectivement.
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2.3.2 L’existence d’une solution continue
Théoréme 2.2.

Si I’équation intégrale non linéaire de Volterra-Fredholm ({22.35)) satisfait les conditions de
(H.1) jusqu’a (H.4). Alors elle admet une solution continue.

Démonstration 2.2.
Soit I'y = {u € C(I,IR) : ||u||oc = sup,es |u(z)| < r}. Le rayon r est une solution de I’équation

Y (alk + PeDCH (D) + [+ ki A ] + [A2)C* (1) = |wl]r + [|1F|c = 0.
=2

Ou k; est une borne supérieure de |Ha(z,1)|.
Pour uy,us € Ty, on définit les deux opérateurs suivants a partir de I’équation ([2.23)

b x
Tu)@) = F@) -~ [ W) =M [ Bl )Hal. 0y
’ ’ (2.36)
o / R(z,y; 1) Ha(y, t)dy]u(t)dt.
_ M
(Wug)( R(z,y; Hy(y, t)u(t)dt | d
2 /GZZ; y [/ 2y ] Yy
(2.37)
R(z,y; Holy, Hu(t)dt | dy.
/alz; y;l [/ 2y, t ] y
Alors
(Tun)()| < |Q1J|\F(w)l+|:, /ab|W<:c,t>rdt
r x b
B[ R a0ty
r b b
o bl JALC BT
Wl /o,
L 4 O K1 |A1|pr [v(x,y)|
S WFOIT G T GG = ap Im 7y + (b — ma)?
N |X2|pr [U(z, )|
lw|(b—a)P=3 J, |(m —n2)y + (n2b — mra)|* =P
L ar pb— )b (@ (1) ntan) ®
1@ 57+ Gl + pa P ([ weral
Donc 1 ]
[T @l € @+ 10+ Galh ]+ MaC (D) (2.38)
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De méme,

|(Wug)(z)] < ‘/\/a Zp;\R(ﬂc,y, [/ | Ha(y,t !dt]

v L / Z (e, 0:1) [ waﬂz<y,t>u<t>1dt]ldy

p WMWY ar) (e )
= Mﬂ;( ) |w| 2p — 21 + ) [/a(w( ) dy]
p 2[+ (d*(l))%rl b . 9 %
¥ w;( )= B ([ wtenra)”
Donc ,
|(Wu) (@)oo < fz Dl + o) (D). (2.39)
=2

Utilisant les équations ([2.38]) et (2.39)), on trouve

1T () - W)lso < T(un) oo + W (u2)lloe
< L IF@) oo+ (et (RalA] + 2e))CF (L)
|w] jwl (2.40)
1
T Tl 4

p
D (Il + et =1
=2

Ainsi
T(ul) + W(UQ) ey, Yuj,ug €Iy

On suppose que x1 < T3, avec 1,x3 € [a,b].
Les fonctions F, Wj et Wy sont continues en x, appliquant les conditions (H.1), (H.2) et (H.3),
on obtient :

(T (1)) (22) = (T'(w1))(21)] .

m\F(@) — F(x1)|

IN

T 1
+ |w|(b—a)/a ’W1($2,t)—wl(x1,t)‘dt

b
T
i / Wa(wa, ) — Walwn, )|dt
lw|(b—a) /.,
(2.41)
x2
+ / ‘Wl(xz,t) — Wg(xl,t)‘dt

1

(k1| A1] + [Xa])pr
|w|(b — a)r—3

% / $2’ | - W)(xl’ )| y
[(m —n2)y + (n2b — ma)|}=
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[(T'(u1))(x2) — (T(u1))(z1)] — 0, quand x5 tend vers xj.
Aussi,
Pl
(W (u2)) (22) — (W(uz)) (@) < > FalAu] + Ao ( 2 ) (b ay¥r!

=
(2.42)

/ [V (22, y)| — [Y(z1,y)
[(m — n2)y + (n2b — ma)|?1=2P

Donc, Tu; et Wug sont des éléments dans 'espace C([a, b], R).
Par conséquent, 'opérateur T'+ W est un opérateur qui transforme dans lui méme sur I',..
Soient u et u* deux fonctions définissent sur I,

1
m(aJr(kll/\ll+\/\2|)C*(1))Hu—u*\loo- (2.43)
Par conséquent, 'opérateur T est une contraction sur I',, selon la condition (H.4).
Considérons la suite u,, avec u, € I';, telle que u, —> u qaund n tend vers oc.

Il est clair que u € 'y et sup |un(x)| <r, Vn € IN.
xz€|a,b|
Appliquant le théoréme d’Ascoli-Arzéla, alors :

1T(w) = T(u)]oo <

P l
(KA + [A2])
I (@) - W) < 30 SRR i
=2

(AﬂbwwwwﬁY—(lﬂm%mwmﬁﬂ

p l
(K3 + [A2]) |>\2|
< E R

=2

X

b
X </ |Ha(y, )] li_}rn |unu\dt>dy:0,

ol e(l) est une constante positive dépend de .
Par conséquent, 'opérateur W est un opérateur continu sur I',. Il est clair de ’équation ([2.39)

que
p

GIRSIESD)
V Wy, € sup |(Wug)( SZ ] | 2’) c* (Dt
z€la,b] ’w‘
I’ensemble WT,. est uniformément borné.
Considérons la suite (Wy,, ), N avec (W, ) € WT,.
L’utilisation des étapes similaires a celles que nous avons suivies dans 1’équation (2.42)) implique

|(Wug)(z2) — (Wug)(z1)| <€, Yn € IN quand |22 — z1| < 4.

Dong, il existe une sous-suite {Wunk}ke]N converge uniformément dans WT',. par 'application
du théoréme d’Ascoli-Arzéla.

Par conséquent, ’ensemble WT',. est compact. L’opérateur W est complétement continue.
Toutes les conditions du théoréme de Krasnoselskii sont satisfaites.

D’ou l'opérateur T'+ W a au moins un point fixe dans 'ensemble I';.; qui est une solution du

probléme (2.35]).
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2.3.3 L’unicité de la solution

Théoréme 2.3.

Si I’équation intégrale non-linéaire de Volterra Fredholm({2.35)) satisfaite les conditions (H.1)
(H.2), (H.3) et (H.5), alors I’équation admet une unique solution.

Démonstration 2.3.

Il est clair que l'opérateur T+ W est un opérateur qui transforme dans lui méme sur I',.
Suivons les mémes étapes de (2.43)), nous conduit a :

p *
W () = W (0| < %(a WOWESIWIDS m) 0= "], Vo,0" €Th. (2.45)
=2

En utilisant I’équation ([2.43)) avec la constante k1 = 1 et ’équation ([2.45)), on trouve

(T +W)(v) = (T+ W) )lleo < [(T)(v) = (T) @)+ [(W)(v) = (W) (v") ]l

[~

< = (a+ (Al + P (D) o = v7lo

€

1
jw]

e()C*(1)

(a+(\A1|+\>\zl)m

Mlv ="l

+
-

< (et (Ml + DA o = 07l

€

(T +W)(w) = (T +W)(©)loo < [lv = 07|00 (2.46)

Par conséquent, 'opérateur T'+ W est une contraction sur I',, selon la condition (H.1).
Ainsi, I’équation intégrale non linéaire de Volterra-Fredholm (2.35)) posséde une unique solution
continue dans I',. en se basant sur le théoréme du point fixe de Banach.
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Chapitre 3

Résolution numérique des équations
intégro-différentielles non linéaires de
Volterra-Fredholm

3.1 La méthode de la transformation différentielle d’Adomian

Exemple 3.1.

Considérons I’équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra-Fredholm suivante :

(1+z)(1 +2'9)
10

x 1
+0,01/ (t+ta:)y2(t)dt+0,01/ (t +tx)y*(t)dt, 0 <z <1
0 0

4y (z) + 2zy (x) + y(z) = 155 < ) + 4822 + 924

La solution exacte est : Yoxacte(®) = o4
Puisque
1. Les fonctions A(z) = 2z, B(z) = 1 sont continues sur [0, 1].

-1
2. f(z) = 1000 <(1 +2) (1 +2') ) +482% + 9z* appartient a C2([0, 1], IR).

3. (/01 (y+y:c)2dy>é = xjgl < 53’ Va € [0,1].

4 a=3, d*1)=1, C*(1) ==,
(o + (k1| M| + [A2])C*(1)) ~ 3,026 < 4.
Donc I'équation admet une solution d’aprés théoréme (2.1) et (2.2
La transformée différentielle de I’équation est :

N—

W =

Yk +2) :4(“&(“2)[—(2“1)1/(1{)—ml()()(5(k)+5(k—1)+5(k—10)+5(k—11))
k+5 ,
8otk —2) + 950k — 1) +0,02C% =2 0 01060k — 1) + 1) i G(’“k_z)}

k'=2

telle que G(k) sont des transformées différentielles ( polynémes d’Adomian) de la fonction non
linéaire g(y) = y? et la condition initiale Y(0) = 0 et V(1) = 1.
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Le polynéme d’Adomian pour cette fonction est :

G(0) =g(Y(0)) = g(0) =0.
G(1) =Y(1)g(Y(0) =0 car ¢'(Y(0)) = 2V (0) = 0.

G2) =Y(2)g(Y(0) + 5V*(1)g"(Y(0)) = Y*(1) = 1.

Si k>2, alors

m

2 Y (i)Y (k—i), si k=2m+1

=1
G(k) =
m—1
2> Y (i)Y (k—i)+Y?(m), sik=2m
=1
Donc )

G(6) =2(Y(1)Y(5) +Y(2)Y(4))+Y?(3).

G(7) =2(Y(1)Y(6)+Y(2)Y(5) + Y(3)Y(4)).

GB) =2Y()Y(T)+Y(2)Y(6)+Y(3)Y(5)) + Y?(4).

GO) =20Y()Y(B)+ Y (2)Y(7) +Y(3)Y(6) + Y (4)Y(5)).

G(10) =2(Y(1)Y(9) +Y(2)Y(8) + Y (3)Y(7) + Y (4)Y (6)) + Y2(5).

G(11) =2(Y(1)Y(10) + Y(2)Y (9) + Y (3)Y(8) + Y (4)Y (7) + Y (5)Y (6)).

G(12) =2(Y(1)Y(11) + Y (2)Y(10) + Y(3)Y(9) + Y (4)Y (8) 4+ Y (5)Y (7)) + Y2(6).
G(13) =2(Y(1)Y(12) + Y (2)Y(11) + Y(3)Y (10) + Y (4)Y (9) + Y (5)Y (8) + Y (6)Y (7).

G(14) =2(Y(1)Y(13)+Y(2)Y(12) + Y(3)Y(11) + Y (4)Y (10) + Y(5)Y(9) + Y (6)Y (8)) + Y2(7).
Sik=0,o0na:

1 1 G(K —2)
Y(2) ==|-— - 1
@ =g~y - g ooy T2
_ % |y L 00,
_40—0,021/(1)[ (0) 1000 " 1 (1)}
Sik=1,ona:
6
! 1 G(K —2)
Y (3) 24[— (1)—1000+00222 - }
3 1 0,01, 0,04 0,01,
= —3Y(1) — — + —VY?(1) + —Y (1Y (2) + ——Y?(2
72—0,021/()[ W =qp00 + 3 ¥ W+ 5 YY)+ —=¥7(2)



Sik=2ona:

1 TGk -2
Y(4) = 48[—5Y(2)+48+0,01g::2 ( o )]
~ 336 0?021/(1) [ —5Y(2) +48+ 0’4&3”2(1) + %Y(l)i’@)
HERY Y e+ Sy + SR e)
Sik=3,ona:
8 ;
Y(5) = 810[— () +o.0y S 2)]
k'=2
T 320 ol,lonf(l) [_ Y (3) + 0%3/2(1) + %YG)Y@) + %Y(l)Y(ZS)
+%Y2(2) + gyu)y(@ + 0’7021/(2)1/(3) + 0’511/(2)1/(4) + 0’511/2(3)
Sik=4,0na:
_ 11 G(2) ' Gk - 2)
Y(6) = 50 [ 9Y (4) + 9+ 0,02 I +o,011;2 o }
~ 1080 — 3 02v (1) [_ W) +9+ 0’4&3/2(1) + %YGW(?) + 2y (v () + 22 yv2e)
+0’702 (Y(OY ) +Y(2)Y(3)) + O’fl (Y()Y(5) + Y (2)Y () + 0’;11/2(3)
R @Y E) + YO W)
Sik=>5 ona:
10 )
(1) = 1é8{—11Y(5)+ 2G(3) 40,00y G(kk’ 2)]
k'=2
=810 = 0501y(1) [— 11Y'(5) + 0’506Y(1>Y(2) + 2y 4 %Y(l)Y(S) + 2 %y2
+0’702(Y(1)Y(4) +Y(2)Y(3)) + %(Y(I)Y@) LYY (@) + %YQ(?,) n %(Y(l)y((;)
FYQYG) 4+ YEY () + S (V)Y (6) + Y)Y () + 50 ()
Sik=6,0na:
11 .
Y(8) = i { —13Y/(6) + %G(zl) +0,01) G(kk, 2)]
k'=2

B 11
2464 — 0,02Y (1)

[— 13Y'(6) +0,01Y (1)Y(3) + ’?Y2(2) + Y1) + ’TY(l)Y(Q)
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FYQY () + YY) + (YY) + VY (6) + YY) + 2024 + S (v @y (7)
+Y (3)Y (6) + Y(4)Y(5))].
Sik=7ona:
Y(9) — % { _15Y(7) + @G@) +0,01 ;Z; G(’“];f 2)]
= T = (?,OlY(l) [ 15Y(7) + 0’706 (Y(1)Y(4) +Y(2)Y(3)) + 0’4011/2(1) + 0’502Y(1)Y(2)
+%Y(1)Y(3) + %W@) + %(Y(UY(E)) +Y(2)Y(4) + %W(?,) + %(Y(l)y(e’)
+Y (2)Y(5) + Y(3)Y (4)) + %(Yu)y(?) +Y(2)Y(6) + Y (3)Y (5)) 0’1—81 %(4) %(Y( )Y (8)
FYQY(T) + YEY(6) + YWY (3) + 20 (V)Y (E) + Y)Y (1) + Y)Y (6)) + o ¥2(5)
s ? 0,01 S Gk - 2)
Y (10) = 360 [ —17Y(8) + = ~G(6) +0 01;2 x ]
= 680 E‘?’OQYO) [— 17Y(8) + 9,03 (Y(1)Y(5)+Y(2)Y(4)) + O’%YQ(:;) + M1/2(1)
+wY(1)Y(2) + O’011/(1)1/(3) + 0’511/2(2) + 0’702 (Y(1)Y(4) +Y(2)Y(3)) + 0’;2 (Y(1)Y(6)
+Y (2)Y (5) + Y(3)Y(4)) + %(Y(l)l/(?) +Y(2)Y(6) +Y(3)Y(5)) + % *(4) %( (DY (8)
FY (2)Y(7) + Y (3)Y(6) + Y (4)Y(5)) + % (Y(1)Y(9) + Y(2)Y(8) + Y(3)Y(7) + Y (4)Y (6))
+%Y2(5) + 0’122 (Y(2Y(9)+YB)Y () +Y(4)Y(7)+Y(5)Y(6))].
nhee On?: 0,02 G - 2)
Y(1) = - [ —19Y(9) + =5=G(7) + 0,01’;::2 x ]
- 07,011/ o {_ 19 (9) + 0’??2 (Y)Y (6) + Y(2)Y(5) + Y(3)Y (4)) + 0’fly2(1)
+0’5£Y(1)Y(2) + %Y(l)Y@) + %Y%Q) - 0’702 (Y()Y(4)+Y(2)Y(3)) + %(Y(l)Y(S)
+Y (2)Y (4)) + 0’%1/2(3) + %(Y(I)Yﬂ) +Y(2)Y(6) +Y(3)Y(5)) + 0’1—311/2(4)



SEYOYE) YY)+ YEY) + YAV (5) + S (Y)Y (9) + Y)Y () + Y)Y ()
FYAY(6) + 50 ¥2(5) + o (Y)Y (10) + Y)Y (9) + Y)Y (8) + YAV (7) + Y (5)Y (6)
g (Y(2)Y(10)+ Y (3)Y(9) + Y ()Y (8) + Y (5)Y (7)) + 0’121}/2(6)} .
Sik=10,0na:
15 ;o
Y(12) = 5—;8 [ —21Y(10) — Floo + %G(S) 40,01 kZ:Q G(kk, 2)]
= o 1)?021/(1) [ 21Y(10) — ﬁ + 0’503 (Y()Y(7) + Y(2)Y(6) + Y (3)Y(5)) + 0’1831/2(4)
+0’4£Y2(1) - %Y(l)}f@) - %Y@)Y(:&) - %W@) + %(Y@)Y@) +Y(2)Y(3))
0’4&(1/(1)}/(5) +Y(2)Y(4) + %YZ(?)) + O’%(Yu)y(ﬁ) +Y(2)Y(5) + Y (3)Y (4))
PRV () + YY)+ YBY(6) + YAV (E) + S (Y)Y (9) + YV (8) + Y (3)Y(7)
LY ()Y (6) + %YQ(S) 01%2 (Y(1)Y(10) + Y(2)Y(9) + Y)Y (8) + Y(4)Y(7) + Y (5)Y(6))
0,01 0,01
+T(Y(1)Y(11) +Y(2)Y(10) + Y (3)Y(9) + Y (4)Y(8) + Y(5)Y (7)) + TY2(6)
0’122 (Y(2Y(11) + Y(3)Y(10) + Y (4)Y(9) + Y(5)Y(8) + Y(6)Y(7))} .
Sik=11,ona:
1 10,02 S G —2)
Y(13) = [ = 28Y(11) = 1555+ 17 GO + 0,01}32 T ]
8 0,06
= 1992~ 0,01 (1) [— 23Y(11) — Tooo T T(Y(1)Y(8) +Y(2)Y(7)+Y(3)Y(6) + Y(4)Y(5))

#2520 + 2By v (@) + SRV )Y () + SO YAR) 4 S (Y)Y (4) + Y ()Y (3)

+0’4£(y(1)y(5) +Y(2)Y(4) + %YQ(S) + 0’%(}/(1)1/(6) +Y(2)Y(5) +Y(3)Y(4))

+0’5£(Y(1)Y(7) +Y(2)Y(6) + Y(3)Y(5)) + %Yz(ﬁl) + % (YDY(9) + Y)Y (8) + Y (3)Y(7)

FYAY(6) + S0t ¥2(5) + S (Y)Y (10) 4 Y)Y (9) + Y)Y (8) + Y (A (7) + Y (5)Y(6))
0.01 0,01,

+== (V)Y (1) + Y (2)Y (10) + Y(3)Y (9) + Y (Y (8) + Y (5)Y (7)) + — =V (6)
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+071(;2 (Y(1)Y(12) + Y(2)Y (11) + Y (3)Y(10) + Y (4)Y(9) + Y (5)Y (8) + Y (6)Y (7))

0,01

29y o)y (12) + Y)Y (11) + Y (4)Y(10) + Y(B)Y(9) + Y(6)Y(8)) + 16Y2(7)} |

8
Si k> 11, alors

1
4k +1)(kE+2)
Dans le tableau (3.1), on présente l'erreur

k+5 :|

Y(k+2)= [— (2k + 1)Y (k) + 0, 02G(k +0 01 Z

En = Hyexacte(fﬂ) = 5n0(2)|loos n = 1,2, ...

en fonction n avec

E, 1 5.579 x 1074 | 5.299 x 10~% | 4.630 x 106

TABLE 3.1 — L’erreur entre la solution calculé avec la méthode d’Adomian et la solution exacte

pour l'exemple (3.1)

On remarque que 'erreur approche de zéro quand n est grand.
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Dans la figure (3.1)), on a tracé la solution calculé avec la méthode Adomian et la solution

exacte de cet exemple.

—S

09F e
= = solution exacte

0.8

06

05F

03r

01r ,

0.8

—S,

0
= = solution exacte

081

06r

04F

0.2

FI1GURE 3.1 — Comparaison entre la solution calculé avec la méthode

exacte pour 'exemple (3.1)

36
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06+

0.4-

0.2r

—_

5

= = solution exacte

0.2

—,

5
= = solution exacte

d’Adomian et la

solution



Exemple 3.2.

Considérons I’équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra-Fredholm suivante :

8y'(z) = 8(cos(x) — sin(x)) — %(1 _ 3cos(x) — 2sin(z) + %sin(m))

+0,02/x81n(m—t) (t)dt + 0, 02/ sin(z — t)y?(t)dt, 0 <z <7
y(0) =1, ylm =1

La solution exacte est : Yoxacte(z) = sin (x) — cos (z).
Puisque

1. f(z) = 8(cos(x)—sin(z))— 5% 1—3cos(x)—281n(a:)+ésin(2x)) appartient a C2([0, 7], R).
3 2

2. </O7T(sm(x— ) dy> =" vreon)

3. a=3,d(1)=1, C*(1) =

ol

(a + (k1) A1 + |)\2|)C’*(1)) ~ 3,026 < 4.
Donc I'équation admet une solution d’aprés théoréme ([2.1) et ([2.2))
La transformé différentielle de 1’équation est :

Y(k+2) = ! 103 cos L ) sin ko) _olk) 2 sin km
T 8(k+ 1)(k + 2) | 504! 2 ) 50k T\ 2 50 150K\ 2

+0,02[ zk: f: é(kliw sin ((kl 5 1)”> C _1k2)! cos <(k_2km> G(ks — k1)

ko=1k1=1
_ZZ T <(k1;1)ﬁ><k—lkz>!sm (W)G“”"“”]
+0, 02[ sm< > i ]j kzl (km)G(k:’—kl —1)
k'=1
_—cos ( ) ﬁ:l ; kz_l o S0 (k”)c;(k’ — Ky — 1)”

telle que G(k) sont des transformees différentielles ( polynoémes d’Adomian) de la fonction non
linéaire g(y) = y? et la condition initiale Y (0) = —1 et Y (1) = 1.
Le polynéme d’Adomian pour la fonction non linéaire est :
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— 2V (6) + 2(Y()Y(5) + Y(2)Y (4)) + Y2(3)

Sik=0,o0na:
4 k=1
1 [402 * 1 kym
® = 3|5 O’OIdzl’f’kZOh!m(?)G( )
= 1=

_ 116{45002 o, 02< ™ + 5 (—2v () + 1<Y2(1) —2YE) - ?}‘)ﬂ

1 402 n  or m 1
=  |== 0,02 — - =—Y(1)+—(Y?*1)- = .
16—0,017r4[50 ’ (2 3 4< W 3!>>}

Sik=1ona:
4 1 k-1
1 [-1196 " 1 Fam !
= L9 (w4 7T—Q( —av() + T2 - 2v) 1)
48 | 150 T 2 3

ﬁf( —2Y(3)+2Y(1)Y(2) + 2Y(2))>]

_ 3 4
~ oo | 002 (r - )+ T () v ) - 1) + Ty re) +2v @) ).
Sik=2,ona:
—403 &1 1 (k- Dr 1 (k — ko)
Y (4) =% [ 100 + 0,02 LQZMZ by O — 1)) Sln< 5 > o)l cos <2>G(/€2 — k1)

22: i klkl—l)!cos ((k1 ; 1)7T> - _1k2)! i <(k: —2k2)W>G(k2 B kl)]
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— n2 4 w°
— % [1‘(1)%3 —~0,01G(0) + 0,01 <2 (=2 () + (V3 -2y (2) - %) + 5 (=2Y(3)
71.6
F2Y(1)Y(2) — %( —2Y(1))) + F( —2Y(4) +2Y ()Y (3) + Y2(2) — %(Y2(1) —2Y(2)) + 51!))”
o 7T2 ﬂ.S 7.‘_4 7[-5
~ 288 —|—?),0171'6 { 1%%4 000 (2 - QTY(U + 7 (P -2 ) - é) 5 (-E

7.[.6
LY (L)Y (2) + éY(l)) + 5 YY) +Y*(2) - %(YQ(l) —2Y(2)) + ;))] :

Sik=3,ona:
1 [398 8

Y(5) = — |-
®) =15 {3!50 T 31150

73 4
B % % % (1)- % m— Y (1) + o (Y1) - 2Y(2) - %) + (2 E) Y ()Y (2)
+Y (1)) + —5( —2Y(4) +2Y(1)Y(3) + Y?(2) — o (Y2(1) - 2Y(2)) + %) + 16( —2v(5)

- 9 15125 0,02 0,01
1440 — 0,017 | 11250 3

+Y(1)Y(2) + Y (1)) + 7T55( —2Y(4) +2Y(1)Y(3) + Y*(2) — %(y2(1) —2Y(2)) + %)

71'6
T EYYOY @) YY) +YE) - Y)Y () - 1121/(1)))].
Sik=4,0na:
1 [403 e 1 ((k-Dr 1 (k — ko)
Y (6) :240{4!50+O’O2L;,ﬂzlk2(k1—l)!sm< 12 ><k_k2)!cos< 22 )G(k:z—k:l)
L&l 1 (ky — D)7 1 (k=)
_bzzlklzzﬁ(kl—l)!“’s< )i (5t
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7['2 7T3 7'('4
= gm0 % 3~ 10 -2 @) — (T4 )+ (v -ve - )
7o 1 el 1
+ ( —2Y(3) +2Y(1)Y(2) — 5( - 2Y(1))> +& ( —2Y(4) +2Y ()Y (3) + Y3(2) — i(1/2(1)

+%( - 2Y(1))> + 7;8 < —2Y(6) +2(Y(1)Y (5) + Y (2)Y (4)) + Y*(3) — % ( —2Y (4) +2Y (1)Y (3)
i) e o) )]

4 4 2 3 4
~ 11520 —80, 0175 [120030 +0,02 [214 - T12(Y2(1) —2Y(2) - i!<2 +3(=2v() + <Y2(1)

1

—2Y(2) -

o 1 0 9
> + = < -2Y(3)+2Y(1)Y(2) — g( - 2Y(1))> + 6< —2Y(4)+2Y(1)Y(3) +Y*(2)
1

3 (Y2(1) —2Y(2)) + 1> + il ( —2Y(5) +2(Y(1)Y(4) + Y(2)Y(3)) — l( —2Y(3) +2Y(1)Y (2))

5! 7 3!

8

+%( - 2Y(1))> + % <2(Y(1)Y(5) +Y(2)Y(4) +Y%(3) - % ( —2Y(4) 4+ 2Y(1)Y(3) + Y2(2)>

+% <Y2(1) - 2Y(2)) - ;))”
Si k > 5, alors

Y(k+2) = 1 403 cos k—ﬂ _ 3% sin k—ﬂ- I 72k sin k—w
~ 8(k+1)(k +2) [ 50! 2 50k! 2 50  150k! 2

el 1 (k- 1 (k — ko)
e 23 e (e (P et m

. kél g e e | e e O]

N 1 k' —1
1 km 7k 1 kym
10,02| = sin [ = TN “cos (AL )\GK -k — 1
; [k!mn( 5 )k/ N kl!COS< 5 >G(/<: ki —1)

= k1=0
N r k' —1
1 km ok 1 kim ,
_E CcOS <2) kzl k;/kzok‘l‘ S1n (2> G(k - kl - 1):|:| .
= 1=
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Dans le tableau (3.2)), on présente l'erreur

En = [[Yexacte(®) = Sn(®)|loos n = 1,2, ...

en fonction n avec

E, || 1.141 | 6.023 x 107! | 7.131 x 1073 | 1.05 x 1073

TABLE 3.2 — L’erreur entre la solution calculé avec la méthode d’Adomian et la solution exacte

pour I'exemple(3.2)

On remarque que erreur approche de zéro quand n est grand.
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Dans la figure (3.2)), on a tracé la solution calculé avec la méthode Adomian et la solution
exacte de cet exemple.

2.5 T 1.5 T T
TS
—S, —S; , Z N .
2k | = = solution exacte 4 = = solution exacte \
1 A}
15 [ - -~ ]
- ~
’ ’ b N
1k ’ N i 05~
/
4
4
05r / 1
7 0
4
L 4
0 /
/ L
’ 0.5
051 / 1
1 I 1 | 1 | 1 1 I L I L I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 0 0.5 1 15 2 2.5 3 35
X X
1.5 1.5
—3, —S
= = solution exacte = = solution exacte
1 1 1r 1
05F 1 0.5F 1
0 1 0 1
0.5 1 0.5 1
1 I I . I 1 I 4 . I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 0 0.5 1 15 2 25 3 35
X X

F1GURE 3.2 — Comparaison entre la solution calculé avec la méthode d’Adomian et la solution
exacte pour 'exemple (3.2)
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Exemple 3.3.

Considérons I’équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra-Fredholm suivante :

1000y" (x) + y(z)

—3e73% 4 2¢"

= 1001le™® — (

+/Oxcosh(x—t) ()dt+/

La solution exacte est : Yoxacte(z) = €77,

Puisque

2¢~% _ex74 efx72
Ty >_< 8 4 >

cosh(z — t)y?(t)dt, 0 <z <1
0

1. A(x) =0, B(z) =1 sont continues.
_ 9,3 2¢T Qe x4 —x—2
2. fla) = 1001e—o— (00— F2eT 2e T (e e appartient a C2([0,1],IR).
8 4 8 4
1 1 2. 1)3
3. </ (cosh(z — y))Qdy> < <€+2)27 vz € [0,1].
0

4oa=1,d1)=et+e3+e?+e 41,

C*(1) ~ 2,44 (a+ (k1| M|+ [A2[)C*(1)) ~ 5,9 < 1000.

Donc l'équation admet une solution d’aprés théoréme (2.1) et (2.2)

et +e*

On sait que cosh(x) = 5 alors
e?t 4 e—(@—t) et—t e—(z—1) —t e~ Tel
h _t — = =
cosh(z —t) 5 5 + 5 + 5
La transformé différentielle de I’équation est :
1 (G A ) AR S G ) LS S G O
Y(k+2) = —Y (k) + 1001 - =
(k+2) 1000(k:+1)(l<:+2)[ (R H 1001 s~ ~ 5~ w2 | Rised | hide?
ko ko k1—1
(—1)k—ke 1 (—1)k 1
7G(k2 — k1) + " G(ka — k1)
|:k‘221 klzl ko kl — 1 k kz) kgzzl klzzl ko (k‘l — 1)! (k — kg)!
N k’—l _1)k e
/
k‘zk,z k1 — k= 1)+ Zy kllG(k—kl—l)”.
K'=1" ki=0 k'=1" ki=0
Si k est pair, alors
1 1001 3t 1 1 1 1
Yk+2) = YK+ —F— — — — — —
k+2) = G DE+2) [ e T TR T T e R T
k
(-1 1)
> Z — k1) +Z Z 1G(k2 — k1)
[kz T 1k:g k1—1 (k— k:g) P 11@71]{12 k:1—1 (k— ]{}2)
k+3 L k'— k+3 , k'—
WZ;«Z kl 1)+ Zk/Z k:l—l)”.
K'=1" ki=0 “K=1" ki=0
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Si k est impair, alors
1 1001 311 1 1 1
Y(k+2) = - . —
F+2) = 000k + DF 1 2) [ B) =~ 8w~ o T om T setnl T 2o

hod g (—1)k—he & (Rt
[Z Zl? k1—1 GOk =R+ > D e gy Otk — R)

k+4 k' — k+4 k' —
szqu h%—*ZHZ mqﬂ

1
telle que G(k) sont des transformées différentielles ( polynomes d’Adomian) de la fonction non
linéaire g(y) = y* et la condition initiale Y (0) = 1 et Y (1) = —1.
Le polyndéme d’Adomian pour la fonction non linéaire est :

@) = Y@V 0)+ 5V ()g"(Y(0) = 37 (2) +8Y(1)
GB) =YV (0) + Y)Y 5" (Y (0)) + ¥ (1)gP (v (0)) = 3Y(3) + 6¥ ()Y (2) + Y1)
Gl) =YY 0) + (YY) + 5 Y2@2)d (V(0) + V(Y 2O (Y (0) + 1V (1)g@(v (0)

FEYY @)+ Y30 + Y)YV (3)g (¥ (0)

=3Y(6) +6(Y(1)Y(5) + Y (2)Y(4)) +3Y2(3) + Y3(2) + 3Y2(1)Y (4) + 6Y (1)Y (2)Y (3).

Sik=0,o0na:
1 3 1 1 1 1
Y2) =——|-Y(0)+1001 + - — - — = — + —
2) 2000[ 0)+ +8 4 2+8€4+462
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10 3.1 1 1 1 1 1 1
=— |-V 10014+ = — = — = — 4+ — Q1)+ =G(2) + =G(0
2000 | (0) + 100 +27 1 2+8€4+462+G(0)+2G()+3G()+3! ()}
10 -3 1 13 ) 1
_2000_—Y(O)+1002+8+864+462+2Y(1)+Y(2)+Y(1)+3J
1 [47990 1 1 3
= | —+ Y1)+ Y1)
1999 | 48 TaatiataY O+ U]
Sik=1,ona:
L ke k—k
1 9 1 1 1 11 11 (=)
Y(3) =—|-Y(1)—1001 — = — =4+ =4 — — — + = — Gky — k
3) 6000[ (1) -1001 =g =7 +5+3a 462+2[kzlkzlk2(k1—1)!(k—k2)! (ko =)
2=l k1=
1 kl 1 1 1 5 1 k-1 (_1)k1
Gk — k1) +— Y — Gk —k —1
+sz2 k1—1 (k — ka)! (ks = k) + 35 2 o Gl 1= 1)
ko=1k1=1 k=1 k1=0
5 k'—1
1 1 1,
_kﬂzlzkl!a(k—kl—l)”
k'=1 k1=0
1 9 1 1 1 1 1 3 1
= —| - — o — - = -2 -Y(1)-2(Y(2)+Y?1) - =
6000[ V) =100 =g =7+ 5+ g 462+G(0)+< ;Y 4(()+ M) 24
1 5 1
—3(3Y(3) +6Y(1)Y(2) +Y5(1)) — 17)1/(1)
5 [ 21 24014 1 13 1
- _|-= 4 — - — —S(Y(2)+Y?1) - - (6Y ()Y (2) +Y3(1))].
Sik=2,ona:
_ 2 ko k—k
1 1000 27 1 1 1 1 1 11 (=1)kk
Y(4) =—— |- Y@Q)+ —+ = - - — 4 4= — G(ko — k
4 12000 | A R T 4+864+4e2+2[;1;1k2(k1—1)!(k—k2)! (ko = F1)
2=l k1=
2 kl 1 1 5 1 k'—1 (71)]61 )
ko — ki) + = — K —ky —1
+sz2 k1—1 (k- k:z)G(2 1)+2!<Zk’z R W kD)
ko=1k1=1 k=1 k1=0
k'—1
—Z > G kl—l))”
k:’l k1=0
1 8029 1 11 1/121 15 39
= |- Y@+ —+ — 4+ S+ YD)+ =+ YO+ =(Y©@2)+ Y21
12000[ @)+ =5 +8e4+462+2[3 ()+2<60+4 ()+15( (2)+Y5(1))

+% <3Y(3) +6Y(1)Y(2) + Y3(1)) - % <3Y(4) +6(Y ()Y (4) +Y(2)Y(3)) + 3Y2(1)Y(2)>>}

VA1) +

1 [ 21 1928896 1 139 39

- Zy
12000 TR

a0V @+ =g T T T 16 50 1<3Y(3)+6Y(1)Y(2)+Y3(1)>

8

+15 (3Y( )+ 6(Y(1)Y(4) +Y(2)Y(3)) + 3Y2(1)Y(2)>]
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10 21 1928896 1 139 39 1
= — =Y (2 —+ - +=Y Y2(1) + = (3Y(3) + 6Y(1)Y (2
119997{ 60 Dt =g teatme T Wty W+ 8( (3) +6Y(1)Y(2)

+Y3(1)> + L (6(Y(1)Y(4) +Y(2)Y(3)) + 3Y2(1)Y(2)>] .

10

Sik=3,ona:
1 001 81 1 1 1 1
YG5) = —|—y@) 422 L L b b
(5) 20000[ G+ 3 38 31 T TR aue

U G — k) 3 L G(ky — k1)
[Zzlﬂ ]ﬁ—l k’ k‘g) 1 Z:Z:k kl_l)!(k_kQ)! 2 1

=lk1=

61k

1 3253 1 1 62 103 94
= | -Y(3 — (Y@ +Y%1)) - —=v1)- ——(3Y(3
20000[ (>+4320+3!8e4 3!462+72( (2) + ()) (1) 210( (3)

+6Y (1)Y(2) + Y3(1)> — <Y(4) +2Y(1)Y(3) + Y2(2) + Y2(1)Y(2)> - % <3Y(5) +6Y(1)Y(4)

+6Y(2)Y (3) + 3Y2(1)Y (3) + 3Y2<2>Y“)>]

14 492 3253 1 1 62 103 94
= - —Y(3 - — (Y2 +Y?*1)) - =—Yv(1 6Y (1)Y
280001[ 210 (3) + 4320 T 3181 31462 T 72( (2) + Y )> 560 (1) - < (DY (2)

+Y3(1)> - (Y(4) +2Y(1)Y(3) + Y2(2) + Y2(1)Y(2)> - ; <6Y(1)Y(4) +6Y(2)Y(3) +3Y2(1)Y(3)

+3Y2(2)Y(1)>} .
Sik=4,0na
1 1001 243 1 1 1 1
Y) = 35000 [ YWt T m e T s e
4 k2 k—ko
1 11 (=1)
- — — k) ky —k
+2[szz2(kz1—1)!(k—k) 1+sz2 k1—1 (k— k:)G(2 )
ko=1k1=1 =1k1=
7 k-1 7 k' —1
1 1 (=) 1 1 ,
+4!<Zk,z o~ G —k—1)= > — GO =k = 1)
k'=1 k1=0 k=1 k1=0
1 5205313 1 1 1[705 6642
= _— | -Y({4 — - Y1)+ ——(Y(2) +Y2(1
30000[ W+ 50060 * aset ~ 11z T2 [1728 (1)+ 60480( (2)+ ¥ )>
L0 5 19 ) )
+157 (BY () +6Y(DY(2) + Y3(1) ) + 5 (3Y(4) + 6V (1)Y (3) + 3Y?(2) + 3Y2(1)Y(2)

712 (35/(5) +6Y(1)Y (4) +6Y(2)Y(3) +3Y2%(1)Y(3) + 3Y2(2)Y(1)) + %8 <3Y(6) +6(Y(1)Y(5)
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+Y (2)Y (4) + %YQ(S)) +Y2(1)Y (4) + %YQ(l)Y(?)) +Y3(2) + 1Y(1)Y(2)Y(3)>”

6
56 1623 5205313 1 1 1] 705 6642
= - Y (4 - - Y1)+ ——— ([ Y(2) + Y31
1679999 [ 1680 )+ 120960 + 418et  44e2 2 [1728 (1)+ 60480 < (2)+YX )>
76 3 19 9 9 1
+—3Y(3)+6Y(1)Y(2)+Y°(1) ) + —= | 6Y(1)Y(3) +3Y=*(2) + 3Y*(1)Y(2) | + == | 3Y'(5)
144 840 72
2 1
+6Y (1)Y (4) +6Y(2)Y(3) +3Y2(1)Y(3) + 3Y2(2)Y(1)) + 163 (6(Y(1)Y(5) +Y(2)Y(4)+ 5Y2(3))
1 1
+Y2(1)Y (4) + 5Y2(1)Y(3) +Y3(2) + 6Y(1)Y(2)Y(3)>” .
Dans le tableau , on présente 'erreur
Ep = [Yexacte(®) — Sn(@)[loos n = 1,2, ...
en fonction n avec "
Sn(x) =Y (k)2
k=0
n=1 n=>5 n =10 n =15

E, || 0.632 | 6.190 x 10=* | 5.408 x 10~ | 5.4011 x 10~*

TABLE 3.3 — L’erreur entre la solution calculé avec la méthode d’Adomian et la solution exacte

pour I'exemple(3.3)

On remarque que erreur approche de zéro quand n est grand.
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Dans la figure (3.3), on a tracé la solution calculé avec la méthode d’Adomian et la solution

exacte de cet exemple.

—S

09F N
= = solution exacte

08 ~

0.6 ~

05¢ SO

04F ~ oA

03r

0.1F

—,

0
09r = = solution exacte

0.8

0.7

0.6

0.5

041

0.9

0.8~

0.7+

0.6

0.5+

0.4-

—_—

5

= = solution exacte | -

0.3

0.2

0.4

0.6

0.8

0.8

0.7F

051

041

—S,

5
= = solution exacte

0.3

0.2

0.4

F1GURE 3.3 — Comparaison entre la solution calculé avec la méthode

exacte pour 'exemple (3.3)
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3.2 La méthode de ’analyse d’Homotopie

Exemple 3.4.
Considérons I’équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra-Fredholm suivante :

-1/(1 1+2"
49" () + 22/ () + @(x) :100<( J””)fo T )>+48:c2+9:c4

x 1
+0,01/ (t+m)go2(t)dt+o,01/ (t +tx)p*(t)dt, 0 <z <1
0 0

©(0) =0, (1) =1
w=4, A(z) =2z, B(z) =
D’aprés théoréme ([2.1)), on a :
1

T 1
tu(z) + /0 {W(x,t)—o,m /0 R(z, y: 1) Ha(y, t)dy — 0,01 /0 R(m,y;l)Hg(y,t)dy}u(t)dt

:F(m)+0,01/0 (2,12 (/ Ha(y, 1 > dy + 0, 01/01R(:U,y;2)</01H2(y,t)u(t)dt>2dy.

Telque
u(x) = ¢'(
Wi(x,t) =t(Bx—1), 0 <t <z,
Wo(x,t) =3z(t—1), x <t <1,
R(z,y;0) =93+ Pz,
2! B
R.ypl) =55 i+ yo)y* ' = { Rz, 1) =2(y? + 2y?),
R(z,y;2) =y +xy,
t(y—l), 0<t<y,
HQ(yat) =
y(t—1), y<t <1,
p(x) = 3z,
-1 T . 1
F(z) = 1000 ((1 +z)(1+ x10)> + 4822 + 92 — 32+ 0, 01/ (v + y3z)dy + 0, 01/ (3 + 3z)dy.
0 0
Donc

1 T 1
u(z) +1/0 [W(:c,t)—O,Ol/O 2(y2—|—azy2)H2(y,t)dy—0,01/0 2(y2—|—:By2)H2(y,t)dy]u(t)dt

1 0,01 [* i 2 0,01 [! 1 2
7@ =22 o ( [t ouna) a- 232 oo ( [ meouna) a

(3.1)

On définit un opérateur non linéaire N par :

1 x 1
Nu(@)] = u(z) + i /0 [W(x,t) —0.01 /0 212 + 292) Ha(y, t)dy — 0,01 /O 2(y? +my2)H2(y,t)dy]u(t)dt

L - 00 <y+xy(/‘H2%><nﬁ>2 001 <y+xy</’ﬂ2%><ww)zy
(32
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D’apres et ., on a

Nlu(z)] =0, Yz € [0,1].
On prend u(z Zuz 7 et ug(x) =0

Up(z) = Up—1(z) + hRn [un—1(z)], avec

n—1
Rufis(a)] = 7 ! 5 [ ;Tn_lN(u(x)>]

. =0
w(z) = hN(ug(z)) = _ThF(x).
us(z) =i (@) + hRo[N(ur(2))] = ui(z) + h ;_N<u(a:))] .
jr=
=14 h)ui(z) "
1 T 1
+% /O [W(x,t) 0,01 /0 242 + 2y?) Ha(y, t)dy — 0,01 /0 242 + wy?) Ho(y, t)dy | ua () dt.

Dans le tableau (3.4)), on présente 'erreur F,, pour h = —0.89987 telque

En = [[Yyexacte(®) = Sn(®)|loos m = 1,2, ...

avec

b
2 m(b—x)+n(xr—a)+ / Hg(x,t)un(t)dt] .

E, | 5373x1072 | 5.219 x 1076 | 8.31 x 10~% | 8.315 x 108

TABLE 3.4 — L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de ’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour I'exemple (3.4)

Dans le tableau (3.5), on présente 'erreur E,, pour h = —0.92987.

n=1 n=> n =10 n=15

E, || 4.047 x 1072 | 1.047 x 1076 | 7.777 x 1078 | 7.777 x 1078

TABLE 3.5 — L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de ’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour I'exemple (3.4)
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Dans le tableau (3.6), on présente 'erreur E,, pour h = —0.87987.

n=1

n==>5

n =10

6.273 x 1072

1.371 x 107°

9.892 x 1078

9.922 x 10~8

TABLE 3.6 — L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de ’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour I'exemple (3.4)

Dans le tableau (3.7), on présente 'erreur E,, pour h = —0.90987.

E, || 4927 x 1072 | 2.893 x 1075 | 6.839 x 1078 | 6.843 x 1078

TABLE 3.7 — L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de ’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour I'exemple (3.4)

On remarque que lerreur approche de zéro quand n est grand.
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Dans la figure (3.4]), on a tracé la solution calculé avec la méthode de 'analyse d’Homotopie
et la solution exacte de cet exemple pour h = —0.90987, car pour ce h la solution approchée est
plus proche de la solution exacte.

—_— —_—
09F e 1 09- 5
= = solution exacte = = solution exacte
08r 1 08r
0.7r 1 0.7
06 1 06
05r ' 1 0.5
4
!
0.4r 7/ 1 04r
/
03r /) 1 0.3
4
0.2r / 1 02
/
’
01r , 1 0.1
”
- -
0 - —l L 1 0 1 L 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
1 1
ogf |~ 1 ogf |5 1
= = solution exacte = = solution exacte
0.8r 1 0.8 1
0.7 1 0.7 1
0.6 1 0.6 1
0.5 1 0.5r 1
0.4r 1 0.4r 1
0.3 1 0.3r 1
0.2 1 0.2r 1
0.1 1 0.1+ 1
0 ! . L 0 ! . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

FIGURE 3.4 — Comparaison entre la solution calculé avec la méthode de I'analyse d’Homotopie
et la solution exacte de 'exemple (3.4) pour h = —0.90987
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et la solution exacte de cet

Dans la figure (3.5)), on a tracé la solution du probléme
exemple pour h = —0.90987.

—\, e U

5
12 | = = solution exacte 127 | = = solution exacte

2 I 1 I L 2 | | I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
12 12
_Um _U15
10} | = = solution exacte 1 10} | = = solution exacte i
8 1 8r 1
6 1 6r 1
4 1 4r 1
2 1 2r 1
0 1 0 1
) I I . I ) 1 I I I
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

FI1GURE 3.5 — Comparaison entre la solution calculé u avec la méthode de ’analyse d’Homotopie
et la solution exacte de 'exemple (3.4) pour h = —0.90987
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Exemple 3.5.

Considérons I’équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra-Fredholm suivante :

8/ () = 8( cos(z) —sin(z)) — % (1 — 3cos(x) — 2sin(z) + Sin;2;p))
-1-0,02/0 sin(z — t)p ( )dt + 0, 02/O sin(x — t)p ( )ydt, 0<z <
@(0) =—1, p(m) =1

w=3_8, A(z) =0, B(z) =0.
D’aprés théoréme ([2.1)), on a :
™
8u(x) +/
0

:F(a:)+0,02/ (x,y;2 </ Hs(y,t)
0

[W(w,t) 0,02 /x Rz, y: 1) Ha(y, t)dy — 0 02/

™

; R(z,y; 1)H2(y,t)dy]U(t)dt

> dy + 0,02 /Oﬁ R(z, y; 2)(/5 Hg(y,t)u(t)dt)Qdy.

Telque
u(z) = ¢ (),
W(z,t) =0,
R(z,y;0) = Sm(i; v) (2y — ),
Rl = i @m0 = 8 Ryt =2 oy
R(.%', Y; 2) - Sln(::rg_ y) )
t(y—ﬂ), 0<t<y,
HZ(ya t) = {
y(t—m), y<t<m,
() =0, , -
F(z) = 8( cos(x) — sin(z)) — 50 1 —3cos(x) — 2sin(x) + sm(3:v)>
) +0, 02/0 Sm(fr;y)@y — m)2dy + 0, 02/0 Sm(fr;y)@y — 7)2dy.
we) -0 [ [ Dy, pay + [ w)fb(y,wdy} )t~ L F(a)

0,01 sin(z —
- 4 / (/ H2 y’

=0.

On définit un opérateur non linéaire N par :

0,01 sin(x —
- 4 / (/ H2 y:

o4

2
0,01 sin(z —y
o) ay =t [PREE( [

0,01 (™[ [*sin(z—y) T 8
_ 2 —
5 /0 [/0 (%Y 7T)lLIz(y,t)dzﬂr/O —

1 0,01 sin(z —
——F(x) - = Hs(
3 (z) 1 / (/ 2(y, 1)

o)

(3.3)

sin(z — y)

(2y — m)Ha(y, t)dy] u(t)dt

o)
)

(3.4)



D’apres (3.3]) et (3.4), on a
Nlu(x)] = 0,Vz € [0, 7].

On prend u(z ZUZ )78 et ug(x) =0

U (z) = Up—1(z )+hR [un—1(z)], avec

n—1
Rufinn (@] = 7 ! 5 [ ;TR_IN(u(a:))]

Ainsi i

ui(e) = hN(uo(x) = 5 Fz).

us(z) =i (@) + hRo[N(ur(2))] = ui(z) + h ;_N<u(x))] .
|7=0

= (1 + h)uy(z)

h/o7r |:/0$Sin(x2_y)(2yW)Hg(y,t)dqu/WSin(j‘TQ_y)(Qyﬂ_)HQ(y?t)dy Ul(t)dt.

2 s 0

Dans le tableau (3.8)), on présente 'erreur F,, pour h = —0.89987 telque

E, = Hyexacte@f) = Sn(x) ooy m =1,2, ...

avec
1

b
Su(w) = 5 m(b—2) + m(z —a) + / Hg(x,t)un(t)dt] .

E, || 1.294 x 107! | 1.540 x 1072 | 2.597 x 10~* | 9.200 x 107® | 9.211 x 107° | 9.212 x 107°

TABLE 3.8 — L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de I'analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour I'’exemple(3.5)

Dans le tableau (3.9), on présente 'erreur E,, pour h = —0.96987.

n=1 n =2 n=4 n==~6 n=2~8 n =10

E, || 3438 x 1073 | 1.464 x 1073 | 9.159 x 107° | 9.212 x 107° | 9.212 x 107° | 9.212 x 10~°

TABLE 3.9 — L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de ’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour I'exemple(3.5)

95



Dans le tableau (3.10), on présente 'erreur E,, pour h = —0.90987.

n=1

n=2

n=4

n==~6

E, || 9.774 x 1072

8.642 x 1073

1.125 x 1074

9.206 x 107°

9.212 x 107°

9.212 x 10~

Dans le tableau (3.11)), on présente 'erreur E,, pour h = —0.92987.

TABLE 3.10 — L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de ’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour I'exemple(3.5)

n=1

n =2

n=4

n==~6

E, || 7.662 x 1072

5.246 x 1073

9.062 x 107°

9.209 x 107°

9.212 x 107°

9.212 x 107°

On remarque que erreur approche de zéro quand n est grand.

o6

TABLE 3.11 — L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de ’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour I'exemple(3.5)




Dans la figure (3.6]), on a tracé la solution calculé avec la méthode de 'analyse d’Homotopie
et la solution exacte de cet exemple pour h = 0.96987, car pour ce h la solution approchée est

plus proche de la solution exacte.

15 T T
==
—S P
i 4
= = solution exacte y
1t
05r 1
o- i
05F 1
.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35
X
1.5
—S,
= = solution exacte
1r ]
0.5r 1
o ]
05 1
A . L . L L |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

FIGURE 3.6 — Comparaison entre

la solution calculé avec la méthode de ’analyse

et la solution exacte de 'exemple (3.5) pour h = —0.96987
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Dans la figure (3.7)), on a tracé la solution du probléme et la solution exacte de cet
exemple pour h = —0.96987.

1 1.5
N
—\, —_U,
= = solution exacte = = solution exacte
05r
0 L
05F
Ar
-1.5
0 35
X X
1.5 T 1.5
—_— Ua — Um
= = solution exacte = = solution exacte
35

FI1GURE 3.7 — Comparaison entre la solution calculé u avec la méthode de ’analyse d’Homotopie
et la solution exacte de 'exemple (3.5) pour h = —0.96987
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Exemple 3.6.
Considérons I’équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra-Fredholm suivante :
_36—333 4 2¢* ¢~ _e:v—4 6—z—2
10004 = 1001le™* — — —
#'(@) + lx) oo (P ) - (T - )
1

+/O cosh(z —t)yp ()dt+/0(cosh(ac—t) 3t)dt, 0 <z <1

w = 1000, A(z) =0, B(z) =
D’aprés théoréme ([2.1]), on a :

1 T 1
1000u(z) +/ [W(x t) — / R(z,y; 1)H2(y,t)dy—/0 R(z,y; I)Hg(y,t)dy]u(t)dt

/OZR:vy, </ Hj(y,t) dt) dy+/ Zny, (/ Hy(y,t) >ldy‘

=2
Telque
U(ZL') = 90//(:1;)’
Wi(z,t) =tlx—1), 0<t<uz,
Wz, t) =
WQ(xat) —l’(l‘f*]_)7 x<t<1,
( R(x,y;0) =cosh(x —y)(1—y+ e_ly)3,
3! R(z,y;1) =3cosh(x —y)(1—y+ e_ly)2,
R(z,y;l) = m cosh(z —y)(1 —y + e—ly)S—l -
vy R(z,y;2) =3cosh(z —y)(1 —y+ety),
R(xz,y;2) = cosh(z —y),

t(y_l)v 0§t§y>
HQ(ya t) =

nz) = (1-z+e o),

-3 -3z 2% ¢ % _ =4 —x—2
F(z) :1001e—x—< S e )-( ¢ ¢

_ (1 -1
3 +— g 4>(1m~|—e$)

T 1
+/ cosh(z —y)(1 — y + e ty)3dy + / cosh(z —y)(1 — y + e y)*dy.
0 0

Donc

1 x
u(x) —1—1[)1% [/0 [W(w,t) — /0 3cosh(z —y)(1 —y + e Yy)2 Ho(y, t)dy

1
- [ seosh(e — )1 -y e Hay >dy} (t)dt — F(z)

_ /Or 3 cosh(s — 4)(1— y+ e </ Hy(y.t ) dy — /Om cosh(z — y)</01 HQ(y,t)u(t)dt)sdy
_ /01 3cosh(z —y) (1 —y+e” </ Hy(y,t) > dy — /01 cosh(z — y) < /01 Hs(y, t)u(t)dt> 3dy] :
(3.5)
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On définit un opérateur non linéaire N par :

1

1 T
Nfu(a)] <>+1000[ [ - [ scosnte - -+ a0

1
/0 3cosh(z —y)(1 —y + e 'y) > Ha(y, t)dy} (t)dt — F(x)

/0 cosh(z — ( / Ha(y, t)u ()dt)gdy /0 1 cosh(ac—y)( /0 1H2(y,t)u(t)dt>3dy
/0 Scosh(z — )1 —y + e~y </ Hay, )u (t)dt)zdy

/013coshx— JA—y+e” y(/ Hy(y,t)u ()dt)zdy],

D’apres (3.5)) et (3.6), on a
Nlu(z)] = 0,Vz € [0, 1].

On prend u(z Zuz i et up(xz) =0
Un(x) = up—1(x) + hRn[un,l( )], avec

Ry [un—1(z)] = e i 01 [;:n__llN<u(5L‘))]

Ainsi

ui(x) = hN(up(z)) =

_h
T P(a).
Tooo” @)

ug(z) =wui(z)+ hRe[N(ui(z))] =wi(z)+h

)

|7=0

h

1 T
= (14 h)ui(z) + 1000 [/ [W(az,t) - /0 3cosh(z —y)(1 — y + e 'y)2 Ha(y, t)dy

1
- /0 3cosh(z —y)(1 —y + e ty)2 Hy(y, t)dy} uy(t)dt.

Dans le tableau (3.12), on présente 'erreur E,, pour h = —0.89987 telque

En = [[Yexacte(®) = Sn(®)|loos n = 1,2, ...

avec
1

b
5.(0) = g [0 )+l = )+ [ oot 0|
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8.568 x 1073

9.429 x 104

1.043 x 1074

1.284 x 107>

2.803 x 1076

TABLE 3.12 — L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de ’analyse d’Homotopie et la

solution exacte pour I'exemple(3.6)

Dans le tableau (3.13)), on présente 'erreur E,, pour h = —0.96987.

n=1

n =2

n=3

n=4

7.009 x 1073

6.314 x 104

5.746 x 107°

6.440 x 106

1.864 x 1076

TABLE 3.13 — L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de ’analyse d’Homotopie et la

solution exacte pour I'exemple(3.6))

Dans le tableau (3.14)), on présente 'erreur E,, pour h = —0.90987.

n=1

n =2

n=3

n=4

9.347 x 1073

1.122 x 1073

1.352 x 1074

1.764 x 107>

3.546 x 10~¢

TABLE 3.14 — L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de ’analyse d’Homotopie et la

solution exacte pour I'exemple(3.6))

Dans le tableau (3.15)), on présente 'erreur E,, pour h = —0.92987.

n=1

n =2

n=3

n=4

5.450 x 103

3.822 x 104

2.742 x 107°

3.070 x 1076

1.388 x 1076

TABLE 3.15 — L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de ’analyse d’Homotopie et la

solution exacte pour I'exemple(3.6))

On remarque que lerreur approche de zéro quand n est grand.
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Dans la figure (3.8]), on a tracé notre solution calculé avec la méthode de ’analyse d’Homotopie
et la solution exacte de cet exemple pour h = —0.96987, car pour ce h la solution approchée est
plus proche de la solution exacte.

—_— —S

1 2
1 = = solution exacte| | 1 = = solution exacte | |

03 L 1 I . 03 I " I L

—_— —S

4 5
1 = = solution exacte | | 1 = = solution exacte

03 . . . . 03 . . . .

FIGURE 3.8 — Comparaison entre la solution calculé avec la méthode de I'analyse d’Homotopie
et la solution exacte de 'exemple (3.4) pour h = —0.96987
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Dans la figure (3.9)), on a tracé la solution du probléme et la solution exacte de cet
exemple pour h = —0.96987.

1 T 1
\
\ —U, —_—U,
0.9 \ = = solution exacte | - 09F = = solution exacte |
08r 08
07 I 07 +
06 0.6
05r 0.5
041 04r
03 I 1 I I 03 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 08 1
X X
1 1
—VU, —
09F = = solution exacte | - 091 = = solution exacte | -
081 1 081 1
0.7 1 07r 1
061 1 061 1
0.5 1 05¢ 1
04r 1 041 1
03 I I 1 I 03 1 I L I
0 0.2 04 06 08 1 0 0.2 04 0.6 08 1
X X

FI1GURE 3.9 — Comparaison entre la solution calculé u avec la méthode de ’analyse d’Homotopie
et la solution exacte de 'exemple (3.4) pour h = —0.96987
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté un rappel sur les équations intégro-
différentielles non linéaires de Volterra-Fredholm, ensuite I'existence et 1'uni-
cité de la solution avec les hypothéses posé sur le probléme général. Aprés, on
a donné plusieurs résultats pour trouver la solution approchée de ces équa-
tions en utilisant la méthode de transformation d’Adomian et la méthode
de 'analyse d’Homotopie. Enfin, on a appliqué ces deux méthodes sur trois
exemples différents. Notre but revient a trouver la solution approchée de ces
équations. La comparaison entre les deux méthodes de solution utilisées au
cours de notre recherche nous a permis de constater que la méthode d’Ado-
mian est la plus appropriée a cause surtout de sa précision et son efficacité
rapide et immédiate.
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