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Introduction

Les équations intégro-différentielles ont été étudiés pour la première fois par Vito-Volterra.
Ces équations jouent un rôle très important dans plusieurs domaines tels que : les Mathéma-
tiques, la mécanique, la physique, la biologie,...etc
L’équation fonctionnelle que nous appelons équation intégro-différentielle est sous la forme sui-
vante :
ϕ(n)(x) = F (x, ϕ(x), ϕ′(x), ..., ϕ(n−1)(x)) + λ

∫
Ω
K(x, ϕ(t), ϕ′(t), ..., ϕ(n−1)(t))dt.

Avec :
Ω : ensemble mesurable.
ϕ : la fonction inconnue.
K : le noyau.
λ : paramètre numérique.
n :l’ordre de l’équation (n ∈ IN).

L’objectif de ce mémoire est de présenter la méthode de décomposition d’Adomian et la mé-
thode de transformation de l’analyse d’Homotopie de résolution numérique des équations intégro-
différentielles non linéaires de Volterra-Fredholm.

Ce mémoire se compose de trois chapitres :
• Le premier chapitre est un rappel sur les équations intégrales, les équations intégro-différentielles

non linéaires et quelques définitions et théorèmes du point fixe.

• Dans le deuxième chapitre, on présente la méthode de décomposition d’Adomian et la mé-
thode de transformation de l’analyse d’Homotopie, on étudie l’existence et l’unicité des
solutions continues pour les équations intégro-différentielles.

• Dans le troisième chapitre, on essaye de trouver la solution numérique de l’équation intégro-
différentielle non linéaire de Volterra-Fredholm avec l’étude de la convergence par les mé-
thodes choisies en estimant l’erreur qui résulte de la comparaison de la solution approchée
et la solution exacte et enfin une conclusion.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Quelques espaces fonctionnels

Définition 1.1. (Espace vectoriel normé [18])

Soit E un espace vectoriel sur le corps IK(IR ou lC), on appelle norme sur l’espace E toute
application notée ‖.‖ définie sur E à valeurs dans IR+, vérifiant les axiomes suivants :

1. ‖x‖ = 0⇔ x = 0, ∀x ∈ E. (Séparation)

2. ‖λx‖ = |λ|‖x‖, ∀x ∈ E, ∀λ ∈ IK. (Homogénéité)

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, ∀x, y ∈ E. (Inégalité triangulaire)

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Définition 1.2. (Espace métrique complet [18])

On dit que E est un espace métrique complet si toute suite de Cauchy de E converge dans
E.

Définition 1.3. (Espace de Banach [18])

Tout espace vectoriel normé complet est un espace de Banach.

Exemple 1.1.

(C([a, b], IR), ‖.‖∞) est un espace de Banach.

Définition 1.4. (Produit scalaire)

Soit E un espace vectoriel sur IR, un produit scalaire sur IR est application de E × E dans
IR, notée 〈., .〉 possède les propriétés suivantes :
∀ x, y, z ∈ E et α, β ∈ IR,

i) 〈αx+ βy, z〉 = α 〈x, z〉+ β 〈y, z〉 .
ii) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 .
iii) 〈x, x〉 ≥ 0.
iv) 〈x, x〉 = 0⇒ x = 0.

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace euclidien ou un est préhi-
bertien.

Remarque 1.

Un produit scalaire sur E définit une norme sur E par la formule suivante :

‖x‖E =
√
〈x, x〉.
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Définition 1.5. (Espace de Hilbert)

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire et qui est complet
pour la norme associée à ce produit scalaire.

Définition 1.6. (Espace C[a,b] [18])

C’est l’espace des fonctions continues sur [a, b], de norme

‖x‖ = max
t∈[a,b]

|x(t)|.

Exemple 1.2.

Soit C([a, b], IR) , l’espace des fonctions continues sur [a, b] à valeurs réelles .
Pour tout f ∈ C([a, b], IR), on pose

‖f‖1 =

∫ b

a
|f(x)|dx et ‖f‖∞ = sup

x∈[a,b]
|f(x)|.

Les applications ‖.‖1 et ‖.‖∞ sont des normes sur C([a, b], IR).

Définition 1.7. (Espace Ck[a,b] [18])

C’est l’espace des fonctions k fois continument dérivables sur [a, b], de norme

‖x‖ =
k∑
i=0

max
t∈[a,b]

|x(i)(t)|,

telle que x(0)(t) = x(t).

Théorème 1.1. (Théorème d’Ascoli-Arzéla)

Soit A ⊂ C(E,F ) est relativement compact si est seulement si :
1. A est équicontinue c’est-à-dire

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀f ∈ A, ∀t1, t2 ∈ [a, b] telque |t1 − t2| < δ ⇒ |f(t1)− f(t2)| < ε.

2. A est uniformément bornée.

1.2 Quelques théorèmes du point fixe

Théorème 1.2. ( Principe de contraction de Banach)

Soit (E, d) un espace métrique complet non vide et T : E → E une application contractante,
c’est-à-dire

∃ k ∈]0, 1[ telque ∀x, y ∈ E, d(T (x), T (y)) ≤ kd(x, y).

Alors T admet un point fixe unique x0 = T (x0) ∈ E.

Théorème 1.3. (Théorème du point fixe de Krasnoselski [6])

Soit K un sous ensemble non vide convexe fermé d’un espace de Banach (X, ‖.‖). Supposons
que A et B sont deux applications de K dans X telles que

i) A est continue et compact.
ii) Ax+By ∈ K, ∀x, y ∈ K.
iii) B est une contraction.
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Alors ∃ y ∈ K telque Ay +By = y.

Remarque 2.

a) Si A = 0, le théorème se résume au théorème de Banach.

b) Si B = 0, le théorème n’est autre que le théorème de Schauder.

Démonstration 1.1.

D’après la condition iii), on a :

‖(I −B)x− (I −B)y‖ = ‖(x− y)− (Bx−By)‖

≤ ‖x− y‖+ ‖Bx−By‖

≤ ‖x− y‖+ α‖x− y‖

≤ (1 + α)‖x− y‖.

(1.1)

D’autre part :
‖(I −B)x− (I −B)y‖ = ‖(x− y)− (Bx−By)‖

≥ ‖x− y‖ − ‖Bx−By‖

≥ ‖x− y‖ − α‖x− y‖

≥ ‖(1− α)‖‖x− y‖.

(1.2)

En résume,
(1− α)‖x− y‖ ≤ ‖(I −B)x− (I −B)y‖ ≤ (1 + α)‖x− y‖. (1.3)

Cette inégalité montre que (I −B) : K → (I −B)K est continue.
Montrons que (I −B)−1 existe et continue
On a :

‖(I −B)x− (I −B)y‖ 6= 0⇒ (I −B)x 6= (I −B)y.

On conclut que (I −B) est injective et comme (I −B) : K → (I −B)K, alors ∀y ∈ (I −B)K,
∃x ∈ K telque (I −B)x = y d’où (I −B) est surjective et donc (I −B)−1 existe.
Il reste à montrer (I −B)−1 : (I −B)K → K est continue.
Comme (I −B)−1 existe donc

‖(I −B)(x)− (I −B)(y)‖ ≥ (1− α)‖x− y‖

⇔ ‖x′ − y′‖ ≥ (1− α)‖(I −B)−1x′ − (I −B)−1y′‖.
(1.4)

Donc
‖(I −B)−1x′ − (I −B)−1y′‖ ≤ 1

1− α
‖x′ − y′‖ avec (1− α) 6= 0.

D’où (I −B)−1 est lipschitzienne donc continue.
Posons U = (I − B)−1A. Il est clair que U est une application compacte puisque U est une
composition d’une application continue avec une application compacte donc d’après le théorème
de Schauder U admet un point fixe c’est-à-dire

∃x ∈ K telque (I −B)−1Ax = x.

Ceci équivalent à dire Ax+Bx = x.
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1.3 Généralités sur les équations intégrales et les équations intégro-
différentielles

Définition 1.1. [18]

On appelle équation intégrale non linéaire une équation fonctionnelle où la fonction inconnue
figure sous le signe d’intégration. C’est en générale l’équation par rapport à l’inconnue ϕ de la
forme :

ϕ(x) = f(x) + λ

∫
Ω
K(x, t, ϕ(t))dt. (1.5)

où
ϕ(x) = f(x) + λ

∫
Ω
K(x, t)F (ϕ(t))dt. (1.6)

Avec Ω un espace mesuré, f une fonction mesurable donnée sur Ω.
λ : un scalaire donné qui peut être réel ou complexe (un paramètre numérique).
K : une fonction mesurable sur E3 appelée noyau de l’équation intégrale.
F : une fonction non linéaire avec toutes ces données, notre problème et de chercher la fonction ϕ
qui satisfait l’équation (1.5) où f, F et K sont des fonctions connues et ϕ la fonction inconnue.

Remarque 3.

Si on prend
K(x, t, ϕ(t)) = k(x, t)ϕ(t) où F (ϕ(t)) = ϕ(t),

les équations (1.5) et (1.6) deviennent linéaires.

1.3.1 Classification des équations intégrales non linéaires

Une équation intégrale non linéaire de Fredholm de premier espèce est de la forme :

f(x) + λ

∫ b

a
K(x, t, ϕ(t))dt = 0.

Une équation intégrale non linéaire de Fredholm de second espèce est de la forme :

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, t, ϕ(t))dt.

Une équation intégrale non linéaire de Volterra de premier espèce est de la forme :

f(x) + λ

∫ x

a
K(x, t, ϕ(t))dt = 0.

Une équation intégrale non linéaire de Volterra de second espèce est de la forme :

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a
K(x, t, ϕ(t))dt.

Exemple 1.3.

En illustrant par les exemples

1. cos(2x) + t+ 0, 01

∫ 1

−1
e−x cosh (ϕ(t))dt = 0.

2. ϕ(x) = x+ 1
2

∫ 1

0
(x− t)sin(ϕ(t))dt.
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3. 1− e3x +

∫ x

0
x

1

1 + ϕ2(t)
dt = 0.

4. ϕ(x) = x3 + 6x+ 4

∫ x

0
(x− 2t)ϕ2(t)dt.

respectivement.

Remarque 4.

1. Si f(x) = 0, alors l’équation est dite homogène.

2. Si f(x) 6= 0, alors l’équation est dite non homogène.

Définition 1.2.

Les équations intégro-différentielles apparaissent dans de nombreuses applications scientifiques,
surtout lorsque nous convertissons des problèmes à valeurs initiales ou des problèmes à valeurs
au bord en équations intégrales. Les équations intégro-différentielles contiennent à la fois des
opérateurs intégraux et différentiels. Les dérivées des fonctions inconnues peuvent apparaître
dans n’importe quel ordre.

ϕ(n)(x) = f(x) + λ

∫ g(x)

h(x)
K(x, t)F (ϕ(t))dt. (1.7)

Où h(x), g(x), f(x), λ et le noyau K(x, t) sont donnés.
Les équations intégro-différentielles seront classées en types distincts selon les bornes de l’inté-
gration et le noyau K(x, t). [21]

1.3.2 Classification des équations intégro-différentielles non linéaires

a) Équations intégro-différentielles de Fredholm
L’équation intégro-différentielle de Fredholm apparaît sous la forme :

ϕ(n)(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, t)F (ϕ(t))dt. (1.8)

où ϕ(n) indique la n-ème dérivée de ϕ(x).

Exemple 1.4.

ϕ′(x) = 1− 1
3x+

∫ 1

0
xϕ3(t)dt.

b) Équations intégro-différentielles de Volterra
Les équations intégro-différentielles de Volterra apparaissent lorsque nous convertissons
les problèmes à valeurs initiales en équations intégrales. L’équation intégro-différentielle
de Volterra contient la fonction inconnue ϕ(x) et l’une de ses dérivées ϕ(n)(x),n ≥ 1 à
l’intérieur et à l’extérieur du signe intégral. L’équation intégro-différentielle de Volterra
apparaît sous la forme suivante :

ϕ(n)(x) = f(x) +

∫ x

0
K(x, t)F (ϕ(t))dt. (1.9)

où ϕ(n)(x) indique la n-ème dérivée de ϕ(x).

Exemple 1.5.

ϕ′′(x) + ϕ(x) = sin (x)− cos (x) +

∫ x

0
teϕ(t)dt.
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c) Équations intégro-différentielles de Volterra-Fredholm
On appelle équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra-Fredholm une équation
de la forme :

ϕ(n)(x) = f(x) + λ

∫ x

a
K(x, t)F (ϕ(t))dt+ λ

∫ b

a
K(x, t)F (ϕ(t))dt.

où ϕ(n) indique la n-ème dérivée de ϕ(x).

Exemple 1.6.

1. ϕ′(x) = 2x3 + x+ 2

∫ x

0
(x− t)ϕ3(t)dt+ 2

∫ 1

0
(x− t)ϕ3(t)dt.

2. ϕ′′(x) + ϕ(x) = sin (x)− cos (x) +

∫ x

0
teϕ(t)dt+

∫ 1

0
teϕ(t)dt.

3. ϕ′′(x) + ϕ(x) = x− sin (x)−
∫ x

0
xt sinh (ϕ(t))dt+

∫ π
2

0
xt sinh (ϕ(t))dt.
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Chapitre 2

Résolution des équations
intégro-différentielles

2.1 Méthode de transformation différentielle(polynôme d’Ado-
mian)

Le traitement des équations intégro-différentielles non linéaires par la méthode de transformée
différentielle, elle consiste à remplacer le terme non linéaire par les polynômes d’Adomian pour
l’indice k, et les autres termes de l’équation donnée par la relation récurrente pour les composantes
de transformée différentielle pour le même but.[5, 17]

2.1.1 Polynôme d’Adomian

On utilise les polynômes d’Adomian pour trouver y(x), solution d’une équation non linéaire
notée g(y) [5, 9], telle que

y(x) =
∞∑
n=0

yn(x), g(y) =
∞∑
n=0

An.

g : opérateur non linéaire
An, (n ≥ 0) : polynômes d’Adomian donnés par la formule :

A0 = g(y0), An =
1

n!

[
dn

dλn
g

( ∞∑
i=0

λiyi

)]
λ=0

.

Les six premier polynômes d’Adomian [4, 20] :

A0 = g(y0).

A1 = 1
1!

[
d

dλ
g

( ∞∑
i=0

λiyi

)]
λ=0

= y1g
(1)(y0).

A2 = y2g
(1)(y0) + 1

2!y
2
1g

(2)(y0).

A3 = y3g
(1)(y0) + y1y2g

(2)(y0) + 1
3!y

3
1g

(3)(y0).

A4 = y4g
(1)(y0) + (y1y3 + 1

2!y
2
1)g(2)(y0) + 1

2!y
2
1y2g

(3)(y0) + 1
4!y

4
1g

(4)(y0).

A5 = y5g
(1)(y0) + (y2y3 + y1y4)g(2)(y0) + 1

2!(y
2
1y3 + y1y

2
2)g(3)(y0) + 1

3!y
3
1y2g

(4)(y0) + 1
5!y

5
1g

(5)(y0).

12



Alors on a la relation réccurente suivante :

A0 = g(y0), An =

n∑
k=1

Ckng
(k)(y0), n ≥ 1

les coefficients Ckn [7, 8] définie par

Ckn = yn, k ≤ 1

Ckn =
1

n

n−k∑
j=0

(j + 1)yj+1C
k−1
n−1−j , (2 ≤ k ≤ n)

2.1.2 Application de la méthode d’Adomian

Soit le problème du deuxième ordre [12, 15] suivant{
Ly = g(y) + f(x), (a ≤ x ≤ b)
y(a) = α, y(b) = β

(2.1)

telle que

L =
d2

dx2
,

f(x) : fonction continue.
g(y) :fonction analytique non linéaire.

L−1• =

∫ x

a

∫ t2

a
• dt1dt2,

on applique L−1 sur les deux membres de l’équation (2.1), on obtient

y(x)− y(a)− y′(a)(x− a) = L−1(g(y)) + L−1(f(x)). (2.2)

Soit (x = b), on obtient

y′(a) =
y(b)− y(a)− [L−1(g(y))]x=b − [L−1(f(x))]x=b

b− a
,

tel que

[L−1•]x=b =

∫ b

a

∫ b

a
• dt1dt2. (2.3)

Substituons l’équation (2.3) dans l’équation (2.2), on a

y(x) = y(a) +
y(b)− y(a)

b− a
(x− a)− x− a

b− a
[L−1g]x=b +L−1f +L−1g(y)− x− a

b− a
[L−1f ]x=b. (2.4)

y(x) =
∞∑
n=0

yn(x), g(y) =
∞∑
n=0

An.
y0 = y(a) +

y(b)− y(a)

b− a
(x− a)− x− a

x− b
[L−1f ]x=b + L−1f

yn+1 = L−1An −
x− a
x− b

[L−1An]x=b, n ≥ 0

13



2.1.3 La convergence de la méthode d’Adomian

Soit l’opérateur non linéaire g d’un espace de Hilbert H dans lui même, pour toute série
∞∑
i=0

yi convergente on définit g(y) par

g(y) =

n∑
i=0

Ai(y1, y2, ..., yi).

La méthode devient à déterminer la suite (Sn = y1 + y2 + ... + yn) à l’aide du schéma itératif
suivant :

Sn+1 = g(y0 + Sn), S0 = 0.

Alors il y a donc l’équivalence de la méthode d’Adomian et la relation qui correspond à la
résolution de l’équation S = g(y0 + S) qui conduit au problème du point fixe.
• Si g est contractante (‖g‖ < 1) alors la suite (Sn)n≥0 converge à l’unique solution de l’équation
g(y0 + S) = S, on a en plus yn = (Sn − Sn−1)−→n→∞0 [5, 11, 14].

Exemple 2.1. [11]

On considère le problème suivant :{
y′′(x) = ey, (0 ≤ x ≤ 1)
y(0) = 1, y(1) = 0,

la solution exacte est

y∗(x) = 2 ln
(
k sec

k(2x− 1)

4

)
− ln(2), où sec(x) =

1

cos(x)
,

telle que k satisfait k sec k
4 =
√

2.
On a

y(x) = y(a) +
y(b)− y(a)

b− a
(x− b)− x− a

b− a
[L−1f ]x=b + L−1f + L−1g(y)− x− a

b− a
[L−1g(y)]x=b.

De même, on a
f(x) = 0, g(y) = ey, (b = 1, a = 0)

telle que

L−1• =

∫ x

0

∫ t2

0
• dt1dt2.

Les plynômes d’Adomian de la fonction g(y) = ey sont :

A0 = g(y0) = ey0 .

A1 = ey0y1.

A2 = ey0(y2 +
y2

1

2
).

A3 = ey0(
y2

1

6
+ y1y2 + y3).

A4 = ey0(
y4

1

24
+

1

2
y2

1y2 +
y2

1

2
+ y1y3 + y4), ...

14



On a
y0 = 0,

yn = L−1An−1 − x[L−1An−1]x=1, n = 1, 2, ...

où on obtient

y1 = −x
2

+
x2

2
,

y2 =
x

24
− x3

12
+
x4

24
,

y3 = − x

160
+

x3

144
+
x4

96
+

x

24
− x5

60
+

x6

180
, ...

La solution approchée est

ỹ(x) = −x
2

+
x2

2
+

x

24
+

x

24
− x3

12
+
x4

24
− x

160
+

x3

144
+
x4

96
+

x

24
− x5

60
+

x6

180
+ ...

2.1.4 Résolution approchée des équations intégro-différentielles non linéaire
par la transformation différentielle d’Adomian

La transformation de la k-ième dérivée d’une fonction d’une seule variable est

Y (k) =
1

k!

[ dk
dxk

y(x)
]
x=x0

. (2.5)

La transformée inverse est définie par

y(x) =
∞∑
k=0

Y (k)(x− x0)k.

Dans ce travail nous utilisons une lettre miniscule pour les fonctions originales et une lettre
majuscule pour la transformée de la fonction. [3]
On a les résultats suivants :

Théorème 2.1. [1, 2, 10]

1. Si y(x) = f(x)± h(x), alors Y (k) = F (k)±H(k).

2. Si y(x) = cf(x), alors Y (k) = cF (k) telle que c est constante.

3. Si y(x) = f (n)(x), alors Y (k) =
(k + n)!

k!
F (k).

4. Si y(x) = f(x)h(x), alors Y (k) =

k∑
k1

F (k1)H(k − k1).

5. Si y(x) = xm, alors Y (k) = δ(k −m), telle que

δ(k −m) =

{
1, k = m
0, k 6= m

6. Si y(x) =

∫ x

x0

f(t)dt, alors Y (k) =
F (k − 1)

k
, k ≥ 1.
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7. Si y(x) =

∫ x

x0

f1(t)f2(t)dt, alors Y (k) =
1

k

k−1∑
k1=0

F1(k1)F2(k − k1 − 1), k ≥ 1.

8. Si y(x) = f(x)

∫ x

x0

h1(t)h2(t)dt, alors

Y (k) =

k∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2
H1(k1 − 1)H2(k2 − k1)H1(k − k2), k ≥ 1.

9. y(x) = eλx alors Y (k) =
λk

k!
, λ constante.

10. y(x) = cos(ωx+ α), Y (k) =
ωk

k!
cos(

kπ

2
+ α).

11. y(x) = sin(ωx+ α), Y (k) =
ωk

k!
sin(

kπ

2
+ α).

La relation suivante est utile dans la solution des équations intégro-différentielles de Fredholm,
elle peut être obtenue à partir de∫ b

a
f1(t)f2(t)dt =

∞∑
k1=1

{
1

k
[(b− x0)k − (a− x0)k]

k−1∑
k1=0

F1(k1)F2(k − k1 − 1)

}
.

2.1.5 Transformation différentielle d’une fonction non linéaire

g : opérateur non linéaire.
g(y) : fonction analytique non linéaire, alors

g(y) =
∞∑
n=0

An, An =
1

n!

[
dn

dλn

[
g

( ∞∑
i=0

λiyi

)]]
λ=0

. (2.6)

An : polynômes d’Adomian.
Ainsi les composantes de la transformée différentielle de g(y) sont calculées en utilisant leurs
propriétés. [3]
Pour x = 0, on a

G(0) = g(Y (0)).

G(1) = Y (1)g(1)(Y (0)).

G(2) = Y (2)g(1)(Y (0)) + 1
2!Y

2(1)g(2)(Y (0)).

G(3) = Y (3)g(1)(Y (0)) + Y (1)Y (2)g(2)(Y (0)) + 1
3!Y

3(1)g(3)(Y (0)).

G(4) = Y (4)g(1)(Y (0)) + (Y (1)Y (3) +
1

2!
Y (2))g(2)(Y (0)) +

1

2!
Y 2(1)Y (2)g(3)(Y (0)) +

1

4!
Y 4(1)g(4)(Y (0)).

(2.7)
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2.1.6 Applications numériques

Appliquons la méthode proposée sur les exemples suivants avec des types non-linéaires.

Exemple 2.2. [3]

On considère l’équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra

y′′(x)− 6y(x) = −4 + 8

∫ x

0
ty(t) ln y(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1, (2.8)

telle que les conditions initiales
y(0) = 1 et y′(0) = 0. (2.9)

On applique la transformée différentielle pour l’équation (2.8), on obtient

(k + 1)(k + 2)Y (k + 2)− 6Y (k) = −4δ(k) +
8

k
G(k − 2), (2.10)

telle que G(k) sont polynômes d’Adomian de la fonction non linéaire g(y) = y ln(y).
substituons k=0, k=1 dans l’équation (2.10), on obtient :

2Y (2)− 6Y (0) = −4.

6Y (3)− 6Y (1) = 0.

Pour k ≥ 2 l’équation (2.10) devient

Y (k + 2) =
1

(k + 1)(k + 2)

[
6Y (k) +

8

k
G(k − 2)

]
.

La transformée de la condition initiale (2.10) en utilisant (2.6)

Y (0) = 1 et Y (1) = 0.

On utilise la relation (2.6) pour calculer les polynômes d’Adomian pour la fonction non linéaire

g(y) = y ln y.

G(0) = Y (0) = 1.

G(1) = Y (1).

G(2) = Y (2)− 1
2Y

2(1).

G(3) = Y (3)− Y (1)Y (2) + 1
3Y

3(1).

G(4) = Y (4)− Y (1)Y (3) + 1
2Y

2(2) + Y 2(1)Y (2)− 1
4Y

4(1).

G(5) = Y (5)− Y (2)Y (3)− Y (1)Y (4) + Y 2(1)Y (3) + Y (1)Y 2(2)− Y 3(1)Y (2) + 1
5Y

5(1).

G(6) = Y (6)− 1
2Y

2(3)− Y (2)Y (4)− Y (1)Y (5) + 1
2Y

2(1)Y 2(2)

+1
3Y

3(1)Y (3)− 3
2Y

2(1)Y 2(2)− Y 3(1)Y (3) + Y 4(1)Y (2)− 1
6Y

6(1).

En utilisant la transformée inverse, on obtient la solution approximative

y(x) = 1 + x2 +
1

2!
x4 +

1

6
x6 +

1

24
x8 +

1

120
x10 +O(x11).
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Exemple 2.3. [3]

On considère l’équation intégro-différentielle non linéaire de Fredholm

(x3 + 1)y(4)(x)− 8

315
y′(x) =

x2

8
+

∫ 1

0
xt(x+ t)y3(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1, (2.11)

les conditions initiales sont :

y(0) = −1, y′(0) = 0, y′′(0) = 2, y(3)(0) = 0. (2.12)

Les transformées différentielles de (2.11)et les conditions initiales (2.13) sont :

Y (k + 4) =
k!

(k + 4)!

[
k!

(k − 3)!
Y (k) +

8(k + 1)

315
Y (k + 1) + (

1

8
+ α)δ(k − 2) + βδ(k − 1)

]
, (2.13)

telle que

α =

∫ 1

0
ty3(t)dt, β =

∫ 1

0
t2y3(t)dt, (2.14)

et
Y (0) = −1, Y (1) = 0, Y (3) = 0, Y (4) = 0.

Substituant k = 1 et k = 2 dans l’équation (2.13) donc

Y (5) =
2

4725
+

β

120
.

Y (6) =
1

2880
+

α

360
.

La relation suivante est obtenue à partir de l’équation (2.14)

Y (k + 4) =
k!

(k + 4)!

[
− k!

(k − 3)!
Y (k) +

8(k + 1)

315
Y (k + 1)

]
k≥3

.

Par (2.14), on peut montrer que :

α =
N∑
k=2

G(k − 2)

k
, β =

N∑
k=3

G(k − 3)

k
.

G(0) = Y 2(0) = −1.

G(1) = −3Y (1).

G(2) = 3Y (2) + Y (1)Y (2)− 3Y 2(1).

G(3) = 3Y (3)− 6Y (1)Y (2) + Y 3(1).

G(4) = 3Y (4)− 6Y (1)Y (3)− 3Y 2(2) + 3Y 2(1)Y (2).

G(5) = 3Y (5)− 6(Y (2)Y (3) + Y (1)Y (4)) + 3(Y 2(1)Y (3) + Y (1)Y 2(2)).

G(6) = 3Y (6)− (3Y 2(3) + 6Y (2)Y (4) + 6Y (1)Y (5)) + Y 3(2) + 6Y (1)Y (3) + 3Y 2(1)Y (4).

α = −1

8
, β = − 16

315
,

la solution est : y(x) = −1 + x2.
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2.2 Méthode de la transformation de l’analyse d’Homotopie

Cette méthode a été prouvée comme l’une des techniques pour résoudre de nombreuses équa-
tions fonctionnelles linéaires et non linéaires. Avant de donner le principe de cette méthode avec
des exemples appliquées sur les équations intégro-différentielles, on présente un tout petit peu
d’Homotopie. [17]

Définition 2.1. Applications Homotopies [19]

On se donne deux espaces topologiques X et Y , deux fonctions continues f, g : X → Y , elles
sont dites Homotopes

(
dans Y

)
s’il existe une application continue H : X × [0, 1]→ Y telle que

∀x ∈ X,H(x, 0) = f(x),

∀x ∈ X,H(x, 1) = g(x),

on dit alors que H est une Homotopie de f à g.
Autrement dit, selon les valeurs du paramètre t la fonction H passe continûment de f pour
(t = 0) et (pour t = 1).Chaque valeur du paramètre t correspond à une fonction :

ht : X → Y, x 7→ H(x, t), "située entre fet g"

Une autre manière de le voir est que pour chaque x ∈ X, la fonction H définit un chemin γx
reliant f(x) à g(x).

γx : [0, 1]→ Y, t 7→ H(x, t).

Exemple 2.4.

On prend X = R, Y = R, f(x) = 1 et g(x) = −1 alors, f et g sont homotopes dans Y via la
fonction continue :

H(x, t) = 1− 2t.

( à noter dans cet exemple, rien de dépend de la variable x, ce qui est exceptionnel... ).
NB : La mention " homotope dans Y " peut s’avérer très importante : en effet dans l’exemple
précédent si on remplace Y = R par le sous-espace Y ′ = R∗, f et g sont toujours à valeurs dans
Y ′ mais elles ne sont pas homotopes dans Y ′, car il n’existe pas la fonction continue reliant -1 à
1 dans R∗( le théorème des valeurs intermédiares).

Exemple 2.5.

On prend X = [0, 1], Y = C, f(x) = e2iπx et g(x) = 0, f décrit un cercle de rayon unité
autour de l’origine : g reste à l’origine. Alors f et g sont homotopes via la fonction continue :
H(x, t) = (1 − t)e2iπx

(
pour chaque valeur de t la fonction ht(x) = H(x, t) décrit un cercle de

rayon 1− t autour de l’origine
)
.

• L’équation de déformation d’ordre zéro qui est définie par le Mathématicien Liao :

(1− q)L[H(x, q)− y0(x)] = hqN [H(x, q)], q ∈ [0, 1]

N : un opérateur non linéaire.

L : opérateur de Laplace.
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2.2.1 Application de la méthode de transformée d’Homotopie sur l’équation
intégro-différentielle de Volterra en utilisant l’opérateur de Laplace

Soit l’équation intégro-différentielle de Volterra :

y(n)(x) = f(x) +

∫ x

0
K(x, t)y(t)dt, (0 ≤ x ≤ 1) (2.15)

avec les conditions initiales

y(0) = α0, y
′(0) = α1, ..., y

(n−1)(0) = αn−1.

L : opérateur de Laplace

L[y(n)(x)] = L[f(x)] + L

[∫ x

0
K(x, t)y(t)dt

]
.

• On définit l’équation non linéaire N comme suit :

N [H(x, q)] = L[H(n)(x, q)]− L[f(x)]− L

[∫ x

0
K(x, t)H(t, q)dt

]
,

telle que q ∈ [0, 1].
On note que l’opérateur non linéaire N vérifie N [y(x)] = 0, où y(x) est une fonction
inconnue de l’équation intégro-différentielle.

• Montrons que y(x) = y0(x) +

∞∑
m=1

ym(x).

Par le développement de Taylor de H(x, q) on a :

H(x, q) = H(x, 0) +

∞∑
m=1

1

m!
.
∂mH(x, q)

∂qm

∣∣∣∣∣
q≡0

.

On pose

ym(x) =
1

m!
.
∂mH(x, q)

∂qm

∣∣∣∣∣
q≡0

.

On obtient

y(x) = y0(x) +
∞∑
m=1

ym(x), avec y0 = H(x0, q).

On a
(1− q)L[H(x, q)− y0(x)] = hqN [H(x, q)]. (2.16)

La dérivée de (2.16) donne :

−L[H(x, q)− y0(x)] + (1− q)L
[∂H(x, q)

∂q

]
= hN [H(x, q)] + qh

∂N [H(x, q)]

∂q
.

Pour q = 0, on obtient :

L
[∂H(x, 0)

∂q

]
= hN [H(x, 0)].

On a

ym(x) =
1

m!
.
∂mH(x, q)

∂qm

∣∣∣∣∣
q≡0

.
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Pour m = 1, on obtient :

y1(x) =
1

1!
.
∂H(x, q)

∂q

∣∣∣∣∣
q≡0

.

−→y m = (y0(x), y1(x), y2(x), ..., ym(x)).

L’équation de déformation d’ordre m est

L[ym(x)−Xmym−1(x)] = hRm(ym−1(x)).

Rm(ym−1(x)) =
1

(m− 1)!
.
∂m−1H(x, q)

∂q(m−1)

∣∣∣∣∣
q≡0

.

Xm =

{
0, m ≤ 1
1, m > 1

y(x) =

M∑
m=0

ym(x). (2.17)

Pour M →∞, on obtient une approximation précise de l’équation originale.

2.2.2 Convergence de la méthode

Définition 2.2. [13, 16]

Soit ϕm(x), m = 0, 1, 2, 3..., n. L’approximation successive de la solution y(x) du problème
si les constantes positives P,L existent telle que

L = lim
m→∞

|ϕm+1(xi)− y(xi)|
|ϕn(xi)− y(xi)|P

, i = 0, 1, 2, ..., n

alors la méthode est converge.

P : l’ordre de la convergence.

L : facteur de la convergence.

2.2.3 Estimation de l’erreur

Définition 2.3. [16]

L’erreur relative δn de n termes d’approximation de la méthode d’analyse d’Homotopie est
donnée par :

δn =

∣∣uexacte(x)− uapprochée(x)
∣∣∣∣uexacte(x)

∣∣ .

L’erreur maximale est définie par :

En = ‖yexacte(x)− ϕn(x)‖∞, n = 1, 2, ...

où n est le nombre d’itérations.
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Exemple 2.6.

Nous utilisons la méthode proposé pour trouver la solution approximative de l’équation
intégro-différentielle suivante :
Soit le problème 

y(8)(x) = −8ex + x2 + y(x) +

∫ 1

0
x2y′(t)dt,

y(0) = 1, y′(0) = 0, y′′(0) = −1, y(3)(0) = −2,

y(4)(0) = −3, y(5)(0) = −4, y(6)(0) = −5, y(7)(0) = −6.

(2.18)

La solution exacte est
y(x) = ex − xex.

On applique la tranformation de Laplace des deux cotés de (2.18)

L[y(8)(x)] = L[−8ex + x2] + L[y(x)] +
2

s3

∫ 1

0
y′(t)dt

⇐⇒ s8L[y(x)] −s7y(0)− s6y′(0)− s5y′′(0)− s4y(3)(0)− s3y(4)(0)− s2y(5)(0)

−sy(6)(0)− y(7)(0) +
8

s− 1
− 2

s3
− L[y(x)]− 2

s3

∫ 1

0
y′(t)dt

= 0.

tenant compte les conditions initiales

L[y(x)] +
(
− s7

(s8 − 1)
+

s5

(s8 − 1)
+

2s4

(s8 − 1)
+

3s3

(s8 − 1)
+

4s2

(s8 − 1)
+

5s

(s8 − 1)

+
6

(s8 − 1)
+

8

(s8 − 1)(s− 1)
− 2

s3(s8 − 1)

)
− 2

s3(s8 − 1)

∫ 1

0
y′(t)dt

= 0.

On définit l’équation non linéaire N comme suit :

N [H(x, t; q)] = L[H(x, t; q)]

+
(
− s7

(s8
1)

+
s5

(s8
1)

+
2s4

(s8
1)

+
3s3

(s8
1)

+
4s2

(s8
1)

+
5s

(s8
1)

+
6

(s8
1)

+
8

(s8
1)(s− 1)

− 2

s3(s8
1)

)

− 2

s3(s8 − 1)

∫ 1

0
y′(t)dt

= 0.

L’équation de déformation du m-ème ordre

ym(x, t) = Xmym−1(x, t) + hL−1(Rm(−→y m−1(x, t))),

telle que

Rm(−→y m−1) = L[ym−1] +
(
− s7

(s8 − 1)
+

s5

(s8 − 1)
+

2s4

(s8 − 1)
+

3s3

(s8 − 1)
+

4s2

(s8 − 1)

+
5s

(s8 − 1)
+

6

(s8 − 1)
+

8

(s8 − 1)(s− 1)
− 2

s3(s8 − 1)

)
− 2

s3(s8 − 1)

∫ 1

0
y′(t)dt

= 0.
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Donc, on trouve :

y0(x) = 0.

y1(x) = exhx+ +hx2 + 1
2

(
cos[x]− 3cosh[x]− 2sinh[x]− 2sin

[
x√
2

]
sinh

[
x√
2

])
.

y2(x) = exh(1 + h)−
ht2
(
h+ e

(
− 4 + h

(
e − 2

(
6 + cos[1]− 2 sin

[
1√
2

]
sinh

[
1√
2

]))))
4e

+

h
(

cosh[x]
(
h+ e

(
− 12 + h

(
− 20 + e − 2 cos[1] + 4 sin

[
1√
2

]
sinh

[
1√
2

])))
8e

−
8e(1 + h sinh[x]) +

(
h+ e

(
− 4 + h

(
− 12 + e − 2 cos[1] + 4 sin

[
1√
2

]
sinh

[
1√
2

])))
8e

+

(
cos[x]− 2 sin

[
x√
2

]
sinh

[
x√
2

]))
8e

.

Pour h = −1, on aura la solution :

y(x) = lim
n→∞

ϕn(x) = lim
n→∞

n−1∑
i=0

yi(x) = ex − xex.

2.3 L’existence et l’unicité des solutions des équations intégro-
différentielles non linéaires

2.3.1 Les hypothèses de l’existence et l’unicité de la solution

Afin de prouver tous les théorèmes, on considère les hypothèses suivantes :

H.1 Les fonctions A et B sont des éléments de l’espace C(I, IR).

H.2 La fonction connue f est un élément de l’espace C2(I, IR).

H.3 Pour chaque y ∈ I le noyau (x, y) 7→ ψ(x, y) est continue en x, x ∈ IR.(∫ b

a
(ψ(x, y))2dy

) 1
2

≤ γ, ∀x ∈ I, γ > 0. (2.19)

H.4
(
α+ (k1|λ1|+ |λ2|)C∗(1)

)
≤ |ω|, où α = (b− a)(‖A‖∞ + (b− a)‖B‖∞),

C∗(l) =

(
p
l

)
γ(b− a)2l+ 1

2 (d∗(l))
1
2

(2p− 2l + 1)
1
2

, (2.20)

et
d∗(l) =

{
η2p−2l

2 + η2p−2l−1
2 η1 + ...+ η2p−2l

1

}
.

H.5
(
α+ (|λ1|+ |λ2|)Λ

)
≤ |ω|, où

Λ =

p∑
l=1

e(l)C∗(l)

(b− a)3l−3
,

où I = [a, b], k1 = 1.
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Théorème 2.1.

Soit le problème aux limites

ωφ′′(x) +A(x)φ′(x) +B(x)φ(x) = f(x) + λ1

∫ x

a
ψ(x, y)[φ(y)]pdy

+λ2

∫ b

a
ψ(x, y)[φ(y)]pdy, ∀x ∈ [a, b],

(2.21)

avec les conditions initiales

φ(a) = η1, φ(b) = η2, η1, η2 ∈ IR, (2.22)

qui satisfait les conditions (H.1), (H.2) et (H.3).
Alors (2.21) est équivalante à l’équation intégrale non linéaire de Volterra-Fredholm suivante :

ωu(x) +

∫ b

a

[
W (x, t)− λ1

∫ x

a
R(x, y; 1)H2(y, t)dy − λ2

∫ b

a
R(x, y; 1)H2(y, t)dy

]
u(t)dt

= F (x) + λ1

∫ x

a

p∑
l=2

R(x, y; l)

(∫ b

a
H2(y, t)u(t)dt

)l
dy

+λ2

∫ b

a

p∑
l=2

R(x, y; l)

(∫ b

a
H2(y, t)u(t)dt

)l
dy.

(2.23)
Où

u(x) := φ′′(x), (2.24)

W (x, t) :=
1

b− a
×


W1(x, t) = (t− a)(A(x)− (b− x)B(x)), a ≤ t ≤ x,

W2(x, t) = (t− b)(A(x)− (a− x)B(x)), x ≤ t ≤ 1,
(2.25)

R(x, y; l) :=

(
p
l

)
ψ(x, y)

(b− a)p
[η1(b− y) + η2(y − a)]p−l, (2.26)

H2(y, t) :=


(b− y)(a− t), a ≤ t ≤ y,

(a− y)(b− t), y ≤ t ≤ b,
(2.27)

µ(x) :=
1

b− a
(
η1[−A(x) + (b− x)B(x)] + η2[A(x) + (x− a)B(x)]

)
, (2.28)

F (x) := f(x)− µ(x) + λ1

∫ x

a
R(x, y; 0)dy + λ2

∫ b

a
R(x, y; 0)dy. (2.29)

Démonstration 2.1.

Soit φ′′(x) := u(x), avec la fonction x 7→ u(x) est à valeur dans l’espace C(I, IR).
Nous avons

φ′(x) = φ′(a) +

∫ x

a
u(t)dt, (2.30)

et
φ(a) = η1 + (x− a)φ′(a) +

∫ x

a
(x− t)u(t)dt. (2.31)
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On remplace x par b dans l’équation (2.31), puis on utilise les équations (2.30) et (2.31), on
trouve :

φ′(x) =
1

b− a

[
(η2 − η1) +

∫ b

a
H1(x, t)u(t)dt

]
, (2.32)

φ(x) =
1

b− a

[
η1(b− x) + η2(x− a) +

∫ b

a
H2(x, t)u(t)dt

]
. (2.33)

Où

H1(x, t) :=


(t− a), a ≤ t ≤ x,

(t− b), x ≤ t ≤ b,

H2(x, t) :=


(b− x)(a− t), a ≤ t ≤ x,

(a− x)(b− t), x ≤ t ≤ b,
et

[φ(x)]p =
1

b− a

p∑
l=0

(
p
l

)
[η1(b− x) + η2(x− a)]p−l

(∫ b

a
H2(x, t)u(t)dt

)l
. (2.34)

Substituons les équations (2.32) et (2.34) dans l’équation (2.21), on trouve

ωu(x) +
1

b− a

∫ b

a
[A(x)H1(x, t) +B(x)H2(x, t)]u(t)dt− λ1

∫ x

a
R(x, y; 1)H2(y, t)dyu(t)dt

−λ2

∫ b

a
R(x, y; 1)H2(y, t)dyu(t)dt

= F (x) + λ1

∫ x

a

p∑
l=2

R(x, y; l)

∫ b

a
H2(x, t)u(t)dt

l

+λ2

∫ b

a

p∑
l=2

R(x, y; l)

∫ b

a
H2(x, t)u(t)dt

l

.

⇐⇒

ωu(x) +

∫ b

a
[W (x, t) −λ1

∫ x

a
R(x, y; 1)H2(y, t)dy

−λ2

∫ b

a
R(x, y; 1)H2(y, t)dy]u(t)dt

= F (x) + λ1

∫ x

a

p∑
l=2

R(x, y; l)

∫ b

a
H2(x, t)u(t)dt

l

+λ2

∫ b

a

p∑
l=2

R(x, y; l)

∫ b

a
H2(x, t)u(t)dt

l

.

(2.35)

Avec W (x, t), R(x, y; l), µ(x) et F (x) sont définis dans les équations (2.25), (2.26), (2.28)
et (2.29) respectivement.
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2.3.2 L’existence d’une solution continue

Théorème 2.2.

Si l’équation intégrale non linéaire de Volterra-Fredholm (2.35) satisfait les conditions de
(H.1) jusqu’à (H.4). Alors elle admet une solution continue.

Démonstration 2.2.

Soit Γr = {u ∈ C(I, IR) : ‖u‖∞ = supx∈I |u(x)| ≤ r}. Le rayon r est une solution de l’équation

p∑
l=2

(|λ1|kl1 + |λ2|)C∗(l)rl) + [(α+ k1|λ1|+ |λ2|)C∗(1)− |ω|]r + ‖F‖∞ = 0.

Où k1 est une borne supérieure de |H2(x, t)|.
Pour u1, u2 ∈ Γr, on définit les deux opérateurs suivants à partir de l’équation (2.23)

(Tu1)(x) =
1

ω
F (x)− 1

ω

∫ b

a

[
W (x, t)− λ1

∫ x

a
R(x, y; 1)H2(y, t)dy

−λ2

∫ b

a
R(x, y; 1)H2(y, t)dy

]
u(t)dt.

(2.36)

(Wu2)(x) =
λ1

ω

∫ x

a

p∑
l=2

R(x, y; l)

∫ b

a
H2(y, t)u(t)dt

l

dy

+
λ2

ω

∫ b

a

p∑
l=2

R(x, y; l)

∫ b

a
H2(y, t)u(t)dt

l

dy.

(2.37)

Alors

|(Tu1)(x)| ≤ 1

|ω|
|F (x)|+ r

|ω|

∫ b

a
|W (x, t)|dt

+
|λ1|r
|ω|

∫ x

a

∫ b

a
|R(x, y; 1)||H2(y, t)|dtdy

+
|λ2|r
|ω|

∫ b

a

∫ b

a
|R(x, y; 1)||H2(y, t)|dtdy

≤ 1

|ω|
|F (x)|+ ar

|ω|
+

k1|λ1|pr
|ω|(b− a)p−3

∫ b

a

|ψ(x, y)|
|(η1 − η2)y + (η2b− η1a)|1−p

dy

+
|λ2|pr

|ω|(b− a)p−3

∫ b

a

|ψ(x, y)|
|(η1 − η2)y + (η2b− η1a)|1−p

dy

≤ 1

|ω|
|F (x)|+ ar

|ω|
+ (k1|λ1|+ |λ2|)

p(b− a)
5
2 (d∗(1))

1
2 r

|ω|(2p− 1)
1
2

∫ b

a
(ψ(x, y))2dy

 1
2

.

Donc
‖(Tu1)(x)‖∞ ≤ 1

|ω|
‖F (x)‖∞ +

1

|ω|
(α+ (k1|λ1|+ |λ2|)C∗(1))r. (2.38)
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De même,

|(Wu2)(x)| ≤ |λ1|
|ω|

∫ x

a

p∑
l=2

|R(x, y; l)|
∫ b

a
|H2(y, t)u(t)|dt

l

dy

+
|λ2|
|ω|

∫ b

a

p∑
l=2

|R(x, y; l)|
∫ b

a
|H2(y, t)u(t)|dt

l

dy

≤ |λ1|
p∑
l=2

(
p
l

)
(b− a)2l+ 1

2 (d∗(l))
1
2 (k1r)

l

|ω|(2p− 2l + 1)
1
2

∫ b

a
(ψ(x, y))2dy

 1
2

+ |λ2|
p∑
l=2

(
p
l

)
(b− a)2l+ 1

2 (d∗(l))
1
2 rl

|ω|(2p− 2l + 1)
1
2

∫ b

a
(ψ(x, y))2dy

 1
2

.

Donc

‖(Wu2)(x)‖∞ ≤ 1

|ω|

p∑
l=2

(
|λ1|kl1 + |λ2|

)
C∗(l)rl. (2.39)

Utilisant les équations (2.38) et (2.39), on trouve

‖T (u1)−W (u2)‖∞ ≤ ‖T (u1)‖∞ + ‖W (u2)‖∞

≤ 1

|ω|
‖F (x)‖∞ +

r

|ω|
(α+ (k1|λ1|+ |λ2|)C∗(1))r

+
1

|ω|

p∑
l=2

(|λ1|kl1 + |λ2|)C∗(l)rl = r.

(2.40)

Ainsi
T (u1) +W (u2) ∈ Γr, ∀u1, u2 ∈ Γr.

On suppose que x1 < x2, avec x1, x2 ∈ [a, b].
Les fonctions F,W1 et W2 sont continues en x, appliquant les conditions (H.1), (H.2) et (H.3),
on obtient :

|(T (u1))(x2)− (T (u1))(x1)| ≤ 1

|ω|
|F (x2)− F (x1)|

+
r

|ω|(b− a)

∫ x1

a
|W1(x2, t)−W1(x1, t)|dt

+
r

|ω|(b− a)

∫ b

x2

|W2(x2, t)−W2(x1, t)|dt

+

∫ x2

x1

|W1(x2, t)−W2(x1, t)|dt

+
(k1|λ1|+ |λ2|)pr
|ω|(b− a)p−3

×
∫ b

a

|ψ(x2, y)| − |ψ(x1, y)|
|(η1 − η2)y + (η2b− η1a)|1−p

dy,

(2.41)
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|(T (u1))(x2)− (T (u1))(x1)| −→ 0, quand x2 tend vers x1.

Aussi,

|(W (u2))(x2)− (W (u2))(x1)| ≤
p∑
l=2

kl1|λ1|+ |λ2|
|ω|

(
p
l

)
(b− a)3l−prl

×
∫ b

a

|ψ(x2, y)| − |ψ(x1, y)|
|(η1 − η2)y + (η2b− η1a)|2l−2p

dy.

(2.42)

Donc, Tu1 et Wu2 sont des éléments dans l’espace C([a, b], R).
Par conséquent, l’opérateur T +W est un opérateur qui transforme dans lui même sur Γr.
Soient u et u∗ deux fonctions définissent sur Γr,

‖T (u)− T (u∗)‖∞ ≤ 1

|ω|
(α+ (k1|λ1|+ |λ2|)C∗(1))‖u− u∗‖∞. (2.43)

Par conséquent, l’opérateur T est une contraction sur Γr, selon la condition (H.4).
Considérons la suite un avec un ∈ Γr, telle que un −→ u qaund n tend vers ∞.
Il est clair que u ∈ Γr et sup

x∈[a,b]
|un(x)| ≤ r, ∀n ∈ IN.

Appliquant le théorème d’Ascoli-Arzéla, alors :

lim
n→∞

|(Wun)(x)− (Wu)(x)| ≤
p∑
l=2

(kl1|λ1|+ |λ2|)
|ω|

lim
n→∞

∫ b

a
|R(x, y; l)|

× |
(∫ b

a
H2(y, t)un(t)dt

)l
−
(∫ b

a
H2(y, t)u(t)dt

)l
|

≤
p∑
l=2

(kl1|λ1|+ |λ2|)
|ω|

e(l)

∫ b

a
|R(x, y; l)|

×
(∫ b

a
|H2(y, t)| lim

n→∞
|un − u|dt

)
dy = 0,

(2.44)

où e(l) est une constante positive dépend de l.
Par conséquent, l’opérateur W est un opérateur continu sur Γr. Il est clair de l’équation (2.39)
que

∀ Wun ∈ sup
x∈[a,b]

|(Wu2)(x)| ≤
p∑
l=2

(kl1|λ1|+ |λ2|)
|ω|

C∗(l)rl,

l’ensemble WΓr est uniformément borné.
Considérons la suite (Wun)n∈IN avec (Wun) ∈WΓr.
L’utilisation des étapes similaires à celles que nous avons suivies dans l’équation (2.42) implique

|(Wu2)(x2)− (Wu2)(x1)| < ε, ∀n ∈ IN quand |x2 − x1| < δ.

Donc, il existe une sous-suite {Wunk}k∈IN converge uniformément dans WΓr par l’application
du théorème d’Ascoli-Arzéla.
Par conséquent, l’ensemble WΓr est compact. L’opérateur W est complètement continue.
Toutes les conditions du théorème de Krasnoselskii sont satisfaites.
D’où l’opérateur T + W a au moins un point fixe dans l’ensemble Γr, qui est une solution du
problème (2.35).
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2.3.3 L’unicité de la solution

Théorème 2.3.

Si l’équation intégrale non-linéaire de Volterra Fredholm(2.35) satisfaite les conditions (H.1)
(H.2), (H.3) et (H.5), alors l’équation admet une unique solution.

Démonstration 2.3.

Il est clair que l’opérateur T +W est un opérateur qui transforme dans lui même sur Γr.
Suivons les mêmes étapes de (2.43), nous conduit à :

‖W (v)−W (v∗)‖∞ ≤
1

ω

(
α+ (|λ1|+ |λ2|)

p∑
l=2

e(l)C∗(l)

(b− a)3l−3

)
‖v − v∗‖∞, ∀v, v∗ ∈ Γr. (2.45)

En utilisant l’équation (2.43) avec la constante k1 = 1 et l’équation (2.45), on trouve

‖(T +W )(v)− (T +W )(v∗)‖∞ ≤ ‖(T )(v)− (T )(v∗)‖+ ‖(W )(v)− (W )(v∗)‖∞

≤ 1

|ω|
(
α+ (|λ1|+ |λ2|)C∗(l)

)
‖v − v∗‖∞

+

p∑
l=2

1

|ω|
(
α+ (|λ1|+ |λ2|)

e(l)C∗(l)

(b− a)3l−3

)
‖v − v∗‖∞

≤ 1

|ω|
(
α+ (|λ1|+ |λ2|)Λ

)
‖v − v∗‖∞

‖(T +W )(v)− (T +W )(v∗)‖∞ ≤ ‖v − v∗‖∞. (2.46)

Par conséquent, l’opérateur T +W est une contraction sur Γr, selon la condition (H.1).
Ainsi, l’équation intégrale non linéaire de Volterra-Fredholm (2.35) possède une unique solution
continue dans Γr en se basant sur le théorème du point fixe de Banach.
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Chapitre 3

Résolution numérique des équations
intégro-différentielles non linéaires de
Volterra-Fredholm

3.1 La méthode de la transformation différentielle d’Adomian

Exemple 3.1.

Considérons l’équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra-Fredholm suivante :
4y′′(x) + 2xy′(x) + y(x) = −1

100

(
(1 + x)(1 + x10)

10

)
+ 48x2 + 9x4

+0, 01

∫ x

0
(t+ tx)y2(t)dt+ 0, 01

∫ 1

0
(t+ tx)y2(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1

y(0) = 0, y(1) = 1

La solution exacte est : yexacte(x) = x4.
Puisque

1. Les fonctions A(x) = 2x, B(x) = 1 sont continues sur [0, 1].

2. f(x) =
−1

1000

((
1 + x

)(
1 + x10

))
+ 48x2 + 9x4 appartient à C2([0, 1], IR).

3.
(∫ 1

0

(
y + yx

)2
dy

) 1
2

=
x+ 1√

3
≤ 2√

3
, ∀x ∈ [0, 1].

4. α = 3, d∗(1) = 1, C∗(1) =
4

3
,(

α+ (k1|λ1|+ |λ2|)C∗(1)
)
' 3, 026 ≤ 4.

Donc l’équation admet une solution d’après théorème (2.1) et (2.2.
La transformée différentielle de l’équation est :

Y (k + 2) =
1

4(k + 1)(k + 2)

[
− (2k + 1)Y (k)− 1

1000

(
δ(k) + δ(k − 1) + δ(k − 10) + δ(k − 11)

)
+48δ(k − 2) + 9δ(k − 4) + 0, 02

G(k − 2)

k
+ 0, 01(δ(k − 1) + 1)

k+5∑
k′=2

G(k′ − 2)

k′

]
.

telle que G(k) sont des transformées différentielles ( polynômes d’Adomian) de la fonction non
linéaire g(y) = y2 et la condition initiale Y (0) = 0 et Y (1) = 1.
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Le polynôme d’Adomian pour cette fonction est :

G(0) = g(Y (0)) = g(0) = 0.

G(1) = Y (1)g′(Y (0)) = 0 car g′(Y (0)) = 2Y (0) = 0.

G(2) = Y (2)g′(Y (0)) + 1
2!Y

2(1)g′′(Y (0)) = Y 2(1) = 1.

Si k>2, alors

G(k) =



2
m∑
i=1

Y (i)Y (k − i), si k = 2m+ 1

2

m−1∑
i=1

Y (i)Y (k − i) + Y 2(m), si k = 2m

Donc

G(3) = 2Y (1)Y (2).

G(4) = 2Y (1)Y (3) + Y 2(2).

G(5) = 2(Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)).

G(6) = 2(Y (1)Y (5) + Y (2)Y (4)) + Y 2(3).

G(7) = 2(Y (1)Y (6) + Y (2)Y (5) + Y (3)Y (4)).

G(8) = 2(Y (1)Y (7) + Y (2)Y (6) + Y (3)Y (5)) + Y 2(4).

G(9) = 2(Y (1)Y (8) + Y (2)Y (7) + Y (3)Y (6) + Y (4)Y (5)).

G(10) = 2(Y (1)Y (9) + Y (2)Y (8) + Y (3)Y (7) + Y (4)Y (6)) + Y 2(5).

G(11) = 2(Y (1)Y (10) + Y (2)Y (9) + Y (3)Y (8) + Y (4)Y (7) + Y (5)Y (6)).

G(12) = 2(Y (1)Y (11) + Y (2)Y (10) + Y (3)Y (9) + Y (4)Y (8) + Y (5)Y (7)) + Y 2(6).

G(13) = 2(Y (1)Y (12) + Y (2)Y (11) + Y (3)Y (10) + Y (4)Y (9) + Y (5)Y (8) + Y (6)Y (7)).

G(14) = 2(Y (1)Y (13) + Y (2)Y (12) + Y (3)Y (11) + Y (4)Y (10) + Y (5)Y (9) + Y (6)Y (8)) + Y 2(7).

Si k = 0, on a :

Y (2) =
1

8

[
− Y (0)− 1

1000
+ 0, 01

5∑
k′=2

G(k′ − 2)

k′

]

=
5

40− 0, 02Y (1)

[
− Y (0)− 1

1000
+

0, 01

4
Y 2(1)

]
.

Si k = 1, on a :

Y (3) =
1

24

[
− 3Y (1)− 1

1000
+ 0, 02

6∑
k′=2

G(k′ − 2)

k′

]

=
3

72− 0, 02Y (1)

[
− 3Y (1)− 1

1000
+

0, 01

2
Y 2(1) +

0, 04

5
Y (1)Y (2) +

0, 01

3
Y 2(2)

]
.
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Si k = 2, on a :

Y (4) =
1

48

[
− 5Y (2) + 48 + 0, 01

7∑
k′=2

G(k′ − 2)

k′

]

=
7

336− 0, 02Y (1)

[
− 5Y (2) + 48 +

0, 01

4
Y 2(1) +

0, 02

5
Y (1)Y (2)

+
0, 01

3
Y (1)Y (3) +

0, 01

6
Y 2(2) +

0, 02

7
Y (2)Y (3)

]
.

Si k = 3, on a :

Y (5) =
1

80

[
− 7Y (3) + 0, 01

8∑
k′=2

G(k′ − 2)

k′

]

=
4

320− 0, 01Y (1)

[
− 7Y (3) +

0, 01

4
Y 2(1) +

0, 02

5
Y (1)Y (2) +

0, 01

3
Y (1)Y (3)

+
0, 01

6
Y 2(2) +

0, 02

7
Y (1)Y (4) +

0, 02

7
Y (2)Y (3) +

0, 01

4
Y (2)Y (4) +

0, 01

8
Y 2(3)

]
.

Si k = 4, on a :

Y (6) =
1

120

[
− 9Y (4) + 9 + 0, 02

G(2)

4
+ 0, 01

9∑
k′=2

G(k′ − 2)

k′

]

=
9

1080− 0, 02Y (1)

[
− 9Y (4) + 9 +

0, 03

4
Y 2(1) +

0, 02

5
Y (1)Y (2) +

0, 01

3
Y (1)Y (3) +

0, 01

6
Y 2(2)

+
0, 02

7

(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
+

0, 01

4

(
Y (1)Y (5) + Y (2)Y (4)

)
+

0, 01

8
Y 2(3)

+
0, 02

9

(
Y (2)Y (5) + Y (3)Y (4)

)]
.

Si k = 5, on a :

Y (7) =
1

168

[
− 11Y (5) +

0, 02

5
G(3) + 0, 01

10∑
k′=2

G(k′ − 2)

k′

]

=
5

840− 0, 01Y (1)

[
− 11Y (5) +

0, 06

5
Y (1)Y (2) +

0, 01

4
Y 2(1) +

0, 01

3
Y (1)Y (3) +

0, 01

6
Y 2(2)

+
0, 02

7

(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
+

0, 01

4

(
Y (1)Y (5) + Y (2)Y (4)

)
+

0, 01

8
Y 2(3) +

0, 02

9

(
Y (1)Y (6)

+Y (2)Y (5) + Y (3)Y (4)
)

+
0, 01

5

(
Y (2)Y (6) + Y (3)Y (5)

)
+

0, 01

10
Y 2(4)

]
.

Si k = 6, on a :

Y (8) =
1

224

[
− 13Y (6) +

0, 01

3
G(4) + 0, 01

11∑
k′=2

G(k′ − 2)

k′

]

=
11

2464− 0, 02Y (1)

[
− 13Y (6) + 0, 01Y (1)Y (3) +

0, 01

2
Y 2(2) +

0, 01

4
Y 2(1) +

0, 02

5
Y (1)Y (2)
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+
0, 02

7

(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
+

0, 01

4

(
Y (1)Y (5) + Y (2)Y (4)

)
+

0, 01

8
Y 2(3) +

0, 02

9

(
Y (1)Y (6)

+Y (2)Y (5) + Y (3)Y (4)
)

+
0, 01

5

(
Y (1)Y (7) + Y (2)Y (6) + Y (3)Y (4)

)
+

0, 01

10
Y 2(4) +

0, 02

11

(
Y (2)Y (7)

+Y (3)Y (6) + Y (4)Y (5)
)]
.

Si k = 7, on a :

Y (9) =
1

288

[
− 15Y (7) +

0, 02

7
G(5) + 0, 01

12∑
k′=2

G(k′ − 2)

k′

]

=
6

1728− 0, 01Y (1)

[
− 15Y (7) +

0, 06

7

(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
+

0, 01

4
Y 2(1) +

0, 02

5
Y (1)Y (2)

+
0, 01

3
Y (1)Y (3) +

0, 01

6
Y 2(2) +

0, 01

4

(
Y (1)Y (5) + Y (2)Y (4)

)
+

0, 01

8
Y 2(3) +

0, 02

9

(
Y (1)Y (6)

+Y (2)Y (5) + Y (3)Y (4)
)

+
0, 01

5

(
Y (1)Y (7) + Y (2)Y (6) + Y (3)Y (5)

)
+

0, 01

10
Y 2(4) +

0, 02

11

(
Y (1)Y (8)

+Y (2)Y (7) + Y (3)Y (6) + Y (4)Y (5)
)

+
0, 01

6

(
Y (2)Y (8) + Y (3)Y (7) + Y (4)Y (6)

)
+

0, 01

12
Y 2(5)

]
.

Si k = 8, on a :

Y (10) =
1

360

[
− 17Y (8) +

0, 01

4
G(6) + 0, 01

13∑
k′=2

G(k′ − 2)

k′

]

=
13

4680− 0, 02Y (1)

[
− 17Y (8) +

0, 03

4

(
Y (1)Y (5) + Y (2)Y (4)

)
+

0, 03

8
Y 2(3) +

0, 01

4
Y 2(1)

+
0, 02

5
Y (1)Y (2) +

0, 01

3
Y (1)Y (3) +

0, 01

6
Y 2(2) +

0, 02

7

(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
+

0, 02

9

(
Y (1)Y (6)

+Y (2)Y (5) + Y (3)Y (4)
)

+
0, 01

5

(
Y (1)Y (7) + Y (2)Y (6) + Y (3)Y (5)

)
+

0, 01

10
Y 2(4) +

0, 02

11

(
Y (1)Y (8)

+Y (2)Y (7) + Y (3)Y (6) + Y (4)Y (5)
)

+
0, 01

6

(
Y (1)Y (9) + Y (2)Y (8) + Y (3)Y (7) + Y (4)Y (6)

)
+

0, 01

12
Y 2(5) +

0, 02

13

(
Y (2)Y (9) + Y (3)Y (8) + Y (4)Y (7) + Y (5)Y (6)

)]
.

Si k = 9, on a :

Y (11) =
1

440

[
− 19Y (9) +

0, 02

9
G(7) + 0, 01

14∑
k′=2

G(k′ − 2)

k′

]

=
7

3080− 0, 01Y (1)

[
− 19Y (9) +

0, 02

3

(
Y (1)Y (6) + Y (2)Y (5) + Y (3)Y (4)

)
+

0, 01

4
Y 2(1)

+
0, 02

5
Y (1)Y (2) +

0, 01

3
Y (1)Y (3) +

0, 01

6
Y 2(2) +

0, 02

7

(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
+

0, 01

4

(
Y (1)Y (5)

+Y (2)Y (4)
)

+
0, 01

8
Y 2(3) +

0, 01

5

(
Y (1)Y (7) + Y (2)Y (6) + Y (3)Y (5)

)
+

0, 01

10
Y 2(4)
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+
0, 02

11

(
Y (1)Y (8) + Y (2)Y (7) + Y (3)Y (6) + Y (4)Y (5)

)
+

0, 01

6

(
Y (1)Y (9) + Y (2)Y (8) + Y (3)Y (7)

+Y (4)Y (6)
)

+
0, 01

12
Y 2(5) +

0, 02

13

(
Y (1)Y (10) + Y (2)Y (9) + Y (3)Y (8) + Y (4)Y (7) + Y (5)Y (6)

)
+

0, 01

7

(
Y (2)Y (10) + Y (3)Y (9) + Y (4)Y (8) + Y (5)Y (7)

)
+

0, 01

14
Y 2(6)

]
.

Si k = 10, on a :

Y (12) =
1

528

[
− 21Y (10)− 1

1000
+

0, 02

10
G(8) + 0, 01

15∑
k′=2

G(k′ − 2)

k′

]

=
15

7920− 0, 02Y (1)

[
− 21Y (10)− 1

1000
+

0, 03

5

(
Y (1)Y (7) + Y (2)Y (6) + Y (3)Y (5)

)
+

0, 03

10
Y 2(4)

+
0, 01

4
Y 2(1) +

0, 02

5
Y (1)Y (2) +

0, 01

3
Y (1)Y (3) +

0, 01

6
Y 2(2) +

0, 02

7

(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
+

0, 01

4

(
Y (1)Y (5) + Y (2)Y (4)

)
+

0, 01

8
Y 2(3) +

0, 02

9

(
Y (1)Y (6) + Y (2)Y (5) + Y (3)Y (4)

)
+

0, 02

11

(
Y (1)Y (8) + Y (2)Y (7) + Y (3)Y (6) + Y (4)Y (5)

)
+

0, 01

6

(
Y (1)Y (9) + Y (2)Y (8) + Y (3)Y (7)

+Y (4)Y (6)
)

+
0, 01

12
Y 2(5) +

0, 02

13

(
Y (1)Y (10) + Y (2)Y (9) + Y (3)Y (8) + Y (4)Y (7) + Y (5)Y (6)

)
+

0, 01

7

(
Y (1)Y (11) + Y (2)Y (10) + Y (3)Y (9) + Y (4)Y (8) + Y (5)Y (7)

)
+

0, 01

14
Y 2(6)

+
0, 02

15

(
Y (2)Y (11) + Y (3)Y (10) + Y (4)Y (9) + Y (5)Y (8) + Y (6)Y (7)

)]
.

Si k = 11, on a :

Y (13) =
1

624

[
− 23Y (11)− 1

1000
+

0, 02

11
G(9) + 0, 01

16∑
k′=2

G(k′ − 2)

k′

]

=
8

4992− 0, 01Y (1)

[
− 23Y (11)− 1

1000
+

0, 06

11

(
Y (1)Y (8) + Y (2)Y (7) + Y (3)Y (6) + Y (4)Y (5)

)
+

0, 01

4
Y 2(1) +

0, 02

5
Y (1)Y (2) +

0, 01

3
Y (1)Y (3) +

0, 01

6
Y 2(2) +

0, 02

7

(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
+

0, 01

4

(
Y (1)Y (5) + Y (2)Y (4)

)
+

0, 01

8
Y 2(3) +

0, 02

9

(
Y (1)Y (6) + Y (2)Y (5) + Y (3)Y (4)

)
+

0, 01

5

(
Y (1)Y (7) + Y (2)Y (6) + Y (3)Y (5)

)
+

0, 01

10
Y 2(4) +

0, 01

6

(
Y (1)Y (9) + Y (2)Y (8) + Y (3)Y (7)

+Y (4)Y (6)
)

+
0, 01

12
Y 2(5) +

0, 02

13

(
Y (1)Y (10) + Y (2)Y (9) + Y (3)Y (8) + Y (4)Y (7) + Y (5)Y (6)

)
+

0, 01

7

(
Y (1)Y (11) + Y (2)Y (10) + Y (3)Y (9) + Y (4)Y (8) + Y (5)Y (7)

)
+

0, 01

14
Y 2(6)
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+
0, 02

15

(
Y (1)Y (12) + Y (2)Y (11) + Y (3)Y (10) + Y (4)Y (9) + Y (5)Y (8) + Y (6)Y (7)

)
+

0, 01

8

(
Y (2)Y (12) + Y (3)Y (11) + Y (4)Y (10) + Y (5)Y (9) + Y (6)Y (8)

)
+

0, 01

16
Y 2(7)

]
.

Si k > 11, alors

Y (k + 2) =
1

4(k + 1)(k + 2)

[
− (2k + 1)Y (k) + 0, 02

G(k − 2)

k
+ 0, 01

k+5∑
k′=2

G(k′ − 2)

k′

]
.

Dans le tableau (3.1), on présente l’erreur

En = ‖yexacte(x)− Sn(x)‖∞, n = 1, 2, ...

en fonction n avec

Sn(x) =
n∑
k=0

Y (k)xk.

n = 1 n = 5 n = 10 n = 15

En 1 5.579× 10−4 5.299× 10−4 4.630× 10−6

Table 3.1 – L’erreur entre la solution calculé avec la méthode d’Adomian et la solution exacte
pour l’exemple (3.1)

On remarque que l’erreur approche de zéro quand n est grand.
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Dans la figure (3.1), on a tracé la solution calculé avec la méthode Adomian et la solution
exacte de cet exemple.

Figure 3.1 – Comparaison entre la solution calculé avec la méthode d’Adomian et la solution
exacte pour l’exemple (3.1)
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Exemple 3.2.

Considérons l’équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra-Fredholm suivante :
8y′′(x) = 8(cos(x)− sin(x))− 1

50

(
1− 3 cos(x)− 2 sin(x) +

1

3
sin(2x)

)
+0, 02

∫ x

0
sin(x− t)y2(t)dt+ 0, 02

∫ π

0
sin(x− t)y2(t)dt, 0 ≤ x ≤ π

y(0) = −1, y(π) = 1.

La solution exacte est : yexacte(x) = sin (x)− cos (x).
Puisque

1. f(x) = 8(cos(x)−sin(x))− 1

50

(
1−3 cos(x)−2 sin(x)+

1

3
sin(2x)

)
appartient à C2([0, π], IR).

2.
(∫ π

0

(
sin(x− y)

)2
dy

) 1
2

=
π2

4
, ∀x ∈ [0, π].

3. α = 3, d∗(1) = 1, C∗(1) =
4

3(
α+ (k1|λ1|+ |λ2|)C∗(1)

)
' 3, 026 ≤ 4.

Donc l’équation admet une solution d’après théorème (2.1) et (2.2)
La transformé différentielle de l’équation est :

Y (k + 2) =
1

8(k + 1)(k + 2)

[
403

50k!
cos

(
kπ

2

)
− 398

50k!
sin

(
kπ

2

)
− δ(k)

50
− 2k

150k!
sin

(
kπ

2

)

+0, 02

[ k∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

1

(k1 − 1)!
sin

(
(k1 − 1)π

2

)
1

(k − k2)!
cos

(
(k − k2)π

2

)
G(k2 − k1)

−
k∑

k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

1

(k1 − 1)!
cos

(
(k1 − 1)π

2

)
1

(k − k2)!
sin

(
(k − k2)π

2

)
G(k2 − k1)

]

+0, 02

[
1

k!
sin

(
kπ

2

) N∑
k′=1

πk
′

k′

k′−1∑
k1=0

1

k1!
cos

(
k1π

2

)
G(k′ − k1 − 1)

− 1

k!
cos

(
kπ

2

) N∑
k′=1

πk
′

k′

k′−1∑
k1=0

1

k1!
sin

(
k1π

2

)
G(k′ − k1 − 1)

]]
telle que G(k) sont des transformées différentielles ( polynômes d’Adomian) de la fonction non
linéaire g(y) = y2 et la condition initiale Y (0) = −1 et Y (1) = 1.
Le polynôme d’Adomian pour la fonction non linéaire est :

G(0) = g(Y (0)) = 1.

G(1) = Y (1)g′(Y (0)) = −2Y (1).

G(2) = Y (2)g′(Y (0)) +
1

2!
Y 2(1)g′′(Y (0)) = Y 2(1)− 2Y (2).

G(3) = Y (3)g′(Y (0)) + Y (1)Y (2)g′′(Y (0)) +
1

3!
Y 3(1)g(3)(Y (0)) = −2Y (3) + 2Y (1)Y (2).
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G(4) = Y (4)g′(Y (0)) +
(
Y (1)Y (3) +

1

2!
Y 2(2)g′′(Y (0))

)
+

1

2!
Y 2(1)Y (2)g(3)(Y (0)) +

1

4!
Y 4(1)g(4)(Y (0))

= −2Y (4) + 2Y (1)Y (3) + Y 2(2).

G(5) = Y (5)g′(Y (0)) +
(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
g′′(Y (0)) +

1

2!

(
Y (3)Y 2(1) + Y 2(2)Y (1)

)
g(3)(Y (0))

+
1

3!
Y (2)Y 3(1)g(4)(Y (0)) +

1

5!
Y 5(1)g(5)(Y (0))

= −2Y (5) + 2
(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
.

G(6) = Y (6)g′(Y (0)) +
(
Y (1)Y (5) + Y (2)Y (4) +

1

2!
Y 2(3)

)
g′′(Y (0))

= −2Y (6) + 2
(
Y (1)Y (5) + Y (2)Y (4)

)
+ Y 2(3)

Si k = 0, on a :

Y (2) =
1

16

[
402

50
− 0, 02

4∑
k′=1

πk
′

k′

k′−1∑
k1=0

1

k1!
sin

(
k1π

2

)
G(k′ − k1 − 1)

]

=
1

16

[
402

50
− 0, 02

(
π2

2
+
π3

3

(
− 2Y (1)

)
+
π4

4

(
Y 2(1)− 2Y (2)− 1

3!

))]

=
1

16− 0, 01π4

[
402

50
− 0, 02

(
π2

2
− 2π3

3
Y (1) +

π4

4

(
Y 2(1)− 1

3!

))]
.

Si k = 1, on a :

Y (3) =
1

48

[
−1196

150
+ 0, 02

( 4∑
k′=1

πk
′

k′

k′−1∑
k1=0

1

k1!
cos

(
k1π

2

)
G(k′ − k1 − 1)

)]

=
1

48

[
−1196

150
+ 0, 02

(
π +

π2

2

(
− 2Y (1)

)
+
π3

3

(
Y 2(1)− 2Y (2)− 1

)
+
π4

4

(
− 2Y (3) + 2Y (1)Y (2) + 2Y (2)

))]

=
1

48 + 0, 01π4

[
−1196

150
+ 0, 02

(
π − π2Y (1) +

π3

3

(
Y 2(1)− 2Y (2)− 1

)
+
π4

4

(
2Y (1)Y (2) + 2Y (2)

))]
.

Si k = 2, on a :

Y (4) =
1

96

[
−403

100
+ 0, 02

[ 2∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

1

(k1 − 1)!
sin

(
(k1 − 1)π

2

)
1

(k − k2)!
cos

(
(k − k2)π

2

)
G(k2 − k1)

−
2∑

k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

1

(k1 − 1)!
cos

(
(k1 − 1)π

2

)
1

(k − k2)!
sin

(
(k − k2)π

2

)
G(k2 − k1)

]

+0, 01

( 6∑
k′=1

πk
′

k′

k′−1∑
k1=0

1

k1!
sin

(
k1π

2

)
G(k′ − k1 − 1)

)]
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=
1

96

[
−403

100
− 0, 01G(0) + 0, 01

(
π2

2
+
π3

3

(
− 2Y (1)

)
+
π4

4

(
Y 2(1)− 2Y (2)− 1

3!

)
+
π5

5

(
− 2Y (3)

+2Y (1)Y (2)− 1

3!

(
− 2Y (1)

))
+
π6

6

(
− 2Y (4) + 2Y (1)Y (3) + Y 2(2)− 1

3!

(
Y 2(1)− 2Y (2)

)
+

1

5!

)))]

=
3

288 + 0, 01π6

[
−404

100
+ 0, 01

(
π2

2
− 2π3

3
Y (1) +

π4

4

(
Y 2(1)− 2Y (2)− 1

3!

)
+
π5

5

(
− 2Y (3)

+2Y (1)Y (2) +
1

3
Y (1)

)
+
π6

6

(
2Y (1)Y (3) + Y 2(2)− 1

3!

(
Y 2(1)− 2Y (2)

)
+

1

5!

))]
.

Si k = 3, on a :

Y (5) =
1

160

[
398

3!50
+

8

3!150

+0, 02

( 3∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

1

(k1 − 1)!
sin

(
(k1 − 1)π

2

)
1

(k − k2)!
cos

(
(k − k2)π

2

)
G(k2 − k1)

)

+0, 02

(
−1

3!

6∑
k′=1

πk
′

k′

k′−1∑
k1=0

1

k1!
cos

(
k1π

2

)
G(k′ − k1 − 1)

)]

=
1

160

[
15125

11250
− 0, 01

3
G(1)− 0, 01

3

( 6∑
k′=1

πk
′

k′

k′−1∑
k1=0

1

k1!
cos

(
k1π

2

)
G(k′ − k1 − 1)

)]

=
1

160

[
15125

11250
+

0, 02

3
Y (1)− 0, 01

3

(
π − π2Y (1) +

π3

3

(
Y 2(1)− 2Y (2)− 1

2

)
+
π4

4

(
− 2Y (3) + Y (1)Y (2)

+Y (1)
)

+
π5

5

(
− 2Y (4) + 2Y (1)Y (3) + Y 2(2)− 1

2!

(
Y 2(1)− 2Y (2)

)
+

1

4!

)
+
π6

6

(
− 2Y (5)

+2
(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
− 1

2!

(
− 2Y (3) + 2Y (1)Y (2)

)
+

1

4!

(
− 2Y (1)

)))]

=
9

1440− 0, 01π6

[
15125

11250
+

0, 02

3
Y (1)− 0, 01

3

(
π − π2Y (1) +

π3

3

(
Y 2(1)− 2Y (2)− 1

2

)
+
π4

4

(
− 2Y (3)

+Y (1)Y (2) + Y (1)
)

+
π5

5

(
− 2Y (4) + 2Y (1)Y (3) + Y 2(2)− 1

2!

(
Y 2(1)− 2Y (2)

)
+

1

4!

)
+
π6

6

(
2
(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
+ Y (3)− Y (1)Y (2)− 1

12
Y (1)

))]
.

Si k = 4, on a :

Y (6) =
1

240

[
403

4!50
+ 0, 02

[ 4∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

1

(k1 − 1)!
sin

(
(k1 − 1)π

2

)
1

(k − k2)!
cos

(
(k − k2)π

2

)
G(k2 − k1)

−
4∑

k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

1

(k1 − 1)!
cos

(
(k1 − 1)π

2

)
1

(k − k2)!
sin

(
(k − k2)π

2

)
G(k2 − k1)
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− 1

4!

8∑
k′=1

πk
′

k′

k′−1∑
k1=0

1

k1!
sin

(
k1π

2

)
G(k′ − k1 − 1)

]]

=
1

240

[
403

1200
+ 0, 02

[
1

24
− 1

12

(
Y 2(1)− 2Y (2)

)
− 1

4!

(
π2

2
+
π3

3

(
− 2Y (1)

)
+
π4

4

(
Y 2(1)− 2Y (2)− 1

3!

)

+
π5

5

(
− 2Y (3) + 2Y (1)Y (2)− 1

3!

(
− 2Y (1)

))
+
π6

6

(
− 2Y (4) + 2Y (1)Y (3) + Y 2(2)− 1

3!

(
Y 2(1)

−2Y (2)
)

+
1

5!

)
+
π7

7

(
− 2Y (5) + 2

(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
− 1

3!

(
− 2Y (3) + 2Y (1)Y (2)

)
+

1

5!

(
− 2Y (1)

))
+
π8

8

(
− 2Y (6) + 2

(
Y (1)Y (5) + Y (2)Y (4)

)
+ Y 2(3)− 1

3!

(
− 2Y (4) + 2Y (1)Y (3)

+Y 2(2)

)
+

1

5!

(
Y 2(1)− 2Y (2)

)
− 1

7!

))]]

=
48

11520− 0, 01π8

[
403

1200
+ 0, 02

[
1

24
− 1

12

(
Y 2(1)− 2Y (2)

)
− 1

4!

(
π2

2
+
π3

3

(
− 2Y (1)

)
+
π4

4

(
Y 2(1)

−2Y (2)− 1

3!

)
+
π5

5

(
− 2Y (3) + 2Y (1)Y (2)− 1

3!

(
− 2Y (1)

))
+
π6

6

(
− 2Y (4) + 2Y (1)Y (3) + Y 2(2)

− 1

3!

(
Y 2(1)− 2Y (2)

)
+

1

5!

)
+
π7

7

(
− 2Y (5) + 2

(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
− 1

3!

(
− 2Y (3) + 2Y (1)Y (2)

)
+

1

5!

(
− 2Y (1)

))
+
π8

8

(
2
(
Y (1)Y (5) + Y (2)Y (4)

)
+ Y 2(3)− 1

3!

(
− 2Y (4) + 2Y (1)Y (3) + Y 2(2)

)

+
1

5!

(
Y 2(1)− 2Y (2)

)
− 1

7!

))]]
.

Si k ≥ 5, alors

Y (k + 2) =
1

8(k + 1)(k + 2)

[
403

50k!
cos

(
kπ

2

)
− 398

50k!
sin

(
kπ

2

)
− 1

50
− 2k

150k!
sin

(
kπ

2

)

+0, 02

[ k∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

1

(k1 − 1)!
sin

(
(k1 − 1)π

2

)
1

(k − k2)!
cos

(
(k − k2)π

2

)
G(k2 − k1)

−
k∑

k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

1

(k1 − 1)!
cos

(
(k1 − 1)π

2

)
1

(k − k2)!
sin

(
(k − k2)π

2

)
G(k2 − k1)

]

+0, 02

[
1

k!
sin

(
kπ

2

) N∑
k′=1

πk
′

k′

k′−1∑
k1=0

1

k1!
cos

(
k1π

2

)
G(k′ − k1 − 1)

− 1

k!
cos

(
kπ

2

) N∑
k′=1

πk
′

k′

k′−1∑
k1=0

1

k1!
sin

(
k1π

2

)
G(k′ − k1 − 1)

]]
.
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Dans le tableau (3.2), on présente l’erreur

En = ‖yexacte(x)− Sn(x)‖∞, n = 1, 2, ...

en fonction n avec

Sn(x) =

n∑
k=0

Y (k)xk.

n = 1 n = 5 n = 10 n = 15

En 1.141 6.023× 10−1 7.131× 10−3 1.05× 10−3

Table 3.2 – L’erreur entre la solution calculé avec la méthode d’Adomian et la solution exacte
pour l’exemple(3.2)

On remarque que l’erreur approche de zéro quand n est grand.
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Dans la figure (3.2), on a tracé la solution calculé avec la méthode Adomian et la solution
exacte de cet exemple.

Figure 3.2 – Comparaison entre la solution calculé avec la méthode d’Adomian et la solution
exacte pour l’exemple (3.2)
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Exemple 3.3.

Considérons l’équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra-Fredholm suivante :
1000y′′(x) + y(x) = 1001e−x −

(
−3e−3x + 2ex

8
+

2e−x

4

)
−
(
−ex−4

8
− e−x−2

4

)
+

∫ x

0
cosh(x− t)y3(t)dt+

∫ 1

0
cosh(x− t)y3(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1

y(0) = 1, y(1) = e−1.

La solution exacte est : yexacte(x) = e−x.
Puisque

1. A(x) = 0, B(x) = 1 sont continues.

2. f(x) = 1001e−x−
(
−3e−3x + 2ex

8
+

2e−x

4

)
−
(
−ex−4

8
−e
−x−2

4

)
appartient à C2([0, 1], IR).

3.
(∫ 1

0

(
cosh(x− y)

)2
dy

) 1
2

≤ (e2 + 1)
1
2

2
, ∀x ∈ [0, 1].

4. α = 1, d∗(1) = e−4 + e−3 + e−2 + e−1 + 1,

C∗(1) ' 2, 44
(
α+ (k1|λ1|+ |λ2|)C∗(1)

)
' 5, 9 < 1000.

Donc l’équation admet une solution d’après théorème (2.1) et (2.2)

On sait que cosh(x) =
ex + e−x

2
, alors

cosh(x− t) =
ex−t + e−(x−t)

2
=
ex−t

2
+
e−(x−t)

2
=
exe−t

2
+
e−xet

2

La transformé différentielle de l’équation est :

Y (k + 2) =
1

1000(k + 1)(k + 2)

[
− Y (k) + 1001

(−1)k

k!
+

(−3)k+1

k!8
− 1

k!4
− (−1)k

k!2
+

1

k!8e4
+

(−1)k

k!4e2

+
1

2

[ k∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

1

(k1 − 1)!

(−1)k−k2

(k − k2)!
G(k2 − k1) +

k∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

(−1)k1−1

(k1 − 1)!

1

(k − k2)!
G(k2 − k1)

+
1

k!

N∑
k′=1

1

k′

k′−1∑
k1=0

(−1)k1

k1!
G(k′ − k1 − 1) +

(−1)k

k!

N∑
k′=1

1

k′

k′−1∑
k1=0

1

k1!
G(k′ − k1 − 1)

]]
.

Si k est pair, alors

Y (k + 2) =
1

1000(k + 1)(k + 2)

[
− Y (k) +

1001

k!
+

3k+1

8k!
− 1

4k!
− 1

2k!
+

1

8e4k!
+

1

4e2k!

+
1

2

[ k∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

1

(k1 − 1)!

(−1)k−k2

(k − k2)!
G(k2 − k1) +

k∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

(−1)k1−1

(k1 − 1)!

1

(k − k2)!
G(k2 − k1)

+
1

k!

k+3∑
k′=1

1

k′

k′−1∑
k1=0

(−1)k1

k1!
G(k′ − k1 − 1) +

1

k!

k+3∑
k′=1

1

k′

k′−1∑
k1=0

1

k1!
G(k′ − k1 − 1)

]]
.
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Si k est impair, alors

Y (k + 2) =
1

1000(k + 1)(k + 2)

[
− Y (k)− 1001

k!
− 3k+1

8k!
− 1

4k!
+

1

2k!
+

1

8e4k!
− 1

4e2k!

+
1

2

[ k∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

1

(k1 − 1)!

(−1)k−k2

(k − k2)!
G(k2 − k1) +

k∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

(−1)k1−1

(k1 − 1)!

1

(k − k2)!
G(k2 − k1)

+
1

k!

k+4∑
k′=1

1

k′

k′−1∑
k1=0

(−1)k1

k1!
G(k′ − k1 − 1)− 1

k!

k+4∑
k′=1

1

k′

k′−1∑
k1=0

1

k1!
G(k′ − k1 − 1)

]]
.

telle que G(k) sont des transformées différentielles ( polynômes d’Adomian) de la fonction non
linéaire g(y) = y3 et la condition initiale Y (0) = 1 et Y (1) = −1.
Le polynôme d’Adomian pour la fonction non linéaire est :

G(0) = g(Y (0)) = g(1) = 1.

G(1) = Y (1)g′(Y (0)) = 3Y (1).

G(2) = Y (2)g′(Y (0)) +
1

2!
Y 2(1)g′′(Y (0)) = 3Y (2) + 3Y 2(1).

G(3) = Y (3)g′(Y (0)) + Y (1)Y (2)g′′(Y (0)) +
1

3!
Y 3(1)g(3)(Y (0)) = 3Y (3) + 6Y (1)Y (2) + Y 3(1).

G(4) = Y (4)g′(Y (0)) +
(
Y (1)Y (3) +

1

2!
Y 2(2)

)
g′′(Y (0)) +

1

2!
Y 2(1)Y (2)g(3)(Y (0)) +

1

4!
Y 4(1)g(4)(Y (0))

= 3Y (4) + 6Y (1)Y (3) + 3Y 2(2) + 3Y 2(1)Y (2).

G(5) = Y (5)g′(Y (0)) +
(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
g′′(Y (0)) +

1

2!

(
Y 2(1)Y (3) + Y (1)Y 2(2)

)
g(3)(Y (0))

+
1

3!
Y (2)Y 3(1)g(4)(Y (0)) +

1

5!
Y 5(1)g(5)(Y (0))

= 3Y (5) + 6
(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
+ 3Y 2(1)Y (3) + 3Y (1)Y 2(2).

G(6) = Y (6)g′(Y (0)) +
(
Y (1)Y (5) + Y (2)Y (4) +

1

2!
Y 2(3)

)
g′′(Y (0))

+
(1

2
Y 2(1)Y (4) +

1

3!
Y 3(2) + Y (1)Y (2)Y (3)

)
g(3)(Y (0))

= 3Y (6) + 6
(
Y (1)Y (5) + Y (2)Y (4)

)
+ 3Y 2(3) + Y 3(2) + 3Y 2(1)Y (4) + 6Y (1)Y (2)Y (3).

Si k = 0, on a :

Y (2) =
1

2000

[
− Y (0) + 1001 +

3

8
− 1

4
− 1

2
+

1

8e4
+

1

4e2

+
1

2

( 3∑
k′=1

1

k′

k′−1∑
k1=0

(−1)k1

k1!
G(k′ − k1 − 1) +

3∑
k′=1

1

k′

k′−1∑
k1=0

1

k1!
G(k′ − k1 − 1)

)]
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=
1

2000

[
− Y (0) + 1001 +

3

8
− 1

4
− 1

2
+

1

8e4
+

1

4e2
+G(0) +

1

2
G(1) +

1

3
G(2) +

1

3!
G(0)

]

=
1

2000

[
− Y (0) + 1002 +

−3

8
+

1

8e4
+

1

4e2
+

3

2
Y (1) + Y (2) + Y 2(1) +

1

3!

]

=
1

1999

[
47990

48
+

1

8e4
+

1

4e2
+

3

2
Y (1) + Y 2(1)

]
.

Si k = 1, on a :

Y (3) =
1

6000

[
− Y (1)− 1001− 9

8
− 1

4
+

1

2
+

1

8e4
− 1

4e2
+

1

2

[ 1∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

1

(k1 − 1)!

(−1)k−k2

(k − k2)!
G(k2 − k1)

+

1∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

(−1)k1−1

(k1 − 1)!

1

(k − k2)!
G(k2 − k1) +

1

k!

5∑
k′=1

1

k′

k′−1∑
k1=0

(−1)k1

k1!
G(k′ − k1 − 1)

− 1

k!

5∑
k′=1

1

k′

k′−1∑
k1=0

1

k1!
G(k′ − k1 − 1)

]]

=
1

6000

[
− Y (1)− 1001− 9

8
− 1

4
+

1

2
+

1

8e4
− 1

4e2
+G(0) +

(
− 1

2
− Y (1)− 3

4

(
Y (2) + Y 2(1)

)
− 1

24

−1

5

(
3Y (3) + 6Y (1)Y (2) + Y 3(1)

)
− 1

10
Y (1)

)]

=
5

30003

[
− 21

10
Y (1) +

24014

24
+

1

8e4
− 1

4e2
− 3

4

(
Y (2) + Y 2(1)

)
− 1

5

(
6Y (1)Y (2) + Y 3(1)

)]
.

Si k = 2, on a :

Y (4) =
1

12000

[
− Y (2) +

1001

2
+

27

16
− 1

8
− 1

4
+

1

8e4
+

1

4e2
+

1

2

[ 2∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

1

(k1 − 1)!

(−1)k−k2

(k − k2)!
G(k2 − k1)

+
2∑

k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

(−1)k1−1

(k1 − 1)!

1

(k − k2)!
G(k2 − k1) +

1

2!

( 5∑
k′=1

1

k′

k′−1∑
k1=0

(−1)k1

k1!
G(k′ − k1 − 1)

−
5∑

k′=1

1

k′

k′−1∑
k1=0

1

k1!
G(k′ − k1 − 1)

)]]

=
1

12000

[
− Y (2) +

8029

16
+

1

8e4
+

1

4e2
+

1

2

[
3Y (1) +

1

2

(
121

60
+

15

4
Y (1) +

39

15

(
Y (2) + Y 2(1)

)
+

1

2

(
3Y (3) + 6Y (1)Y (2) + Y 3(1)

)
+

2

5

(
3Y (4) + 6

(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
+ 3Y 2(1)Y (2)

))]

=
1

12000

[
− 21

60
Y (2) +

1928896

3840
+

1

8e4
+

1

4e2
+

39

16
Y (1) +

39

60
Y 2(1) +

1

8

(
3Y (3) + 6Y (1)Y (2) + Y 3(1)

)

+
1

10

(
3Y (4) + 6

(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
+ 3Y 2(1)Y (2)

)]
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=
10

119997

[
− 21

60
Y (2) +

1928896

3840
+

1

8e4
+

1

4e2
+

39

16
Y (1) +

39

60
Y 2(1) +

1

8

(
3Y (3) + 6Y (1)Y (2)

+Y 3(1)

)
+

1

10

(
6
(
Y (1)Y (4) + Y (2)Y (3)

)
+ 3Y 2(1)Y (2)

)]
.

Si k = 3, on a :

Y (5) =
1

20000

[
− Y (3) +

1001

3!
− 81

3!8
− 1

3!4
+

1

3!2
+

1

3!8e4
− 1

3!4e2

+
1

2

[ 3∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

1

(k1 − 1)!

(−1)k−k2

(k − k2)!
G(k2 − k1) +

3∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

(−1)k1−1

(k1 − 1)!

1

(k − k2)!
G(k2 − k1)

+
1

3!

( 6∑
k′=1

1

k′

k′−1∑
k1=0

(−1)k1

k1!
G(k′ − k1 − 1)−

6∑
k′=1

1

k′

k′−1∑
k1=0

1

k1!
G(k′ − k1 − 1)

)]]

=
1

20000

[
− Y (3) +

3253

4320
+

1

3!8e4
− 1

3!4e2
+

62

72

(
Y (2) + Y 2(1)

)
− 103

560
Y (1)− 94

210

(
3Y (3)

+6Y (1)Y (2) + Y 3(1)

)
−
(
Y (4) + 2Y (1)Y (3) + Y 2(2) + Y 2(1)Y (2)

)
− 2

7

(
3Y (5) + 6Y (1)Y (4)

+6Y (2)Y (3) + 3Y 2(1)Y (3) + 3Y 2(2)Y (1)

)]

=
14

280001

[
− 492

210
Y (3) +

3253

4320
+

1

3!8e4
− 1

3!4e2
+

62

72

(
Y (2) + Y 2(1)

)
− 103

560
Y (1)− 94

210

(
6Y (1)Y (2)

+Y 3(1)

)
−
(
Y (4) + 2Y (1)Y (3) + Y 2(2) + Y 2(1)Y (2)

)
− 2

7

(
6Y (1)Y (4) + 6Y (2)Y (3) + 3Y 2(1)Y (3)

+3Y 2(2)Y (1)

)]
.

Si k = 4, on a

Y (6) =
1

30000

[
− Y (4) +

1001

4!
+

243

4!8
− 1

4!4
+

1

4!2
+

1

4!8e4
− 1

4!4e2

+
1

2

[ 4∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

1

(k1 − 1)!

(−1)k−k2

(k − k2)!
G(k2 − k1) +

4∑
k2=1

k2∑
k1=1

1

k2

(−1)k1−1

(k1 − 1)!

1

(k − k2)!
G(k2 − k1)

+
1

4!

( 7∑
k′=1

1

k′

k′−1∑
k1=0

(−1)k1

k1!
G(k′ − k1 − 1)−

7∑
k′=1

1

k′

k′−1∑
k1=0

1

k1!
G(k′ − k1 − 1)

)]]

=
1

30000

[
− Y (4) +

5205313

120960
+

1

4!8e4
− 1

4!4e2
+

1

2

[
705

1728
Y (1) +

6642

60480

(
Y (2) + Y 2(1)

)

+
76

144

(
3Y (3) + 6Y (1)Y (2) + Y 3(1)

)
+

19

840

(
3Y (4) + 6Y (1)Y (3) + 3Y 2(2) + 3Y 2(1)Y (2)

)

+
1

72

(
3Y (5) + 6Y (1)Y (4) + 6Y (2)Y (3) + 3Y 2(1)Y (3) + 3Y 2(2)Y (1)

)
+

2

168

(
3Y (6) + 6

(
Y (1)Y (5)
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+Y (2)Y (4) +
1

2
Y 2(3)

)
+ Y 2(1)Y (4) +

1

2
Y 2(1)Y (3) + Y 3(2) +

1

6
Y (1)Y (2)Y (3)

)]]

=
56

1679999

[
− 1623

1680
Y (4) +

5205313

120960
+

1

4!8e4
− 1

4!4e2
+

1

2

[
705

1728
Y (1) +

6642

60480

(
Y (2) + Y 2(1)

)

+
76

144

(
3Y (3) + 6Y (1)Y (2) + Y 3(1)

)
+

19

840

(
6Y (1)Y (3) + 3Y 2(2) + 3Y 2(1)Y (2)

)
+

1

72

(
3Y (5)

+6Y (1)Y (4) + 6Y (2)Y (3) + 3Y 2(1)Y (3) + 3Y 2(2)Y (1)

)
+

2

168

(
6
(
Y (1)Y (5) + Y (2)Y (4) +

1

2
Y 2(3)

)
+Y 2(1)Y (4) +

1

2
Y 2(1)Y (3) + Y 3(2) +

1

6
Y (1)Y (2)Y (3)

)]]
.

Dans le tableau (3.3), on présente l’erreur

En = ‖yexacte(x)− Sn(x)‖∞, n = 1, 2, ...

en fonction n avec

Sn(x) =

n∑
k=0

Y (k)xk.

n = 1 n = 5 n = 10 n = 15

En 0.632 6.190× 10−4 5.408× 10−4 5.4011× 10−4

Table 3.3 – L’erreur entre la solution calculé avec la méthode d’Adomian et la solution exacte
pour l’exemple(3.3)

On remarque que l’erreur approche de zéro quand n est grand.
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Dans la figure (3.3), on a tracé la solution calculé avec la méthode d’Adomian et la solution
exacte de cet exemple.

Figure 3.3 – Comparaison entre la solution calculé avec la méthode d’Adomian et la solution
exacte pour l’exemple (3.3)

48



3.2 La méthode de l’analyse d’Homotopie

Exemple 3.4.

Considérons l’équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra-Fredholm suivante :
4ϕ′′(x) + 2xϕ′(x) + ϕ(x) =

−1

100

(
(1 + x)(1 + x10)

10

)
+ 48x2 + 9x4

+0, 01

∫ x

0
(t+ tx)ϕ2(t)dt+ 0, 01

∫ 1

0
(t+ tx)ϕ2(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1

ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 1

ω = 4, A(x) = 2x, B(x) = 1.
D’après théorème (2.1), on a :

4u(x) +

∫ 1

0

[
W (x, t)− 0, 01

∫ x

0
R(x, y; 1)H2(y, t)dy − 0, 01

∫ 1

0
R(x, y; 1)H2(y, t)dy

]
u(t)dt

= F (x) + 0, 01

∫ x

0
R(x, y; 2)

(∫ 1

0
H2(y, t)u(t)dt

)2

dy + 0, 01

∫ 1

0
R(x, y; 2)

(∫ 1

0
H2(y, t)u(t)dt

)2

dy.

Telque
u(x) = ϕ′′(x),

W (x, t) =


W1(x, t) = t(3x− 1), 0 ≤ t ≤ x,

W2(x, t) = 3x(t− 1), x ≤ t ≤ 1,

R(x, y; l) =
2!

l!(2− l)!
(y + yx)y2−l ⇒


R(x, y; 0) = y3 + y3x,

R(x, y; 1) = 2(y2 + xy2),

R(x, y; 2) = y + xy,

H2(y, t) =


t(y − 1), 0 ≤ t ≤ y,

y(t− 1), y ≤ t ≤ 1,

µ(x) = 3x,

F (x) =
−1

1000

((
1 + x

)(
1 + x10

))
+ 48x2 + 9x4 − 3x+ 0, 01

∫ x

0
(y3 + y3x)dy + 0, 01

∫ 1

0
(y3 + y3x)dy.

Donc

u(x) +
1

4

∫ 1

0

[
W (x, t)− 0, 01

∫ x

0
2(y2 + xy2)H2(y, t)dy − 0, 01

∫ 1

0
2(y2 + xy2)H2(y, t)dy

]
u(t)dt

−1

4
F (x)− 0, 01

4

∫ x

0
(y + xy)

(∫ 1

0
H2(y, t)u(t)dt

)2

dy − 0, 01

4

∫ 1

0
(y + xy)

(∫ 1

0
H2(y, t)u(t)dt

)2

dy

= 0.
(3.1)

On définit un opérateur non linéaire N par :

N [u(x)] = u(x) +
1

4

∫ 1

0

[
W (x, t)− 0, 01

∫ x

0
2(y2 + xy2)H2(y, t)dy − 0, 01

∫ 1

0
2(y2 + xy2)H2(y, t)dy

]
u(t)dt

−1

4
F (x)− 0, 01

4

∫ x

0
(y + xy)

(∫ 1

0
H2(y, t)u(t)dt

)2

dy − 0, 01

4

∫ 1

0
(y + xy)

(∫ 1

0
H2(y, t)u(t)dt

)2

dy.

(3.2)
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D’après (3.1) et (3.2), on a
N [u(x)] = 0, ∀x ∈ [0, 1].

On prend u(x) =
∞∑
i=0

ui(x)τ i et u0(x) = 0

un(x) = un−1(x) + hRn[un−1(x)], avec

Rn[un−1(x)] =
1

(n− 1)!

[
∂n−1

∂τn−1
N
(
u(x)

)]
|τ=0

.

Ainsi
u1(x) = hN(u0(x)) =

−h
4
F (x).

u2(x) = u1(x) + hR2[N(u1(x))] = u1(x) + h

[
∂

∂τ
N
(
u(x)

)]
|τ=0

.

= (1 + h)u1(x)

+
h

4

∫ 1

0

[
W (x, t)− 0, 01

∫ x

0
2(y2 + xy2)H2(y, t)dy − 0, 01

∫ 1

0
2(y2 + xy2)H2(y, t)dy

]
u1(t)dt.

...

Dans le tableau (3.4), on présente l’erreur En pour h = −0.89987 telque

En = ‖yexacte(x)− Sn(x)‖∞, n = 1, 2, ...

avec

Sn(x) =
1

b− a

[
η1(b− x) + η2(x− a) +

∫ b

a
H2(x, t)un(t)dt

]
.

n = 1 n = 5 n = 10 n = 15

En 5.373× 10−2 5.219× 10−6 8.31× 10−8 8.315× 10−8

Table 3.4 – L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de l’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour l’exemple (3.4)

Dans le tableau (3.5), on présente l’erreur En pour h = −0.92987.

n = 1 n = 5 n = 10 n = 15

En 4.047× 10−2 1.047× 10−6 7.777× 10−8 7.777× 10−8

Table 3.5 – L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de l’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour l’exemple (3.4)
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Dans le tableau (3.6), on présente l’erreur En pour h = −0.87987.

n = 1 n = 5 n = 10 n = 15

En 6.273× 10−2 1.371× 10−5 9.892× 10−8 9.922× 10−8

Table 3.6 – L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de l’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour l’exemple (3.4)

Dans le tableau (3.7), on présente l’erreur En pour h = −0.90987.

n = 1 n = 5 n = 10 n = 15

En 4.927× 10−2 2.893× 10−6 6.839× 10−8 6.843× 10−8

Table 3.7 – L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de l’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour l’exemple (3.4)

On remarque que l’erreur approche de zéro quand n est grand.
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Dans la figure (3.4), on a tracé la solution calculé avec la méthode de l’analyse d’Homotopie
et la solution exacte de cet exemple pour h = −0.90987, car pour ce h la solution approchée est
plus proche de la solution exacte.

Figure 3.4 – Comparaison entre la solution calculé avec la méthode de l’analyse d’Homotopie
et la solution exacte de l’exemple (3.4) pour h = −0.90987
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Dans la figure (3.5), on a tracé la solution du problème (3.1) et la solution exacte de cet
exemple pour h = −0.90987.

Figure 3.5 – Comparaison entre la solution calculé u avec la méthode de l’analyse d’Homotopie
et la solution exacte de l’exemple (3.4) pour h = −0.90987

53



Exemple 3.5.

Considérons l’équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra-Fredholm suivante :
8ϕ′′(x) = 8

(
cos(x)− sin(x)

)
− 1

50

(
1− 3 cos(x)− 2 sin(x) +

sin(2x)

3

)
+0, 02

∫ x

0
sin(x− t)ϕ2(t)dt+ 0, 02

∫ π

0
sin(x− t)ϕ2(t)dt, 0 ≤ x ≤ π

ϕ(0) = −1, ϕ(π) = 1

ω = 8, A(x) = 0, B(x) = 0.
D’après théorème (2.1), on a :

8u(x) +

∫ π

0

[
W (x, t)− 0, 02

∫ x

0
R(x, y; 1)H2(y, t)dy − 0, 02

∫ π

0
R(x, y; 1)H2(y, t)dy

]
u(t)dt

= F (x) + 0, 02

∫ x

0
R(x, y; 2)

(∫ π

0
H2(y, t)u(t)dt

)2

dy + 0, 02

∫ π

0
R(x, y; 2)

(∫ π

0
H2(y, t)u(t)dt

)2

dy.

Telque
u(x) = ϕ′′(x),

W (x, t) = 0,

R(x, y; l) =
2!

l!(2− l)!
sin(x− y)

π2
(2y − π)2−l ⇒



R(x, y; 0) =
sin(x− y)

π2
(2y − π)2,

R(x, y; 1) = 2
sin(x− y)

π2
(2y − π),

R(x, y; 2) =
sin(x− y)

π2
,

H2(y, t) =


t(y − π), 0 ≤ t ≤ y,

y(t− π), y ≤ t ≤ π,

µ(x) = 0,

F (x) = 8
(

cos(x)− sin(x)
)
− 1

50

(
1− 3 cos(x)− 2 sin(x) +

sin(2x)

3

)
+0, 02

∫ x

0

sin(x− y)

π2
(2y − π)2dy + 0, 02

∫ π

0

sin(x− y)

π2
(2y − π)2dy.

Donc

u(x) −0, 01

2

∫ π

0

[ ∫ x

0

sin(x− y)

π2
(2y − π)H2(y, t)dy +

∫ π

0

sin(x− y)

π2
(2y − π)H2(y, t)dy

]
u(t)dt− 1

8
F (x)

−0, 01

4

∫ x

0

sin(x− y)

π2

(∫ π

0
H2(y, t)u(t)dt

)2

dy − 0, 01

4

∫ π

0

sin(x− y)

π2

(∫ π

0
H2(y, t)u(t)dt

)2

dy

= 0.
(3.3)

On définit un opérateur non linéaire N par :

N [u(x)] = u(x)− 0, 01

2

∫ π

0

[ ∫ x

0

sin(x− y)

π2
(2y − π)H2(y, t)dy +

∫ π

0

sin(x− y)

π2
(2y − π)H2(y, t)dy

]
u(t)dt

−1

8
F (x)− 0, 01

4

∫ x

0

sin(x− y)

π2

(∫ π

0
H2(y, t)u(t)dt

)2

dy

−0, 01

4

∫ π

0

sin(x− y)

π2

(∫ π

0
H2(y, t)u(t)dt

)2

dy.

(3.4)
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D’après (3.3) et (3.4), on a
N [u(x)] = 0, ∀x ∈ [0, π].

On prend u(x) =

∞∑
i=0

ui(x)τ i et u0(x) = 0

un(x) = un−1(x) + hRn[un−1(x)], avec

Rn[un−1(x)] =
1

(n− 1)!

[
∂n−1

∂τn−1
N
(
u(x)

)]
|τ=0

.

Ainsi
u1(x) = hN(u0(x)) =

−h
8
F (x).

u2(x) = u1(x) + hR2[N(u1(x))] = u1(x) + h

[
∂

∂τ
N
(
u(x)

)]
|τ=0

.

= (1 + h)u1(x)

−h
2

∫ π

0

[ ∫ x

0

sin(x− y)

π2
(2y − π)H2(y, t)dy +

∫ π

0

sin(x− y)

π2
(2y − π)H2(y, t)dy

]
u1(t)dt.

...

Dans le tableau (3.8), on présente l’erreur En pour h = −0.89987 telque

En = ‖yexacte(x)− Sn(x)‖∞, n = 1, 2, ...

avec

Sn(x) =
1

b− a

[
η1(b− x) + η2(x− a) +

∫ b

a
H2(x, t)un(t)dt

]
.

n = 1 n = 2 n = 4 n = 6 n = 8 n = 10

En 1.294× 10−1 1.540× 10−2 2.597× 10−4 9.200× 10−5 9.211× 10−5 9.212× 10−5

Table 3.8 – L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de l’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour l’exemple(3.5)

Dans le tableau (3.9), on présente l’erreur En pour h = −0.96987.

n = 1 n = 2 n = 4 n = 6 n = 8 n = 10

En 3.438× 10−3 1.464× 10−3 9.159× 10−5 9.212× 10−5 9.212× 10−5 9.212× 10−5

Table 3.9 – L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de l’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour l’exemple(3.5)
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Dans le tableau (3.10), on présente l’erreur En pour h = −0.90987.

n = 1 n = 2 n = 4 n = 6 n = 8 n = 10

En 9.774× 10−2 8.642× 10−3 1.125× 10−4 9.206× 10−5 9.212× 10−5 9.212× 10−5

Table 3.10 – L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de l’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour l’exemple(3.5)

Dans le tableau (3.11), on présente l’erreur En pour h = −0.92987.

n = 1 n = 2 n = 4 n = 6 n = 8 n = 10

En 7.662× 10−2 5.246× 10−3 9.062× 10−5 9.209× 10−5 9.212× 10−5 9.212× 10−5

Table 3.11 – L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de l’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour l’exemple(3.5)

On remarque que l’erreur approche de zéro quand n est grand.
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Dans la figure (3.6), on a tracé la solution calculé avec la méthode de l’analyse d’Homotopie
et la solution exacte de cet exemple pour h = 0.96987, car pour ce h la solution approchée est
plus proche de la solution exacte.

Figure 3.6 – Comparaison entre la solution calculé avec la méthode de l’analyse d’Homotopie
et la solution exacte de l’exemple (3.5) pour h = −0.96987
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Dans la figure (3.7), on a tracé la solution du problème (3.3) et la solution exacte de cet
exemple pour h = −0.96987.

Figure 3.7 – Comparaison entre la solution calculé u avec la méthode de l’analyse d’Homotopie
et la solution exacte de l’exemple (3.5) pour h = −0.96987
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Exemple 3.6.

Considérons l’équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra-Fredholm suivante :
1000ϕ′′(x) + ϕ(x) = 1001e−x −

(
−3e−3x + 2ex

8
+

2e−x

4

)
−
(
−ex−4

8
− e−x−2

4

)
+

∫ x

0
cosh(x− t)ϕ3(t)dt+

∫ 1

0
(cosh(x− t)ϕ3(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1

ϕ(0) = 1, ϕ(1) = e−1.

ω = 1000, A(x) = 0, B(x) = 1.
D’après théorème (2.1), on a :

1000u(x) +

∫ 1

0

[
W (x, t)−

∫ x

0
R(x, y; 1)H2(y, t)dy −

∫ 1

0
R(x, y; 1)H2(y, t)dy

]
u(t)dt

= F (x) +

∫ x

0

3∑
l=2

R(x, y; l)

(∫ 1

0
H2(y, t)u(t)dt

)l
dy +

∫ 1

0

3∑
l=2

R(x, y; l)

(∫ 1

0
H2(y, t)u(t)dt

)l
dy.

Telque
u(x) = ϕ′′(x),

W (x, t) =


W1(x, t) = t(x− 1), 0 ≤ t ≤ x,

W2(x, t) = x(t− 1), x ≤ t ≤ 1,

R(x, y; l) =
3!

l!(3− l)!
cosh(x− y)(1− y + e−1y)3−l ⇒



R(x, y; 0) = cosh(x− y)(1− y + e−1y)3,

R(x, y; 1) = 3 cosh(x− y)(1− y + e−1y)2,

R(x, y; 2) = 3 cosh(x− y)(1− y + e−1y),

R(x, y; 2) = cosh(x− y),

H2(y, t) =


t(y − 1), 0 ≤ t ≤ y,

y(t− 1), y ≤ t ≤ 1,

µ(x) = (1− x+ e−1x),

F (x) = 1001e−x −
(
−3e−3x + 2ex

8
+

2e−x

4

)
−
(
−ex−4

8
− e−x−2

4

)
− (1− x+ e−1x)

+

∫ x

0
cosh(x− y)(1− y + e−1y)3dy +

∫ 1

0
cosh(x− y)(1− y + e−1y)3dy.

Donc

u(x) +
1

1000

[∫ 1

0

[
W (x, t)−

∫ x

0
3 cosh(x− y)(1− y + e−1y)2H2(y, t)dy

−
∫ 1

0
3 cosh(x− y)(1− y + e−1y)2H2(y, t)dy

]
u(t)dt− F (x)

−
∫ x

0
3 cosh(x− y)(1− y + e−1y)

(∫ 1

0
H2(y, t)u(t)dt

)2

dy −
∫ x

0
cosh(x− y)

(∫ 1

0
H2(y, t)u(t)dt

)3

dy

−
∫ 1

0
3 cosh(x− y)(1− y + e−1y)

(∫ 1

0
H2(y, t)u(t)dt

)2

dy −
∫ 1

0
cosh(x− y)

(∫ 1

0
H2(y, t)u(t)dt

)3

dy

]
.

(3.5)
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On définit un opérateur non linéaire N par :

N [u(x)] = u(x) +
1

1000

[∫ 1

0

[
W (x, t)−

∫ x

0
3 cosh(x− y)(1− y + e−1y)2H2(y, t)dy

−
∫ 1

0
3 cosh(x− y)(1− y + e−1y)2H2(y, t)dy

]
u(t)dt− F (x)

−
∫ x

0
cosh(x− y)

(∫ 1

0
H2(y, t)u(t)dt

)3

dy −
∫ 1

0
cosh(x− y)

(∫ 1

0
H2(y, t)u(t)dt

)3

dy

−
∫ x

0
3 cosh(x− y)(1− y + e−1y)

(∫ 1

0
H2(y, t)u(t)dt

)2

dy

−
∫ 1

0
3 cosh(x− y)(1− y + e−1y)

(∫ 1

0
H2(y, t)u(t)dt

)2

dy

]
.

(3.6)
D’après (3.5) et (3.6), on a

N [u(x)] = 0, ∀x ∈ [0, 1].

On prend u(x) =

∞∑
i=0

ui(x)τ i et u0(x) = 0

un(x) = un−1(x) + hRn[un−1(x)], avec

Rn[un−1(x)] =
1

(n− 1)!

[
∂n−1

∂τn−1
N
(
u(x)

)]
|τ=0

.

Ainsi
u1(x) = hN(u0(x)) =

−h
1000

F (x).

u2(x) = u1(x) + hR2[N(u1(x))] = u1(x) + h

[
∂

∂τ
N
(
u(x)

)]
|τ=0

.

= (1 + h)u1(x) +
h

1000

[∫ 1

0

[
W (x, t)−

∫ x

0
3 cosh(x− y)(1− y + e−1y)2H2(y, t)dy

−
∫ 1

0
3 cosh(x− y)(1− y + e−1y)2H2(y, t)dy

]
u1(t)dt.

...

Dans le tableau (3.12), on présente l’erreur En pour h = −0.89987 telque

En = ‖yexacte(x)− Sn(x)‖∞, n = 1, 2, ...

avec

Sn(x) =
1

b− a

[
η1(b− x) + η2(x− a) +

∫ b

a
H2(x, t)un(t)dt

]
.
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n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5

En 8.568× 10−3 9.429× 10−4 1.043× 10−4 1.284× 10−5 2.803× 10−6

Table 3.12 – L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de l’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour l’exemple(3.6)

Dans le tableau (3.13), on présente l’erreur En pour h = −0.96987.

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5

En 7.009× 10−3 6.314× 10−4 5.746× 10−5 6.440× 10−6 1.864× 10−6

Table 3.13 – L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de l’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour l’exemple(3.6)

Dans le tableau (3.14), on présente l’erreur En pour h = −0.90987.

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5

En 9.347× 10−3 1.122× 10−3 1.352× 10−4 1.764× 10−5 3.546× 10−6

Table 3.14 – L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de l’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour l’exemple(3.6)

Dans le tableau (3.15), on présente l’erreur En pour h = −0.92987.

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5

En 5.450× 10−3 3.822× 10−4 2.742× 10−5 3.070× 10−6 1.388× 10−6

Table 3.15 – L’erreur entre la solution calculé avec la méthode de l’analyse d’Homotopie et la
solution exacte pour l’exemple(3.6)

On remarque que l’erreur approche de zéro quand n est grand.
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Dans la figure (3.8), on a tracé notre solution calculé avec la méthode de l’analyse d’Homotopie
et la solution exacte de cet exemple pour h = −0.96987, car pour ce h la solution approchée est
plus proche de la solution exacte.

Figure 3.8 – Comparaison entre la solution calculé avec la méthode de l’analyse d’Homotopie
et la solution exacte de l’exemple (3.4) pour h = −0.96987

62



Dans la figure (3.9), on a tracé la solution du problème (3.5) et la solution exacte de cet
exemple pour h = −0.96987.

Figure 3.9 – Comparaison entre la solution calculé u avec la méthode de l’analyse d’Homotopie
et la solution exacte de l’exemple (3.4) pour h = −0.96987
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté un rappel sur les équations intégro-
différentielles non linéaires de Volterra-Fredholm, ensuite l’existence et l’uni-
cité de la solution avec les hypothèses posé sur le problème général. Après, on
a donné plusieurs résultats pour trouver la solution approchée de ces équa-
tions en utilisant la méthode de transformation d’Adomian et la méthode
de l’analyse d’Homotopie. Enfin, on a appliqué ces deux méthodes sur trois
exemples différents. Notre but revient à trouver la solution approchée de ces
équations. La comparaison entre les deux méthodes de solution utilisées au
cours de notre recherche nous a permis de constater que la méthode d’Ado-
mian est la plus appropriée à cause surtout de sa précision et son efficacité
rapide et immédiate.
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