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Chapitre 111
Analyse statique des plaques en matériaux composites

avancés "FGM"

I11.1. Introduction

e concept des matériaux composites avancés dites a gradient de propriétés (FGM)

caractérisé par une propriété sans interruption changeante due a un changement

continu de la composition, dans la morphologie et effectivement dans la structure

cristalline, représente un saut technologique rapide a travers les différents domaines
d'application potentiels, des recherches ont été établis afin de préparer des matériaux de
barriere thermique performants a longue durée de vie. Leur but principal est pour l'usage
d’améliorer la résistance a I'usure ou a I'oxydation, avoir un matériau blindé léger avec une
haute efficacité balistique et peut résister au milieu a haute température. Du fait de
I’importance de cette nouvelle classe de matériaux composites, nous avons besoin d’une
théorie efficace pour prévoir exactement les caractéristiques structurales des plaques type E-
FGM. En effet, plusieurs auteurs ont proposés des théories se basant sur des approches
analytiques aux problémes des plaques en matériaux a gradient de propriétés.

L’objectif de notre étude est 1’identification du comportement élastique de flexion des
plaques en matériaux a gradient de propriétés type E-FGM simplement appuyées, en utilisant
une simple théorie raffinée quasi-3D a cing variables avec un champ de déplacement qui est
exprimé en fonction d’une variation trigonométrique. Cette théorie tient en consideration a la
fois l'effet de la déformation en cisaillement transversal et l'effet d'étirement & travers

I'épaisseur des plaques.

111.2. Configuration géométrique

Une plaque rectangulaire de dimensions a et b avec une épaisseur uniforme nh constituee
d'un matériau a gradient de propriétés (E-FGM) est représentée sur la figure (I11.1), dans
laquelle le systeme de coordonnées cartésien rectangulaire(x,y,z) avec le planz=o0,
coincidant avec la surface mediane de la plaque. Le matériau est inhomogene et ses propriétés
varient de maniere exponentielle dans la direction de I'épaisseur, comme indiqué dans la

relation suivante :
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P(2) =V (2)P, (1.2)

o[ 242]
2)

Avec : V(z)=e '" (111.2)

Ou P, représente la propriété de la surface inférieure de la plaque E-FGM et p est le

parametre qui définit le profil de variation du matériau le long de I'épaisseur et prend des
valeurs supérieures a zéro. Les propriétés mateérielles effectives de la plaque, y compris le

module de Young E, le module de cisaillement G , varient selon I'équation (111.1), par contre le

coefficient de Poisson v est supposé étre constant.

Figure I111.1 : Géométrie d’une plaque E-FGM de forme rectangulaire.

111.3. Champ de déplacement

Une nouvelle théorie de déformation en cisaillement trigonométrique a été développée
récemment par Mantari et al [40] pour analyser les plaques isotropes, composites stratifiées et
les plaques sandwichs. Les fonctions sinusoidales sont avantageuses par rapport aux fonctions
polynomiales, car elles sont simples a utilisées et précises et peuvent étre assurées les
conditions aux limites en contraintes sur les surfaces supérieure et inferieure de la plaque. La
présente étude étend cette théorie aux plaques E-FGM, y compris I'étirement de I'épaisseur
(théorie quasi-3D). Le champ de déplacement de la théorie quasi-3D trigonométrique en un

point quelconque de coordonnées (x, vy, z) dans la plaque est donné par I’expression suivante :
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Chapitre 111
ow ow
u(x,y,z)=u,(x,y)-z - f(2) :
OX OX
ow oW
V(X,y,z) =V, (x,y) -z - f(2) (1.3)
oy oy

W(x,y,z) =w, (x,y)+w_(x,y)+9(z) ¢,(X,Yy)

Ou u,,v,,w, w, w_ete, sontlessix fonctions de déplacement inconnues du plan médian

de la plaque; le déplacement transversal (w) est composé alors de trois composantes, a

savoir : de flexion, de cisaillement et de I'étirement, cependant la fonction de cisaillement et

leur dérivée est données par :

h T2
f(z)=12z- —si (—)
2=z Zsin| =) (I11.4a)

7 2) (111.4b)

I11.4. Champ de déformation
Le champ de déformation est obtenu en substituant les termes de I'équation (111.3) dans la

relation d’élasticité linéaire déformations-déplacements. Il est donné comme suit :

ou

e, = —

OX
ov

v, o (111.5)

Dans le calcul ces équations, on suppose des petites déformations (c’est-a-dire que les
déplacements et les rotations sont faibles et respectent la loi de Hooke). Les expressions de
déformation linéaires dérivées du modele de déplacement des equations (111.3), valables pour

les plagues minces, moyennement épaisses et épaisses considérées. En remplacons (I11.5)

dans (I11.3), nous obtenons les expressions suivantes :
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ou, 0w, .
&, = -z - f(2)
0X 0X 0X
ov a°w 2
€, -z ; f(z2)
oy oy oy
g, =9'(2)e,
ou ov 0w o°w
= o2 2 f () — (111.6)
oy oX OXoy oX0oy
ow, OJg,
7y = 9(2)
oy oy
ow op,
Y i :g(Zf W
| ox ox )

e=eV v+ () (11.7)
Avec :
( 0 ou ] [ 1 aZWb1 [ () _ OZWS]
(o el = o == | lex—62|
X X
€y aavx | 2 | | |
€ :J € L, ¢ = e\ = —2 ,su):l M= ° L,gu):l P L (111.8a)
y T R | ay|
bny |g(0):6u0 av, | |g<1):_252Wb| |52 62w5|
7 ey ox " oxay | (5 ooy |
£, =9'(2)e, = 9'(2) 9, (111.8b)
[ ow op, |
(7,1 df (z)fyoz] J P * 5 L
J y>=1—d—4 "= g(2) awy ay (111.8¢)
z
7w ) 7« ) { s, %J
oX oX

I11.5. Equations constitutives
Considérons des plaques E-FGM sont fabriquées a partir d'un mélange de deux phases

matérielles, par exemple, un métal et une céramique comme le montre la figure (111.1) ci-
dessus. Ainsi en se limitant a un comportement élastique linéaire, I’expression des contraintes

pour une plaque E-FGM peut étre déterminee en écrivant la relation qui existe entre ces
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derniéres et les déformations, le champ des contraintes peut étre exprimé dans ce cas par la

forme matricielle suivante :

(6,1 TQ, Q, Q, O 0 0 1fe,]
7,0 Qe Qu @ 0 0 0 s
[7:] | @ Qs 000 e (11.9)
"ryz| | 0 0 0 Q. 0 0 ||}/yz|
1z, | } 0o 0 0 0 Qg O :|yxz|
Lo 0 0 0 o aullr)

Ol (c,.0,.7,,.7,.7,) €, .e 2,7, .7, 7,) sont lescomposantes des contraintes et des

deformations, respectivement. Les coefficients de rigidité tridimensionnels (3D) @, sont

exprimés en fonction des constantes d’ingénieur par les relations suivantes :

o o - U-vE@)
O e T T ey
Qu = Q= Q= L
12 = 13 23 (1—2V)(1+V)l (I“lO)
E
Qu =04 =Q4 = @)
2(1+v)

I11.6. Les equations de mouvement

Afin d’établir de fagon systématique 1’ensemble des équations de mouvement ainsi que les
conditions au limites de la présente théorie quasi-3D, le principe des travaux virtuels est
appliquée, celui-ci indique que pour tout champ de contrainte en équilibre avec les efforts
extérieurs, la somme des efforts internes et externes est nulle pour tout champ virtuel. Le

principe des travaux virtuels dans le cas présent peut s’écrire sous la forme suivante :

SU 46V =0 (IN.11)

Ou su représente la variation de 1’énergie de déformation et sv est la variation de 1’énergie

potentielle due au chargement extérieur.
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La variation de I’énergie de deformationsu , peut étre exprimée en fonction des contraintes et

des déformations comme :

SU = IV o ;06 ;dV (11.12)
Soit :

h/2
sU = IAL/Z(GX&X ‘o, 6 vo, 6, + 0 Gy o S, +o, 5 HdA  (111.13)

Et I’énergie potentielle :

5V = -[q5 w da (111.14)

A

Ou A est notée par la surface supérieure de la plague. Le principe des travaux virtuels peut

étre réécrit sous une forme :

/
JAL“h/ZZ(GxggX + 0,08, 40,08, + 0,0 +0, 5, +0,5 JA —[qswdAa =0  (II115)

A

En remplacant les déformations virtuelles par leurs expressions définies par les équations

(111.8) dans 1’équation (II1.15), ensuite en introduisant les efforts globaux, on obtient la forme

suivante:
[ aéu, a%sw, a%ow o6V, a%sw, a%sw,
f . -M - P, + N, -M, —- P, —+ R ,6p,
AL oX oX oX oy oy oy
osu, 06V, o%sw, a%sw, (aaws MWZW
+ N + —2M _Zny +Q, + (|“16)
oy oX 0X0y 0xoy (L Ox ox )

oow, 0ow, 1
+Q, + -qs(w, +w,+9(z)p,)||dA =0
oy oy

OuN,M,P,Q etr sont les résultantes des contraintes par unité de longueur de la plaque

définies par :

(0 0,0, )f(2)d (11.17)

Page 42



Chapitre 111 Analyse statique des plagues en matériaux composites avances "FGM"

Et en faisant I’intégration par partie de 1’équation (II1.16), et ensuite on fait la collection des

coefficientsu,,v,,w,,w,,w_, ¢ ,0nobtient:

[(6N  oN, N, ON o’M oM o'M
[ ] x4 = |su, + 4 = |sv, - L —— 42 ~ 4 q |ow, (111.18)
A oX oy oy OX oX oy OXoy
o o°p o'p, o aQ 0 0Q 1
_ p2X+ 2y+2 w _9Q ~1q [ow, + Qx+ ~—R,+9(z)q |6p, |dA =0
oX oy oxoy oX oy oX oy |

L’¢équation (IIL.18) devra étre vérifiée quel que soit les déplacements virtuelss u,,5v,,s w, ,

5 w_ et § ¢, cinématiquement admissible, on en déduit les équations différentielles d’équilibre

du mouvement de la plague E-FGM associées a la présente théorie de déformation en

cisaillement quasi-3D comme suit :

OoN oN
ou, + =0
oX oy
oN ,  ON
ov, + =0
oX oy
oM o'M  a'Mm )
ow, -+ 2 4 2y+q:0 (111.19)
oX oxoy oy
o’p.0'P, 0°P, aQ,  0Q,
ow . + 2 + ; + +q=0
oX oxaoy ay oX ay
0 0Q
5¢Z:QX+ ~-R,=0
oX oy

111.7. Détermination des coefficients de rigidité
En substituant les formulations des déformations-déplacements de 1’équation (II1.8) et les

relations des contraintes-déformations de 1’équation (I11.9) dans 1’équation (II1.17), on obtient

les expressions qui représentent des résultantes en membranen = {N ,N ,N |, en flexion
pureM ={M _,M ,m _|", en flexion supplémentaire di au cisaillementp = {p_. P P _|",
X X Xy X y Xy

et en cisaillement purQ = {Q,.Q,|" etrR = {R,}" :
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au, azwh 62WS ov, azwh 62wS
Nx:An ox _Bu 6X2 _E11 6X2 +A12 oy _B12 6y2 _Elz ayz +¢Zle3
ou, Bzwb azwS ov, azwb azwS
Ny:Alz _Blz 2 _E12 2 +Azz _Bzz 2 _Ezz 2 +(szsza
00X oX oX oy oy oy
2 2
ou, 0v, o"w, o'W,
Ny = Ag + B 2 —Eg| 2
oy oX OXoy oXoy
ou, azwb 52Ws ov, azwb 82Ws
Mx: 1 ~Mn > 1 2 +BlZ V) > T2 2 +F513¢z
oX oX oX oy oy oy
ou, azwb azwS ov, azwb azws
My: 12 Mo , T 2 +Bzz ) , T2 2 +F523(/)z
oX oX oX oy oy oy
ou, ov, 62wb 62ws
M x . Pes ~ s 2 -F 2
oy oX oxoy oxXoy
ou, 32Wb 0w, ov, 82Wb 82WS
P, =Ey ax -Fy ox’ -Hy ox’ +Ey, dy - Fy ayz -H, 6y2 +Hs 0, (|“-20)
ou, azwb 62WS ov, 32Wb 62wS
Py: 12 Y 2 12 2 +E22 Y] , 22 ) + Hs 2P,
oX oX oX oy oy oy
ou ov a%w a%w
ny _ o 0 + 0 _ 2 b _ S
oy oX oxXoy oxaoy
ow 0
Qx = As 55 : _(pw
\ ox ox )
ow 0
Qy = As 24 ~+ _(p
oy oy
R g QYo L o’w, y o'w, g Mo o o°w, y o'w, c
= Bs - Fs — Hs + Bs - Fs — Hs + Es .o
z 13 ox 13 6X2 13 8Xz 23 6y 23 ayz 23 6y2 337 7

Ou A,, B, ...etc. représentent les coefficients de rigidité de la plaque, sont définis comme :

1

hi2
(Aij’Bij By Dy Ry Hy ): J‘Qij (112’ f(z),zZ, zf (z), f 2(2)}12 (|“21)
hi2
(BS i FS . Hs Bsy ): J'Qij (g'(z), 29 '(z), f(z)9'(2), g'2 (Z)}jz (|“22)
hi2 E (2) ,
As, = Asg = I ———[g(2)] dz (1.23)
o, 2v)
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Ainsi que les expressions des contraintes en fonction des déplacements sont obtenues, en
reportant les relations (111.6) et (111.10) dans 1’expression (I11.9), on obtient :

F(l 1), 2% (1 ﬂazwb otw, ) |
—- + -z||—- + +
. E() Ikv ) ox oy v )t oy I 1.2
2] ERRL R | |
f(z) ] —-1 =+ +9'(z)p,
L \v ) ox dy J
{—auo +(£_1W6v0 B Z[azwb +(£_ﬂa?wb]+—I
VE(z) | ox (v oy ox* \v Joay" ) (1.25)
o, = ) .
e, (1 o) |
f(z2) 4| —-1 =1+ 9'(2)e,
[ ox (v ) oy J
(auo ov, azwb 62Wb —I
+ -z + +
CMVE(z) | Ox 0y ox® oy’ | 1.26)
- Vi), ow, W) (1)) | '
f(z) =+ =1+ —=1g'(z)e,
L ox oy (v ) J
E (2) Fauo ov, ) 2 s 2 (2) 2W5—|
o, = + -2z - z ,
Y 2(1+v)|_6y ox oxay 6xayJ| (11.27)
L E@) o, 20 (111.28)
2(1+v) \ ox  ox )
E (2) ow, 0o,
yz 2(1+V) )[ ay + 6y ] (|“29)

111.8. Solution exacte pour une plaque E-FGM simplement appuyée
La recherche de solutions analytiques des problemes des structures composites
multicouches sous diverses conditions aux limites fait appel a la résolution d’équations aux

dérivées partielles classiques et linéaires a coefficients constants.
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Les plaques rectangulaires sont généralement classées en fonction du type d’appuis utilisé.
Dans cette partie nous sommes concernés par la solution exacte des équations (111.19) pour
une plaque en matériau composites avances (E-FGM), simplement appuyée. Pour ce cas
d’étude, les conditions aux limites pour la présente théorie d'ordre éleve quasi 3-D

s’écrivent :

= Les conditions aux limites sur les bords x=0 et x=a sont exprimées sous la forme

suivante:
V,=w,=w_=N_=M_ =P =0 (111.30)

= Les conditions aux limites sur les bords y=0 et y=b sont exprimées sous la forme

suivante:

uy=w,=w_,=N =M =P =0 (11.31)

En utilisant la technique de Navier, on peut résoudre le probleme du comportement statique
des plaques en E-FGM. Elle peut étre alors recherchée en écrivant les déplacementsu,,v, ,w, ,
w_ ety sous forme de doubles séries trigonométriques de Fourier, satisfaisant les conditions

aux limites des équations (111.30) et (111.31), respectivement.

U cos axsin gy

mn

M s

DM s

1n=1

UO(X,Y)W‘

(
|
|
| |
o (X, Y)
el
|
I
|
L

M -

V.., sin axcos By

|
|
|
|

1n=1

W

Mezp .
M -

b sin axsin By ¢, (|||-32)
|
|

W cos axsin ﬂy|

1

3
1
E]
1
-

lw, (x,y)
{(pz(x,y)

0

S

M -

m

©

in

' |

8

0] sin ax cos ﬁy'

Zmn
m=1n=1

a=mzxla, f=nxlb (111.33)

Ouu, v, .w, ,w_ eto sontlescomposantesdu vecteur déplacement inconnues. La

mn mn bmn smn
charge transversale (q) est également exprimée en fonction d’une double série de Fourier

comme suit :
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a(x,y)=3 3 Q,, sin axcos By (11.34)

m=1n=1

On admet pour le cas d’une charge sinusoidale que le coefficient @, =g

0

En remplacgant les équations (1V.20), (1V.32) et (IV.34) dans I'équation (1V.19), les solutions

analytiques peuvent étre obtenues a partir de la relation suivante :
[K J{a}={a} (111.35)

Avec {a} Est un vecteur déplacement donné par :

{A}: {U mn ‘an ’W bmn ’Wsmn ’(D zmn }Tr (“|36)

{q} Est un vecteur de charge donné par :

{a}=1{0.0.Q,,.Q,, 0}" (111.37)

[K ] Est une matrice des coefficients de rigidité donnée par :

[k, ky, Kk, Kk, kgl
Iklz K, Ky K, Ky }
[K]=lk, Kk, ky ki kgl (111.38)
Iku K, ki Kk K }
[k Ky Ky Ky kg |
Ou:
k, = -a A, - B A,
k, =—-ap A, —afA,
k, =2af ‘B, +af ‘B, +a’B,
k, =2af ‘E, +a’E, +aBf 'E,
K, = aBs
k, =-B°A, —a’A,
k,, =2a B, + BB, +a’fpB,
k, =a’BE, +a’BE, + p'E, (111.39)

k, = BBs

25

2 2 4 2 2 4 4
k, =-20a"p°'D,-a D, -4a"p°D, -8 D, —a D,

4 2 2 2 2 4
k, =-a'F, -2a’B’F, —4a’p’F, - B'F,

34

2 2
kK, =-aFs, - B Fs

35

2 2 2 2 2 4 4
k44:—4a B Hss_za B H12_AS44ﬂ - sz—a H11
2 2

2 2 2
Ky, =-As a —-As,p —a Hs, - "Hs, - B Hs,

2 2

kg, =-Es, —As a - As, pf

55 55
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111.9. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une solution générale du comportement statique des
plaques en matériaux composites avances type E-FGM en utilisant une théorie de déformation
de cisaillement trigonométrique quasi 3-D a cinq variables. Cette théorie tient en
considération I’effet d’étirement de 1’épaisseur (déformation normale suivant la direction z est
différent a zéro), néanmoins elle n'exige pas de facteur de correction de cisaillement, et donne
une description trigonométrique de la contrainte de cisaillement a travers I’épaisseur tout en
remplissant la condition de contrainte de cisaillement nulle sur les surfaces inférieure et
supérieure de la plaque. Les équations de mouvements de la présente théorie sont déterminées
en employant le principe des travaux virtuels et par suite les solutions exactes des plaques E-
FGM simplement appuyées, ont été obtenues en utilisant la technique de Navier. Les études
paramétriques présentées dans le chapitre suivant permettront d’apprécier clairement 1’apport

de cette théorie en le comparant les résultats obtenus avec ceux de la littérature.
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