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 ملخص

 

رية لك النظة ما تكون أكثر تعقيدا من تمعا لصفائحلالمعادلات الحاكمة لنظريات تشوه القص ان  

ظريات سيكية ونحلول النظرية الكلا كون العلاقة الدقيقة بينتوبالتالي فمن المستحسن أن  الكلاسيكية. 

 لنظرية الكلاسيكيةاحلول كانت القص بحيث كلما 

 . القص لنظريات تشوه حلول المقابلةهولة على المكن الحصول بسالم من فانه . متاحة 

ظرية بين حل النالصفائح قدم لمحة عامة عن العلاقات الجبرية لالتواء تفي هذه الدراسة، 

 الكلاسيكية ونظريات الدرجة الأولى

 : التواء، نظرية القص، علاقةكلمات البحث 
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Résumé 

Les équations gouvernantes des théories déformation de cisaillement des plaques sont 

généralement plus complexes que ceux de la théorie classique des plaques. Par conséquent, il 

est souhaitable d'avoir des relations exactes entre les solutions de la théorie classique et les 

théories de cisaillement de sorte que chaque fois que les solutions de la théorie classique sont 

disponibles, les solutions correspondantes des théories de déformation de cisaillement peuvent 

être facilement obtenues. 

Dans cette étude, un aperçu des relations algébriques pour le flambement des plaques 

entre la solution de la théorie classique et celle des théories du premier ordre est présenté 

Mots clés : Flambement, théorie de cisaillement, relation. 
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Abstract 

Equations governing shear-deformation theories of plates are typically more 

complicated than those of the classical plate theory. Hence it is desirable to have exact 

relationships between solutions of the classical plate theory and shear-deformation plate 

theories so that whenever classical theory solutions are available, the corresponding solutions 

of a shear-deformation theory can be readily obtained. 

In this study, an overview of the algebraic relationships for buckling between the 

solutions of the classical plate theory and the first - order deformation plate theories is 

presented  

Keywords: buckling; Shear deformation theories; Relationships 
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 Introduction générale  

Depuis le début vingtième siècle, l’usage des structure sous la forme des plaques et 

poutres s’est considérablement développé jusqu’à nos jours que ce soit dans l’industrie 

automobile, génie civil, transport routier, ferroviaire, et aéronautique. 

Les modèles de plaques et de poutres ont été largement étudies depuis plusieurs années 

jusqu'à nos jours (Ressiner 1945, Mindlin 1951, Reddy 1997 ce qui donne naissance aux 

théories dites théories classique de Kirchhoff et théorie de déformation en cisaillement du 

premier ordre de Mindlin, et la théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé de 

Reddy, ces théorie peuvent prendre en compte le cisaillement transverse. 

Dans ce travail nous considérons le problème de flambement des plaques et la relation 

entre les théories de déformation en cisaillement transverse. 

Le premier objectif principal de ce travail est de trouver une relation entre la charge de 

flambement de la théorie classique (CPT) et la théorie de déformation en cisaillement d’ordre 

et théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDPT). 

Le second objectif de ce travail est l’utilisation de cette relations pour calculer la charge 

de flambement critique d’une plaque carrée et rectangulaire simplement appuyée soumise à 

une compression biaxiale. 

Pour atteindre nos objectifs, ce mémoire s’articule autour de quatre chapitres. 

Un aperçu des différentes théories de plaque sont présentes dans le premier chapitre. 

Dans le deuxième chapitre, le développement mathématique de la théorie classique 

(CPT) théorie de Kirchhoff  est présenté. 

Dans Le troisième chapitre, on présente le développement mathématique aboutissant à 

la relation entre la théorie de premier ordre de déformation en cisaillement. 

Le quatrième et dernier chapitre, les différents résultats obtenues par les relations 

trouver entre FSDPT - CPT, en considérant des plaque isotrope simplement appuyée carrée et 
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rectangulaire soumise à une compression biaxiale sont comparé à ceux calcule par Sayyad et 

Ghugal (2012)  

Enfin, ce travail se termine par une conclusion générale résumant les principaux 

résultats obtenus et les perspectives envisagés pour la poursuite de ce travail. 

 



 

 

 

Chapitre 01 

Théories des plaques  
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I.1. Introduction  

Les problèmes de stabilité des plaques sont modélisée essentiellement par deux 

théories ; celle des plaque minces et celle des plaques épaisses. 

La théorie de plaques minces énonce par Love sur les hypothèses des Kirchhoff 

s’inspire de celle des poutres mince de Euler- Bernoulli. 

Lorsque l’épaisseur de la plaque ne permet plus de vérifier les hypothèses de Kirchhoff ; 

une théorie plus complète basée sur celle des poutres de Timoshenko est nécessaire.  

Rayleigh en 1877 puis Timoshenko en 1921 montrent que la prise en compte des effets 

d’inertie de rotation et de cisaillement affecte les fréquences propres de flexion des poutres. 

Ces deux effets tendent à diminuer les fréquences de résonnances calculées à cause de la 

croissance de l’inertie et de la flexibilité du système.  

Une extension à la théorie des plaques quant au l’effet de cisaillement est proposé par 

Reissner en 1945 et Mindlin 1951. 

I.2.Définition de plaque 

On  appelle  plaque  tout  corps  cylindriques  ou  prismatique  de  hauteur  (épaisseur)  

plus petit en comparaison avec le reste des  autres dimensions. En fonction de la configuration 

du plan,  les  plaques  se  distinguent  en  rectangulaire,  circulaire,  annulaire,  triangulaire  

etc.  si  le matériau  constituant  la  plaque  ayant  les  mêmes  propriétés  mécaniques  dans  

toutes  les directions, alors la plaque est dite isotrope, par contre  si les caractéristiques 

mécaniques des matériaux constituant les plaques sont différentes dans l'une des directions, 

alors la plaque est dite anisotrope (orthotrope) 
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I.3.Les déférents théories des plaques  

  I.3.1 Théorie classique des plaques minces de Love-Kirchhoff  

On  parle  d'une  plaque  mince,  lorsque  la  flèche  générée  par  les  déformations  de 

cisaillement reste négligeable devant la flèche générée par la courbure de la plaque. Dans le 

cas  d'une  plaque  homogène  isotrope,  la  part  de  cisaillement  dans  la  flèche  est  

directement reliée  à  l'élancement  (L/h).  La  théorie  CPT  se  présente comme  la  plus  

simple  des  approches  .Cette  théorie  se  base  sur  les  hypothèses  de  Love Kirchhoff 

[Kirchhoff 1950], selon lesquelles une  droite normale au plan moyen de la plaque reste  

perpendiculaire  après  déformation  Figure  I.1,  ce  qui  revient  à  négliger  les  effets  de 

déformation en cisaillement transverse [Cugnoni 2004] 

 

Figure I.1 : Illustration de la plaque de Love-Kirchhoff 

I.3.2.La théorie de déformation en  cisaillement du premier ordre  

Cette théorie proposée par Mindlin, en 1951, prend en compte les déformations dues à 

l’effort tranchant et l’effet dû à l’inertie de rotation. La  théorie  de  déformation  en  

cisaillement  du  premier  ordre  a  prolongé  la  théorie classique  des  plaques  en  tenant  

compte  l'effet  de  cisaillement  transverse,  dans  ce cas  les contraintes et les déformations 

sont constantes à travers l'épaisseur de la plaque, ce qui oblige l'introduction  d'un  facteur  de  
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correction.  Les  études  sur  la  théorie  de  déformation  en cisaillement du premier ordre 

(FSDPT) peuvent être référées dans [Reissner -(1945)], [Mindlin -(1951)]  qui  a  mené  au  

modèle  de  plaque  de  Reissner-Mindlin.  Ainsi  que  [Timoshenko  et Woinowsky-Krieger 

1959], [Reddy (1997)] et [Reddy (1999)]. 

L’hypothèse cinématique de Mindlin est la suivante : 

  -La  normale  reste  droite  mais  non  perpendiculaire  à  la  surface  moyenne  (à 

cause de l'effet du cisaillement transverse) dans la configuration déformée (Figure I.2).  

 

Figure I.2 : Illustration de la plaque de Reissner-Mindlin 

         -Le champ de déplacements de Reissner-Mindlin s'écrit :  

⎩⎪⎨
⎪⎧����, �, �� = ���, �� − � �!������, �, �� = "��, �� − � �!������, �, �� = !

 

             ∅� = − #$%#	  et              ∅� = − #$%#
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I.3.3.La théorie de déformation en cisaillement d'ordre élevé  

Cette classe de théories plus fines à pour base un développement du déplacement dans 

l’épaisseur à l’ordre deux ou plus.  Ces théories sont  particulièrement  bien  adaptées à la 

modélisation du comportement des plaques épaisses ou poutres  courtes, où la déformation 

transverse joue un rôle prédominant. La plupart de ces modèles utilisent un développement en 

série  de  Taylor  [Nguyen  2004],  la  théorie  d'ordre  élevé  est  basée  sur  une  distribution  

non linéaire  des  champs  dans  l'épaisseur.  Par  conséquent,  on  tient  compte  des  effets  de  

la déformation transversale de cisaillement et / ou de la déformation normale transversale. Ces 

modèles n'exigent pas des facteurs de correction. Les références sur de tels modèles peuvent 

être  trouvées  dans  ([Reddy  1984]  ;  [Kant  et Swaminathan 2002])  

 

 

               Figure I.3 : Illustration de la plaque de théorie d’ordre élevé 

Le champ de déplacement est généralement écrit comme suit : 

⎩⎪⎨
⎪⎧ ����, �, �� = ���, �� − &��� �!��    ����, �, �� = "��, �� − &�� � �!������, �, �� = !

 

I.3.3.1.Revue sur les différents modèles de la théorie d'ordre élevé 
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Pour  franchir  les  limites  des  théories  du  premier  ordre,  plusieurs  auteurs  

proposent quelques contributions importantes de développement de  modèles d'ordres  élevés 

qui se sont distingués dans la littérature par l'expression de la fonction de cisaillement  f(z).  

Ces modèles sont basés sur une distribution non linéaire des champs de déplacement dans 

l'épaisseur, et qui permettent  de  représenter  le  gauchissement  de  la  section  transversale  

dans  la  configuration déformée. 

F(z):  est  une  fonction  de  cisaillement  transverse  qui peut prendre plusieurs formes 

selon la  théorie  utilisée. 

Théorie classique (CPT)  

&��� = 0 

Théorie du premier ordre (FSDPT) 

&��� = � 

Théorie d’ordre élevé (HSDPT)  

&��� = � − �³� 43ℎ�� 

I.4.Validité des théories de la plaque 

La validité de la théorie des plaques isotropes dépend des caractéristiques géométriques. 

Les hypothèses de Mindlin seront appliquées Si 4 < L/h < 20 et celles de Kirchhoff Si L/h > 

20 où L est une dimension caractéristique dans le plan x, y. Le rôle des déformations de 

cisaillement transversal dans les plaques orthotropes dépend non seulement des 

caractéristiques géométrique (L/h), mais également des caractéristique mécaniques 

représentées par le rapport E/KG (ou E est un module caractéristique intervenant dans la 

flexion, G un module de cisaillement transversal et K un facteur de correction de cisaillement 

transversal.  
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I.5.Hypothèses de calcul  

Les hypothèses de calcul sont celles d'un solide qui possède un plan moyen et dont 

l'épaisseur h est faible vis-à-vis des deux autres dimensions. Celles qui sont vérifiées dans 

cette étude sont les suivantes : 

1- La plaque est d’épaisseur petite devant les autres dimensions latérales. Elle possède 

un plan moyen aussi appelé plan moyen. 

2- Les sections droites, initialement normales au plan neutre, restent planes et normales 

à celui-ci. Les points situés sur une normale à la surface moyenne avant déformation restent 

sur cette normale au cours de la déformation. Cette hypothèse permet de supposer que le 

mouvement de tous les point se trouvant sur la normale au feuillet moyen est le même, c'est-à-

dire que : w(x, y, z) = w(x, y). 

Ceci revient à négliger l’effet de cisaillement transverse. 

On a dans ce cas : 

      ɤ	� = ɤ�
 = 0 

3- Les termes non linéaires du déplacement sont négligés, en particulier, l’inertie de 

rotation est négligée. Seul le déplacement transversal w est considéré. 

4- Les contraintes σ.. normales dans la direction transversale sont négligeables par 

rapport aux composantes de contraintes, du fait que la plaque est mince, il est naturel 

d’admettre qu’elle est nulle en tout point z donc σ..=0. 

5- la plaque est symétrique par rapport à son feuillet moyen lors de sa fabrication. 
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I.6. Les différents Types des matériaux  

 I.6.1. Matériaux orthotropes 

Sont des matériaux qui possèdent 3 plans de symétrie orthogonaux, ces derniers ont les 

mêmes propriétés ou caractéristiques mécanique. 

Ce qui réduit le nombre des coefficients indépendants à 9 

  

 Figure I.4: matériau orthotrope 

I.6.1.1.Cas des Plaques Orthotropes  

Une plaque orthotrope possède des paramètres de rigidité différents selon deux axes 

perpendiculaires, ces axes étant parallèle aux bords de la plaque. Il existe plusieurs types 

d’orthotropie: une orthotropie de géométrie où la géométrie de la plaque entraîne, 

l’orthotropie à module d’Young constant, une orthotropie de matériau où la plaque possède 

deux modules d’Young différents selon les deux directions. Les plaques orthotropes en 

flexion présentent une coïncidence entre les axes d'orthotropie et les directions principales x , 

y. Pour un état de contrainte plane   ��� = �
� = �	� = 0    
La relation entre le tenseur de déformation et le tenseur de contrainte sous forme 

matricielle est la suivante :  

         

⎩⎪
⎨
⎪⎧

�		�

����	
�	��
� ⎭⎪
⎬
⎪⎫ =

⎣⎢
⎢⎢⎢
⎢⎡5�� 5�� 5�� 0 0 05�� 5�� 0 0 05�� 0 0 0566 0 07�8 599 05::⎦⎥

⎥⎥⎥
⎥⎤

⎩⎪
⎨
⎪⎧Ԑ		Ԑ

Ԑ���	
�	��	� ⎭⎪

⎬
⎪⎫
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I.6.2. Matériaux isotropes 

Matériaux dont les propriétés physiques ou mécaniques sont identiques dans toutes les 

directions  

I.6.3.Matériaux transversalement isotropes  

Un matériau isotrope transverse est un matériau orthotrope qui comporte un axe ou un 

plan d'isotropie. Les propriétés suivant les axes 2 et 3 sont identiques. 

Le nombre de coefficients indépendants se réduit à 5 coefficients. 

 

Figure I.5: Matériau transversalement isotrope 

I.7.Les contraintes  

En se limitant à un comportement élastique linéaire, l’expression des contraintes pour 

une plaque isotrope peut être déterminée en écrivant la relation qui existe entre les 

déplacements et les déformations, le champ des contraintes s’écrit donc :  

⎩⎪
⎨
⎪⎧

�		�

����	
�	��
� ⎭⎪
⎬
⎪⎫ =

⎣⎢
⎢⎢⎢
⎢⎡5�� 5�� 5�� 0 0 05�� 5�� 0 0 05�� 0 0 0566 0 07�8 599 05::⎦⎥

⎥⎥⎥
⎥⎤

⎩⎪
⎨
⎪⎧Ԑ		Ԑ

Ԑ���	
�	��	� ⎭⎪

⎬
⎪⎫
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I.8.Conclusion  

La principale limitation de la théorie classique de love-Kirchhoff et que l’on néglige les 

effets dus aux efforts tranchants et à l’inertie de rotation, or dans la pratique les plaques ont 

des épaisseurs significatives et il devient nécessaire de tenir compte de ces effets pour décrire 

leur comportement statique ou dynamique. D’autre part, la théorie classique ne peut rendre 

compte des problèmes de contact incluant des plaques et des problèmes de plaques laminées. 

Ces limitations ont conduit plusieurs auteurs à proposer des modèles plus raffinés. L’un des 

premiers fut Reissner, suivi par Mindlin et par d’autre. Ces nouvelles théories sont 

généralement obtenues à partir des équations de l’élasticité bidimensionnelle soit par 

intégration de ces équations sur l’épaisseur, C'est-à-dire le long des fibres de la plaque, soit 

par des hypothèses, sur les déplacements et les contraintes faites à l’intérieure de la plaque. 

Toutes ces théories découplent toujours les effets de flexion et de contrainte plane. 

Dans  le  modèle  de  Reddy,  le  champ  de  déplacement est  cubique  et  le 

déplacement  normal  w  est  constant  .  Ce  modèle  donne  une  bonne approximation  pour  

les  contraintes  de  cisaillement  transverse  par  rapport  à  la  solution élastique 

tridimensionnelle dans le cas homogène. 
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II.1.Introduction  

Dans ce chapitre, nous présentons le développement mathématique conduisant à 

l’équation différentielle en moment et la flèche, et la charge de flambement la théorie 

classique des plaques CPT de Love-Kirchhoff. 

Le principe des travaux virtuels est utilisé pour la détermination des équations 

d’équilibre et les conditions aux limites de la théorie classique. 

Théorie classique de plaque CPT 

La théorie classique des plaques minces (CPT) se base sur les hypothèses de Love- 

Kirchhoff, selon lesquelles une droite normale au plan moyen de la plaque reste 

perpendiculaire après déformation (figure II.1), ce qui revient à négliger les effets de 

déformation en cisaillement transverse. 

 

Figure II.1 : Illustration de la plaque de Love Kirchhoff. 

Les équations d'équilibre sont obtenues en utilisant le principe des travaux virtuels, 

Le champ de déplacement, dans le cas de la flexion pure est donné par 
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⎩⎨
⎧����, �, �� = −� #$#	����, �, �� = � #$#
����, �, �� = !

  (II .1) 

Les déformations associes aux champs de déplacement sont 

⎩⎪⎨
⎪⎧ >		 = #?@#	 = −� #A$#	A>

 = #?A#
 = −� #A$#
A�	
 = #?@#
 + #?A#	 = −2� #A$#	


 (II .2) 

Avec >		 et >

 sont déformations normales et �	
 est déformations de cisaillement  

L’énergie de déformations U 

�D = E FE ��		 � Ԑ		GAHGA + �

 � Ԑ

 + �	
 � �	
�I�J I�I�Ωₒ   (II .3) 

�D = − E L�		 #AM$#	A + �

 #AM$#
A + �	
 #AM$#	
 N I�I�  (II .4) 

Avec  

O�		, �

, �	
P = E ��	�
,Q/�HQ/� �	
�� I� (II .5) 

Notons que les énergies des déformations associées aux déformations de cisaillement 

transversal sont nulle dans la théorie de Kirchhoff. 
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L'énergie potentielle de forces externe V est donné par les forces agissant sur limite de 

la plaque et la courbure, en supposant des petites rotations. 

  

Figure II.2 : Plaque soumise à une compression biaxiale. 

S = − �� ∬ U�		 L#$#	 N� + �

 L#$#
N� + �	
 L#$#	 #$#
NV I� I� (II .6) 

�S = − ∬ U�		 #$#	 � #$#	 + �

 #$#
 � #$#
 + �	
 L#$#	 � #$#
 + #$#
 � #$#	 NV I� I�(II .7) 

L’intégration Eq.  (II.7) par des parties nous obtenons 

�S = ∬ L�		 #A$#	A + �

 #A$#
A + 2�	
 #A$#	#
N �! I� I� − ∮ X�		 #$#	 Y	 +
�

 #$#
 Y
 + �	
 #$#
 Y	 + �	
 #$#	 Y
Z �! I7 (II .8) 

Le principe des travaux virtuels s’écrit  
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�[ = �D + �S = 0 (II .7) 

− E L�		,		 + �

,

 + 2�	
,	
 + �		 #A$#	A + �

 #A$#
A +
2�	
 #A$#	#
N δw I�I� − ∮ XO�		Y	 + �	
Y
P #M$#	 + O�	
Y	 +^

�

Y
P #M$#
 Z I7 + ∮ XO�		,	 + �	
,
PY	 + O�

,
 + �	
,	P Y
 −^
��		 #$#	 Y	 + �

 #$#
 Y
 + �	
 #$#
 Y	 + �	
 #$#	 Y
�Z �!I7 = 0 (II .9) 

où une virgule suivie d’indice dénote la différenciation par rapport aux indices, par 

exemple, �		,	 = #_``#	  , et ainsi de suite , et OY	, Y
P désigner les cosinus directeurs de l'unité 

n normale sur la limite Γ , un cercle sur le signe de l'intégrale signifie l'intégration sur la limite 

totale ., s est la coordonnée mesurée le long de Γ . Si l'unité vecteur normal n est orienté à un 

angle b de l'axe des x positif, alors Y	 = cd7b et. Y
 = 7eYb . Comme �! est arbitraire dans 

Γ  et il est indépendant de 
#M$#	  et de 

#M$#
  sur Γ , il en résulte que 

#²_`#	² + 2 #²_`g#	#
 + #²_g#
² + �		 #A$#	A + �

 #A$#
A + 2�	
 #A$#	#
 = 0 (II .10) 

Conditions aux limites  

De l’équation (II.9) on trouve : 

Soit �! = 0 où �	Y	 + �
Y
 = 0 

��		 �!�� Y	 + �

 �!�� Y
 + �	
 �!�� Y	 + �	
 �!�� Y
� 

Soit  
#M$#	 =0 ou �		Y	 + �	
Y
 = 0 
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Soit 
#M$#
 = 0 ou �	
Y	 + �

Y
 = 0 

Avec �	, �
 sont les force de cisaillement donnée par �	 = �		,	 + �	
,
 hi �
 =�

,
 + �	
,	 

Équation d’équilibre en termes de la flèche  

Supposons une plaque isotrope et obéi à la loi de Hook, les relations contrainte - déformation 

sont données par   

⎩⎪⎨
⎪⎧�		 = j�HkA �>		 + l>

�

�

 = j�HkA �>

 + l>		�
�	
 = m�	
 = j���nk� �	


 (II.11) 

Avec  

E : Module de Young, G : Module de cisaillement, l coefficient de Poisson . 

Remplaçons les expressions des contraintes dans l’équation (II.5), on trouve  

⎩⎪⎨
⎪⎧�		 = −o L#A$#	A + l #A$#
A N

�

 = −o L#A$#
A + l #A$#	A N
�		 = −�1 − l�o #A$#	#


 (II.12) 

Avec o = jQq����HkA� 
Substituant les expressions des moments dans (II.10), on trouve l’équation gouvernante  

o L#²r#	² + 2 #²r#	#
 + #²r#
²N = �		 #A$#	A + �

 #A$#
A + 2�	
 #A$#	#
 (II.13) 



Chapitre 02   Théorie classique de plaque  

 

19 

 

On terme de l’operateur Laplace on a 

os6! = �		 #A$#	A + �

 #A$#
A + 2�	
 #A$#	#
  (II.14) 

Pour  �		 = −t��, �

 = −t�� hi �	
 = 0 L’équation (II.14) devient 

os6! = −� Xt� #A$#	A + t� #A$#
A Z (II.15) 

Pour t� = t� = 1 

L’équation (II.15) devient 

os6! = −�s�! (II.16) 

Utilisons la somme des moments 

� = _``n_gg��nk� = −os�! (II.17) 

s�� = �s�! (II.18) 

2 M
w

D
  

 (II.19) 

Flambement des plaques simplement appuyée (solution de Navier)  

La flèche d’une plaque rectangulaire simplement appuis peut être représentée par la 

double série de Fourier comme suit 
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w��, �� = ∑ ∑ !vw.ywz�yvz� sin�v.~.	� � . sin�w.~.
� � (II.20) 

L’équation (II .15) 

-D ∑ ∑ �Lv~� N6 + 2 Lv~� N� Lw~� N� +ywz�yvz�
Lw~� N6� !vw. sin Lv.~.	� N . sin Lw.~.
� N= ∑ ∑ �[Lv~� N� +ywz�yvz�

Lw~� N�]!vw. sin�v.~.	� � . sin�w.~.
� � (II.21) 

Alors 

−D �Lv~� N� + Lw~� N��� − �[t� Lv~� N� + t� Lw~� N�]=0 (II.22) 

Donc 

� = ��L��� NAnL��� NA�A
��@L��� NAn�AL��� NA� (II.23) 

Pour chaque choix de 8 hi Y correspond à une valeur unique de �, la charge critique de 

flambement est la petite valeur de �. 

La plaque est soumise aux conditions de chargement montre dans la figure II.3. 
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Figure II.3 : Plaque rectangulaire soumise aux différentes conditions de chargement. 

Pour une compression biaxiale t� = t� = 1 

� = ��L��� NAnL��� NA�A
�L��� NAnL��� NA�  (II.24) 

Pour une compression uniaxiale t� = 1, t� = 0 

� = ��L��� NAnL��� NA�A
�L��� NA�  (II.25) 

Pour une traction dans la direction x et une compression dans la direction y  

t� = −1, t� = 1. 
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� = ��L��� NAnL��� NA�A
�L��� NAHL��� NA�  (II.26) 

Conclusion 

Dans ce chapitre des équations différentielles entre le moment et la flèche et la charge 

critique la théorie classique (CPT) a été développée.  

Ces équation seront utilisées dans le dernier chapitre pour développe la relation entre la 

charge critique de flambement de théorie de déformation en cisaillement du premier ordre et 

la théorie classique. 
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Chapitre 03  

Théories de déformation en cisaillement du 

premier ordre 
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III.1.Introduction  

Dans ce chapitre, nous présentons le développement mathématique conduisant à 

l’équation différentielle en moment et la flèche, et la charge de flambement la théorie de 

déformation en cisaillement du premier ordre FSDPT. 

Le principe des travaux virtuels est utilisé pour la détermination des équations 

d’équilibre et les conditions aux limites de la théorie FSDPT. 

III.2. Théories de déformation en cisaillement du premier ordre FSDPT 

Le champ des déplacements de la théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé 

FSDPT est 

�����, �, �� = ��	����, �, �� = ��
����, �, �� = !  (III.1) 

Avec �	 et �
 sont des rotations autour des axes y et x respectivement. 

 

Figure III.1 : Illustration de la plaque de Reissner-Mindlin. 
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Les déformations associes aux champs de déplacement sont 

⎩⎪⎪
⎪⎨
⎪⎪⎪
⎧ >		 = #?@#	 = � #∅	#	>

 = #?A#
 = � #∅
#
�	
 = � L#∅	#
 + #∅
#
 N

�	� = L∅� + #$#	 N
�
� = L∅� + #$#
N

 (III.2) 

Le principe des travaux virtuels devient 

δw = E X���  #M�`#	 + ���  #M�g#
 + ��� L#M�`#
 + #M�g#	 N + �	 L��	 + #M$#	 N +Ωₒ
�
 L��
 + #M$#
 N − L�		 #A$#	A + �

 #A$#
A + 2�	
 #A$#	#
N δwZ dA = 0   (III.3) 

avec  

�		 = E �		� I� = o�#∅	#	 + � #∅
#
 �Q/�HQ/�  (III.4.a) 

�

 = E �

� I� = o�#∅
#
 + � #∅	#	 �Q/�HQ/�  (III.4.b) 

�	
 = E �	
� I�GAHGA = o ��H��� L#∅	#
 + #∅
#	 N (III.4.c) 

�	 = �� E �	� I� = ��jQ���n�� L∅� + #$#	 NQ/�HQ/�  (III.4.d) 

�
 = �� E �
� I� = ��jQ���n�� L∅� + #$#
NQ/�HQ/�  (III.4.e) 
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Avec �� facteur de correction de cisaillement ; utilisé pour l’hypothèse des contraintes 

de cisaillement �	� et �
� constantes sur l’épaisseur de la plaque dans la théorie de Mindlin, 

en contradiction avec la condition de contrainte de cisaillement nulle sur les surfaces libres. 

Ce facteur dépend du coefficient de Poisson et pris égale 5/6. 

En Intégrant par partie, on trouve  

− ∬��		,	 + �	
 − �	� �∅� I�I� − ∬��

,
 + �	
 − �
� �∅� I�I� −
∬ X�	,	 + �
,
 − �		 #A$#	A + �

 #A$#
A + 2�	
 #A$#	#
Z �!I�I� + ∮[��w�! +

�ww�∅Y + �w��∅7�] I7 = 0 (III.5) 

Les équations d'équilibre sont : 

− L#_``#	 + #_`g#
 N + �	 = 0  

− L#_gg#
 + #_`g#	 N + �
 = 0 (III.6) 

− L#�`#	 + #�g#
 N = �		 #A$#	A + �

 #A$#
A + 2�	
 #A$#	#
  

Les conditions aux limites impliquent de spécifier 

! d� �w  

∅w d� �ww (III.7) 

∅� d� �w�  
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Les conditions aux limites pour la théorie de Mindlin sont données ci-dessous. 

Bord libre 

�w = ��mℎ L�w + #$#wN = 0  

�ww = D L#��#w + #��#� N = 0  

�ww = D ��Hk�� L#��#� + #��#w N = 0  

Bord simplement appuyée 

! = 0; �ww = 0; ∅� = 0; �w� = 0  

Bord encastré 

! = 0;  ∅� = 0; ∅w = 0  

Supposons une plaque isotrope et obéi à la loi de Hook, les relations contrainte - déformation 

sont données par   

⎩⎪⎪
⎪⎨
⎪⎪⎪
⎧�		 = j�HkA �>		 + l>

�

�

 = j�HkA �>

 + l>		�
�	
 = m�	
 = j���nk� �	
�	� = m�	� = j���nk� �	��
� = m�
� = j���nk� �
�

 (III.8) 
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Avec E module de Young et l coefficient de Poisson. G module de cisaillement  

Les équations d’équilibre peuvent être exprime en déplacements (!, ∅	 hi ∅
), par la 

substitution des expression des forces et des moment dans  (III.6). On obtient 

− ¡��Hk�� L#A∅	#	A + #A∅
#
A N − ¡��nk�� L#A∅	#	A + #A∅
#	#
N − ��jQ���nk� L#$#	 + ∅�N =0  

− ¡��Hk�� L#A∅
#	A + #A∅
#
A N − ¡��nk�� L#A∅
#
A + #A∅	#	#
N − ��jQ���nk� L#$#
 + ∅�N =0(III.9) 

− ��jQ���nk� L#A$#	A + #A$#
A + #∅
#
 + #∅	#	 N + �		 #A$#	A + �

 #A$#
A + 2�	
 #A$#	#
 = 0  

Introduisons la somme des moments  

� = _``n_gg�n� = o L#∅	#	 + #∅
#
 N (III.10) 

Les équations d’équilibre deviennent  

o�1 − ��s²∅� − �1 − �� #_#	 + ��jQ��n�� L#$ₒ#	 + ∅�N = 0  

o�1 − ��s²∅� − �1 − �� #_#
 + ��jQ��n�� L#$ₒ#
 + ∅�N = 0 (III.11) 

− ��jQ���n�� �s�!ₒ + _¡� = �		 #A$#	A + �

 #A$#
A + 2�	
 #A$#	#
  

Pour  �		 = �, �

 = � hi �	
 = 0 L’équation (III.11) devient 
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o�1 − ��s²∅� − �1 − �� #_#	 + ��jQ��n�� L#$ₒ#	 + ∅�N = 0  

o�1 − ��s²∅� − �1 − �� #_#
 + ��jQ��n�� L#$ₒ#
 + ∅�N = 0 (III.11) 

− ��jQ���n�� �s�! + _¡� = �s�!  

En vue des équations (III .4 .a et III .4 .b) on trouve  

s�� = �s�!  

s� L! − _��¢QN = − _¡  

III.3.Conclusion  

Des équations différentielles entre le moment et la flèche, et la charge critique de la 

théorie déformation en cisaillement du premier ordre ont été obtenue dans ce chapitre. 

Le chapitre suivant, nous utilisons les différentes équations pour trouver une relation 

entre la charge critique de flambement et de la théorie déformation en cisaillement du premier 

ordre et celle de de la théorie classique pour une plaque isotrope simplement appuyée soumise 

à une compression biaxiale.  
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Chapitre 4 

Résultats et interprétation  
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IV.1.Introduction  

Le flambement des plaques basée sur la théorie de Kirchhoff et Mindlin pour diffèrent 

type de chargement et de condition aux limites a été étudier par plusieurs recherches. Ces 

travaux ont été publiés dans des livres sur les plaques comme ceux de Timoshenko [1975], 

Huang [1988], et Reddy [1999a, 2007]. Des solutions analytiques pour certains cas de la 

plaque ont été données. 

Dans ce chapitre, nous présentons la démarche suive pour trouve une relation entre la 

charge de flambement de la théorie de cisaillement du premier ordre à celle de la théorie 

classique (FSDPT – CPT) pour une plaque simplement appuyées soumise à une compression 

biaxiale. En considérant différente forme de plaque isotrope. Afin de vérifier cette relation des 

résultats sont présentes et comparés avec ceux de la littérature. 

Relation entre les théories 

Dans cette partie les exposants K et M référer aux quantités de théories de plaques de 

Kirchhoff et Mindlin, respectivement 

K
2 K M
w

D
  

 (IV.1) 
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K2 K 2 KM N w    (IV.2) 

M M
2 M

s

M M
w

k Gh D

 
    

 
 (IV.3) 

M2 M 2 MM N w    (IV.4) 

À partir des équations (IV.1) et (IV.2) on trouve  

k
2 2 kN

w 0
D

 
    
 

 (IV.5) 

Et les équations (IV.3) et (IV.4) ; on trouve  

 2 M 2 Mw 0     (IV.6) 

Avec  

s

M
M

M

N

N
D 1

k Gh

 
  
      

 (IV.7) 

Les conditions aux limites pour une plaque simplement appuyées sont  

CPT : Kw 0  et K 2 KM w 0    (IV.8) 
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FSDPT : Mw 0  et M 2 MM w 0    (IV.9) 

Comparons les équations (IV.5) et (IV.6) et en vus des conditions aux limites (IV.8) et 

(IV.9) on trouve 

K
M N

D
   (IV.10) 

s

K
M

K

N
N

N
1

k Gh


  
      

 (IV.11) 

Cette relation donne la charge de flambement MN  (Théorie de cisaillement du premier 

ordre) d’une plaque simplement appuyée en fonction de la charge de flambement KN (Théorie 

classique). 

IV.2. Plaque carre soumise à une compression biaxiale 

Considérons une plaque carre simplement appuyée soumise à une compression biaxiale 

de valeurs identiques sur les deux côtés. 
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Figure IV.1 : plaque isotrope soumise à une compression biaxiale 

IV.3.Résultats numérique    

Les résultats obtenus par l’équation (IV.11) sont comparés avec les résultats obtenus par 

Sayyad et Ghugal (2012). Les résultats numériques sont présentés sous forme d’une charge 

critique de flambement adimensionnelle
2

cr
3

N a
N

E h
 . Les caractéristiques suivante E=210 

GPa, μ=0.3 et k=5/6 (FSDPT) sont utilisées. 

Dans Le tableau suivant sont représentent les résultats de la charge critique du 

flambement d’une plaque carrée simplement appuyée, pour diffèrent rapport (a/h). On 

remarque clairement que les résultats données par la relation ((IV.11) sont identique à ceux de 

Sayyad et Ghugal (2012). 
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Tableau IV.1 : crN  pour une plaque carre isotrope soumise à une compression biaxiale. 

Mode 

(m, n)  
Théorie 

a/h 

5 10 20 50 100 

(1, 1) 

CPTa 1.8076 1.8076 1.8076 1.8076 1.8076 

FSDPTa  1.4749 1.7111 1.7825 1.8035 1.8065 

FSDPTb 1.4749 1.7111 1.7825 1.8036 1.8066 

a : Sayyad et Ghugal (2012) 
b : résultats par l’équation (IV.11) 

IV.4. Plaque rectangulaire soumise à une compression biaxiale 

Dans la partie précédente, une comparaison a été faite entre les charge critique de 

flambement trouves par la relation (IV.11) et les résultats donnes par Sayyad et Ghugal (2012) 

pour une plaque carrée puisque les auteurs ont étudié seulement le cas des plaques carrées 

isotrope simplement appuyée. Afin de vérifier les résultats donne par la relation (IV.11) d’une 

plaque rectangulaire simplement appuyée soumise à une compression biaxiale. Dans cette 

partie, les résultats sont comparés avec les résultats de Reddy (2007). La charge critique de 

flambement est présentée sous forme adimensionnelle
2

cr
2

N b
N

D



. Les caractéristiques 

suivante, sont utilisées E=210 GPa, μ=0.25 et k=5/6 (FSDPT). 

Les résultats de la charge critique du flambement d’une plaque rectangulaire 

simplement appuyée sont représentés dans le tableau (IV.2), pour diffèrent rapport (a/h) et 

(a/b). 

Les résultats trouvés par l’équation (IV.11) sont identique aux résultats présentés par  
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Tableau IV.2 : crN  pour une plaque rectangulaire isotrope soumise à une compression 

biaxiale 

Mode 

(m, n)  
a/b  b/h 

Théorie 

CPTc FSDPTc  FSDPTb 

(1, 1) 

0.5 

10 5.000 4.418 4.418 

20 5.000 4.841 4.841 

100 5.000 4.993 4.993 

1.5 

10 1.444 1.391 1.391 

20 1.444 1.431 1.431 

100 1.444 1.444 1.444 

3 

10 1.111 1.079 1.079 

20 1.111 1.103 1.103 

100 1.111 1.111 1.111 

b : résultats par l’équation (IV.11) 
c : Reddy (2007) 

IV.5.conclusion 

Dans ce chapitre, une relation entre la charge critique de flambement de la théorie 

classique et la théorie du premier ordre de cisaillement a été donnée. Quelques exemples de 

calcul de charge critique de flambement d’une plaque isotrope simplement appuyée soumise à 

une compression biaxiale ont été présentés.  

Les résultats trouvés par cette relation sont identique aux résultats de Sayyad et Ghugal 

(2012) pour des plaques carres et rectangulaires isotrope simplement appuyée soumise à une 

compression biaxiale. 

Donc, connaissons la charge critique de flambement de la théorie classique (CPT), 

d’une plaque isotrope simplement appuyée soumise à une compression biaxiale, la relation 

(IV.11) peut être utilisée pour calculer la charge critique de flambement de la théorie du 

premier ordre (FSDPT). 
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Conclusion générale               

Dans ce travail, Nous avons déterminé une relation entre la charge critique du 

flambement de la théorie classique de Love-Kirchhoff (CPT) et charge critique la théorie du 

premier ordre (FSDPT) d’une plaque isotrope soumise à une compression biaxiale.  

En appliquant le principe des travaux virtuels des équations différentielles ont été 

trouvé. Elles sont utilisées par la suite pour trouver une relation entre les charges critiques de 

la théorie classique et la théorie de cisaillement du premier ordre.  

Cette relation a été utilisée pour calculer la charge critique de flambement de la théorie 

de cisaillement du premier ordre des plaques carrées et rectangulaire isotrope simplement 

appuyée soumise à une compression biaxiale. Les résultats trouver par cette relation sont 

identique à ceux présentés par Sayyad et Ghugal (2012). 

Donc, cette relation peut être utilisée pour calculer la théorie la charge critique de 

flambement de la théorie de cisaillement du premier ordre (FDPST) à partir la charge critique 

de flambement de la théorie classique (CPT) pour des plaques carrée et rectangulaire isotrope 

simplement appuyée soumise à une compression biaxiale. 

En termes de perspective, 

1. Trouver des relations pour d’autres formes de plaque (Circulaire, triangulaire). 

2. Généraliser cette relation a différentes sollicitations (compression uniaxiale 

suivant x ou y, compression en x et traction en y, etc...)  

3. Trouver des relations sous d’autres conditions aux limites. 

4. Utiliser des plaques en FGM 
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