Matiére : Optimisation K. Haddouche

INTRODUCTION

Dans un probléeme d’optimisation, I'objectif est d’optimiser (maximiser ou minimiser)

une certaine fonction f; cette fonction est dite fonction objectif.

Dans la plupart des problemes d’optimisation, la fonction objectif dépend de plusieurs

variables x;, .., X,; ces derniéres sont dites variables de commande car on peut les

controler ou les choisir.

La programmation mathématique (théorie d’optimisation, recherche opérationnelle)
développe des méthodes pour un choix optimal des variables de commande qui maximisent
ou minimisent la fonction objectif, c.a.d. un choix optimal des valeurs de xs, ..., x,. Dans
beaucoup de problemes, le choix des valeurs de x;, ..., X, nest pas entierement libre mais il

est sujet a un certain nombre de contraintes. De ce fait, on trouve une optimisation avec ou

sans contraintes.

A- Optimisation sans contraintes :

Si f admet un extremum (minimum ou maximum) au point xs, ceci implique

Vf(x,) = 0; autrement dit, x; est un point stationnaire.

Exp. :
of _
2 2 P 0
f) = f(x1, %) = x{ + 3x5 Vi) =1, =()
—f=6x2 0
6x2

x1=0etx; =0=>x, = (O) est un extremum.

0

e X =Xxpdansun espace donné est un minimumssi f(x) = f(x,,) pour tout x.
e x =xy dans un espace donné est un maximum i f(x) < f(xy) pour tout x.

Notion de minimum local a x,,, ; f(x) = f(x,,) pour tout x au voisinage de x,, ; a cet

effet, il faut satisfaire :
|x — x| = [(xy = X)? + -+ (x, — X,)?]V? <r  (r> 0 trés petit).

Méthode de recherche d’un extremum : Souvent, on prend le départ d’un point x,

donné dans I'espace considéré pour chercher le minimum ; a cet effet, il fautsuivre la
procédure qui suit :

a) Choix de la direction (généralement) : —Vf(x)

b) Exprimer:z(t) = x —t Vf(x) (calcul du point de la prochaine itération).

c) Déterminer: g(t) = f(z(t))

_ dg
d g()=-"=0.
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Exp. :
6
) = xf + 343 x = (3)
—% = —2x1
a) —Vf(X) = 9 !
U~ _ex
axz 2

o) 20 = (31) ~¢(63) = (1~ aeyms)

o) g®) =1[(1—20x]* + 3[(1 — 6t)x,]>=(1 — 2t)?x?

+3(1 — 6t)%x3

, W)
d) §(t) =2(1-20)(=2)x2 + 6(1 — 6t)(—6)x2=0 = t =A%
le+54xZ
.:I.':_\,
/- H““x,xr
i //_ w\x / \
n X t 1 — 2¢ 1 — 6t
0 6.000  3.000 0.210 0.581 —0.258
1 3484 —0774 0310 0.381 —0.857
2 1327 0664 0.210 0.581 —0.258
3 0771 —0.171 0310 0.381 —0.857
4 0204  0.147 0.210 0.581 —0.258
5 0.170 —0.038 0.310 0.381 —0.857
6 0.065 0032

N. B. : C’est le principe de la méthode du gradient simple.

B- Optimisation avec contraintes :

Max ou Min f(x)
avec
hi(x)<0 (i=1,..,m)

Si la fonction f (x) = X' C;x; est linéaire ainsi que les contraintes h;(x) sont linéaires ;

alors, on est face a un probléme de programmation linéaire.
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Chapitre | : OPTIMISATION LINEAIRE

I.1. Formulation générale d’un programme linéaire :

Un phénomene économique ou d’organisation fait intervenir un certain nombre de
variables (xz, ..., x,) liées par des relations linéaires indépendantes les unes des autres et
formant un ensemble ou un systeme d’équations ou d’inéquations qui sont les contraintes
(hi(x)) du phénomene.

On se donne aussi une fonction économique f linéaire des variables (xs, ..., X,) qui vise la

maximisation (profit, bénéfice) ou la minimisation (colt, perte) d’un objectif tout en

respectant les contraintes.

La fonction f est le résultat de plusieurs effets élémentaires additifs ; ainsi, on peut écrire :
f=e +--+e,

Les effets (ey, ..., €,) sont supposés proportionnels a leurs causes (xy, ..., X,) ; soit :

n
fO) = Gy + o4 Gty = ) G
i=1

Les contraintes peuvent étre exprimées comme suit :

apxy - X, < by
<

axXy . QpXx, < b;
< .

Ap1X1 o AupXn, =< b,

X; >0 (l :1,

=)
-

1.2. Exemples de programmes linéaires :

a- Probléeme de production :

Une entreprise a la faculté de fabriquer sur une machine donnée trois produits
différents P1, P2 et P3. Le produit P1 ramene un profit net de 4 Unités Monétaires (UM), le
produit P2 de 12 UM et, enfin, P3 de 3 UM. Les rendements de la machine sont
respectivement pour les trois produits P1, P2 et P3: 50, 25 et 75 produits par heure. La
capacité de production de la machine est de 45 heures par semaine. On a su grace a une
étude du marché que les possibilités de vente ne dépassent pas : 1000 unités de P1, 500 de
P2 et 1500 de P3 par semaine.

On se pose le probleme de répartir la capacité de production entre les trois produits
de maniére a maximiser le profit.

A cet effet, nous allons :
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1- Formuler le probleme d’optimisation.
2- Résoudre graphiquement le probleme.

3- Donner une solution algébrique du probleme (Algorithme du Simplexe).

b- Probléeme de transport :

1- Formulation du probléme de transport :

Il s’agit, disposant des quantités b; d’un certain produit disponibles dans des centres
origines i (i= 1, m), de les transporter au moindre co(t vers les destinations j (j= 1, n) pouvant
recevoir les quantités a; du produit. On suppose que le total des quantités regues par les
destinations est égal au total des quantités disponibles aux centres origines et que le colt de

transport unitaire C;j de chaque origine a chaque destination est connu. On peut alors

dresser le tableau qui suit :

Destinations j Quantités disponibles b;

1 n

1 C11 Cln bl

Centres origines i

m Cm]_ bm

Cmn
Quantités regues a; a: an Z @G = Z b;
j i

La solution du probleme est formée de I'ensemble des nombres xj (non négatifs)
représentant chacun la quantité de produit a transporter depuis le centre origine i jusqu’a la
destination j, et ce au moindre co(t.

Le probleme de transport peut étre formulé comme suit :

(ng:
Mlnf(.X) :Z ZCU xij
i J
avec
n
inj :bi l=1,m
{ /=1
m
Xj = j=1n
i=1
So-3o
\ j i
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2- Exemple d’un probléeme de transport :

Soient quatre (04) usines qui disposent des quantités d’'un produit respectivement
250, 300, 100 et 450 unités (total = 1100 unités). Le produit doit étre livré pour
transformation ou vente a six entrep6ts 1, 2, 3, 4, 5 et 6 pouvant recevoir respectivement les
guantités 200, 150, 350, 100, 200 et 100 unités (total = 1100 unités).
Connaissant le co(t de transport Cj; d’une unité de produit de I'usiné (i) a I'entrep6t (j), on se
propose de déterminer le plan de transport entrainant une dépense minimale pour le
déplacement des 1100 unités du produit des usines vers les entrepots.

Les colts de transport sont reportés dans le tableau qui suit :

1 2 3 4 5 6
| 4.5 6 4.5 3 4.5 5
Il 3.5 1.5 3.5 3.5 2.5 2.5
il 3 2.5 4.5 5.5 1.5 5.5
v 4 5.5 1 1 5
Le probléme peut étre formulé comme suit :
(( Min f(x) = 4.5x11 + -+ 5 x4¢
avec
6 6 6 6
lej = 250 ; szj = 300 ; ngj = 100; Zx4j = 450
j=1 j=1 j=1 j=1
4 4 4
) inl = 200 ; ZXiz = 150 ; leg = 350 ;
i=1 i=1 i=1

4

4 4
ZXM =100 ; ins = 200 ; in6 =100
i= i=1 i=1
-
'

On doit déterminer 24 variables qui minimisent le co(t de transport.

1
b;

l

Aussi, il existe des méthodes ou regles qui permettent de déterminer une solution
proche de la solution optimale ; parmi ces derniéres, on retrouve :
a) Regle du coin nord-ouest,
b) Régle du meilleur coin nord-ouest,

c) Méthode de la différence maximale (Balas-Hammer).

]
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Chapitre Il : OPTIMISATION NON-LINEAIRE SANS CONTRAINTES

11-1 Rappel de notions mathématiques :

a- Positivité : Une matrice symétrique A = AT est définie positive si et seulement si :
xTAx>0 Vx#0
Une matrice est semi-définie positive: xTAx >0 Vx

Les propriétés d’une matrice définie positive :

- Les valeurs propres de la matrice sont strictement positives.

- Le déterminant de la matrice est positif.

b- Convexité : La fonction f est dite convexe si et seulement si :

vxl,x2€e Vva€el0,1] (Q est le domaine des solutions)
flaxt + 1 —a)x?) <af(xH)+ A - a)f(x?)

f(x) 4

2
X ox +(1-00) X2 X

c- Gradient et Hessien :

Le taux d’accroissement de la fonction est maximal dans la direction du gradient.

af
axl
800 =Vf(@) =] |
af
dx,
Le gradient indique la direction de plus grande pente.
[ 0% f 9%f 1
| 0x,2 0x,0x,
HG) =VIV'fOOl = VF) = © =~ i |
0% f 9%f J
0x,0x, 0x,,>

La matrice hessienne est symétrique par définition.

-
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d- Conditions nécessaires pour un minimum :

e Conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre :

Si la fonction fa un minimum local en X ; alors ¥ d admissible en X
dTg(x) =0
Une direction d (d # 0) est dite admissible si :

In>0telquex+oad e Q Vael0,n]

d; : direction admissible.
d, : direction non admissible.
dz

Si x est un point intérieur, alors toutes les directions sont admissibles.

Cas d’un point intérieur :

Six minimise f localement et si x estun point intérieur de Q2 ; alors :
gx) =0

e Conditions nécessaires d’optimalité du second ordre :

La fonction f atteint un minimum local en x et d est une direction admissible si :
d'g(x*) =0 alors d"H(x*)d = 0.

Cas d’un point intérieur :

Six estun point intérieur de Q et X minimise f; alors :
gx) =0
H(x*) = 0 (matrice semi-définie positive)

e- Conditions suffisantes pour un minimum :

SoitX un point intérieur de QO ; si :

gix*) =0
H(x*) > 0 (matrice définie positive)

alors fa un minimum local en X .

. * . .
Si f est une fonction convexe, alors x est un minimum global de f.

Exp. : Soit la fonction f(x) = x3 4 fx)

f/(x) = 3% £(0) =0

f"(x) = 6x f'(0) =0 [ > X
Les conditions nécessaires sont vérifiées, mais X =0

ne minimise pas la fonction f; donc, la condition suffisante n’est pas vérifiée.
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Soit la fonction : f(x) = x? — x5

g = ( o ) g = (8) pour x* = (8)

—2x2

H(x)=(?) _02) Indéfinie (ou non définie positive), les conditions

nécessaires du second ordre ne sont pas vérifiées.
Soit la fonction : f(x) = x7 + 3x%

g(x) = (22) g(x) = (8) pour x* = (8)

H(x) = (?) 2) Définie positive, le point x* = (8) est un minimum

global car la fonction f est convexe.

11-2 Méthodes de recherche unidimensionnelle :

Parmi les principaux algorithmes d’optimisation unidimensionnelle qui constituent
I'ingrédient de base des méthodes de programmation non linéaire et conditionnent en partie
leur efficacité pratique, on peut citer les suivantes :

- Méthode de Newton-Raphson,

- Méthode de la sécante,

- Méthode de Dichotomie avec et sans dérivées,
- Méthode du nombre d’or,

- Suite de Fibonacci.

1- Méthode de Newton-Raphson :

Minimiser q(X) =f (X, )+f'(x, )(x—x,) +f "(Xk)M

d
q'(x) = ‘fj(xx) 0= (%) + F (X, )(X—X,) et G°(X) = F"(x,)
( (a)- xo point de départ

f'(x
< (b)- Déterminer X3 = Xy —%

(c)-k <« k+1

a l'itération k

Test d’arrét : si vérifié = fin ; si non = retourner en (b).

\
La méthode de Newton-Raphson peut étre vue comme une méthode de recherche

de zéro d’une fonction f’(x) avec le critére d’arrét | X, .4 — X | <g.

2
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2- Méthode de la sécante :
Pour certains problemes trés complexes, un obstacle important se présente dans la
mise en ceuvre pratique de la méthode de Newton-Raphson pour évaluer a la fois la dérivée
premiere et seconde a chaque itération, ceci nous a conduit a approximer la dérivée seconde

par:

f "(Xk) ~ f I(X;):il(xk—l)

(a)- xo point de départ

(b)- Déterminer Xy, = X, — X =Xy g
) k+1 k ; .
< Fi(x) =1 (X 4)

f'(X,) aritération k

(c)-k <« k+1

\ Test d’arrét : si vérifié = fin ; si non = retourner en (b).

La méthode de la sécante exige deux points de départ ; le critere d’arrét |Xk+1 — Xk| <E€.

11-3 Méthode du gradient :

dv = -V f(x¢) indique la direction avec le plus grand taux de décroissance de la
fonction f au point x.
Algorithme de la plus forte pente :
( (a)- Choisir un point de départ xg
(b)- A l'itération k : dy = -Vf (xk)

{ rechercher ti : f(X, +t,xd,)=min {f(x, +txd,)} Avec:t>0

faire: X,,, =X, +1t,xd,

\ (c)- Test d’arrét : si vérifié = fin ; si non = faire k <~ k +1 et retourner en (b).

Critéres :  1° ”V_j'(xk)||<3]

ge [/Cu) =S| _,
IVCO R

o
3° |, =x<e

e Mi)= i
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11-4 Méthode des directions conjuguées :

v' Soit la fonction quadratique : f(x) = %xTQx —bTx
Avec:Q=Q >0etVf(x) =Qx—b=x*=Q b

(" (a)- Choisir un point de départ xo ; do = -Vf (xo)
(b)- A I'itération k :

Vi )"

dfQdy

< faire: X, =X, +t,xd,  si Vf(Xw1) =0 = Arrét

rechercher ty : t, = — dy

Vi(x+1)TQ dy
c)- —_- 7T 7 < "

(d)- diy1 = —VfOq1) + Brdi
L (e)- faire k < k +1 et retourner en (b).

x3

Exp. : Soit la fonction quadratique : Min f(x) = 5x% + =% — 3(x; + x3)

2
0=[ Yin =[] svrco=0c-p= [0

(a)- Choix du point de départ : x° = (:3) sdy = —Vf(x) = — (_23)

—-10
R (GO LT [-23 -10] 23 629
(b)- to =~ Jrqa, do = o 10 0] = 5 = 0.1167
_ (=2 23\ _ 7 0.684
X1 = Xo +tody = (—7) +0.1167 (10) - (—5.833)
_ 3.84
Vi) = (—8.833)
10 0
Vi)' Qd, _ [3-84 —8.833] ] 79487
(B0 ="Tae = 1 o 2] 7 = S = 0.1475
3.84 23 —0.
(0)-dy = =V Ce) + Bodo = = (_gg3) + 01475 (30) = (5506
(e)- M (€SO LI [3.84 —8.833] [ 4475
1 dlQd; [-0.4475 10.308][100 2] 1;%2 10.308

0.684
—5.833

X = +tudy = ( 0.4475

= 0.8569

) +0.8569 * (‘10"308 )= ( : );Vf(xz) ~ (8) — Arrét

v’ Sila fonction f n’est pas quadratique, on utilise les algorithmes qui suivent :

Algorithme de Fletcher et Reeves :

( (a)- Etape de départ : choisir xo point de départ ; dg = -Vf(xo)
(b)- Etape k : choisir t, minimisant (X, +txd,)

poser: X, =X, +t, xd,

[V )l

et;dk+1— Vf(xk+1)+ﬂkxd avec ﬂk ||Vf( k)”

\ (c)- Test d’arrét : si vérifié = fin ; si non = faire k < k +1 et retourner en (b).

w0
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Algorithme de Davidson-Fletcher-Powell (DFP) :

[ (a)- xo point de départ admissible intérieur
Ho matrice définie positive quelconque (par exemple matrice unité)
(b)- A I'itération k, déterminer la direction de déplacement
d =-H, xVf(x,)
Déterminer : X1 comme minimum de f(x, +txd,) pourt>0
< Poser: 0, =X,., — X,

7/k:Vf(X )_Vf(xk)

k+1

5kx5kT _Hkxykx7kTXHk

Calculer: Hy., =H, +
Y s xy, Ve xH x7,

\ (c)- k <~ k +1 ; test d’arrét validé ou retour en (b).

11-5 Méthode de Newton :

1
f@) = q0) = fla) + O =) Vf () + 5 (= %) HEo) (x = %)

Vg(x) = Vf(x) + Hx ) (x —x,) = 0
:siH(xk) >0;

Xea1 = X — H100) V()
v' Soit f une fonction quadratique : f(x) = %xTQx —bTx
Avec:Q=Q >0etVf(x) =Qx—b=x*=Q b
Soit xo = x; = xg — Q1(Q xy — b) = Q~'bh = x* (une seule itération).
v’ Sila fonction f n’est pas quadratique :
Introduire une optimisation unidimensionnelle:  x;,1 = x;, — t;, H 1 (x) V()

t, = argmingsy f(x, — t H1(x;.) V£ ()
11-6 Algorithme de Levenberg-Marquardt :

Combiner Gradient et Newton

H, = H(x) + v, | (vy, : terme de régularisation tel que H, > 0)
Xir1 = Xy =t Hit VF (x)

Soit xo, Vo, Vf(xg) et H(xg)

1-H, = H(xp) + v, 1

2-SiH, n'est pas définie positive = v, = cyvy (aveccyo>1) = 1-

3-Xp1 = X — tHi P V()

4- Calculer f(x;41)

5-Si f(xp41) = f(x) Vi = 1V (avecc; > 1) Xp41 = X = 1-

Sinon:v,.q =v,/c; (avecc, >1) etk=k+1=1-

|
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11-7 Méthode Quasi-Newton :

H~'(x;) est remplacé par une approximation M,
Xk+1 = X — te My Vf (x)
Avec : t, = argmin,sg f(x, — t M, Vf(x;))
Propriété : Si My = My >0 = f(x41) < f(x)
Condition Quasi-Newton :
Vf(xp41) — V() = H(x) (e — X)) = H 1) (41 — Xi)
= My 1 (Vf (xrr1) = V() = X1 — X

M1 A gy =AXx;,  (An’estpas le Laplacien).

Formule de correction :

A- Davidson-Fletcher-Powell (DFP)

Ax Ax" My Mgy Ag M
Ax T Age  Ag" My Agy

B- Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)

My = My +

T T T YT
Agc My Age Axp Ax” My Agi AXy + (M A gy AX )
AngAXk AkaAgk AngAXk

Mk+1 :Mk +(1+

Exp. : Soit la fonction de Rosenbrock f(x) = 100(x, — x%)? + (1 — x1)?

0
/6_92 = —400(x; — x¥)x; —2(1 — xl)\ _

dx;

0
= 200(x, — x?) (0)

x, =x?etx; =1;donc:x* = (1)

Pour I'application des algorithmes d’optimisation sans contraintes, on prend : x° = (_;'9).

-



Matiére : Optimisation K. Haddouche

Chapitre 11l : OPTIMISATION NON-LINEAIRE AVEC CONTRAINTES

I1I-1 Multiplicateurs de Lagrange et conditions de Karush-Kuhn-Tucker :

Pour le cas ou les contraintes sont des contraintes d'égalité, le probléeme

d’optimisation a résoudre peut étre écrit sous la forme suivante :

Minimiser f(x) xeR"
avec

h(x)=0 (i=1,..,m)
La recherche d’'un point minimum au sens de Kuhn et Tucker revient a résoudre le systéme
de (n + m) équations pour trouver les inconnues (x, &)
VE(x)+ 314, x Vh, (x) = 0
A % h,(x;-lz 0 (i=1,...,m)
Ces équations sont appelées équations de Karush-Kuhn-Tucker et A, sont les multiplicateurs

de Lagrange.

Exp. : Soit le probleme d’optimisation

ey = " 7 3
Minimiser f(x)= x;' + X
avee

h(x)==x,+x,+1=0
On peut donc écrire :
2% =1 2%, =A 0
VI(x)+ A, Vh,(x) = i +A, = M= =
2x, 1 2%, + A, 0
Ah(x) =4, (=%, +x,+1)=0

La résolution de ce systéme nous permet d’obtenir :
2= A2

X, = —=1,/2

. (V2
—-(A4,/2)+(=4,/2)+1=0= 4, =1;donc: x =[ ”2}.

5i le probleme d'optimisation présente des contraintes d'égalité et d'inégalités, on

peut écrire ce qui suit :

3
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Minimiser f(x) xeR"
avec
h,(x)=0 (i=1,..,m)
k()0 (i=1,..p)

Une condition est nécessaire pour que x* soit un minimum de f(x) est qu'll existe des

nombres positifs A, et des nombres réels |, tels que :

VG + 30 x Vi (%) + 3, x Vk, (x%) =0

Axh(x)=0  (i=1..,m)
Le Lagrangien est exprimé par @ L(x,A,p,) = I'(x)+29\.. xhl(x)+2p,i 2k, (x)
i=l i=1

Le probléme consiste a écrire : VL(x*,A,,p,)=0

111-2 Méthode de pénalité :
Parmi les méthodes de résolution des problémes d'optimisation non linéaires avec

contraintes, nous avons la méthode de pénalité ou de pénalisation. Cette méthode constitue
une famille d’algorithmes particulierement intéressants du double point de vue de la
simplicité de principe et de I'efficacité pratique. Le concept de base de cette méthode est de
ramener le probléme initial a la résolution d’une suite de problémes d’optimisation sans

contraintes,

Principe général de |la méthode de pénalité :
Si on considére le probléme d'optimisation suivant :
Minimiser f(x)

avec
h(x)=0 (i=1,.,m)

Alors, on résout un autre probléme d’optimisation sans contraintes exprimé par :
L . |
Minimiser y(x) = f(x)+—xa(x)
£

Avec £ > 0 et «(x) est la fonction de pénalisation des contraintes définie par :

{(x(x):O six e Q2

o (x) = +® six ¢ (2

E
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Cette fonction n'a pas de bonnes propriétés mathématiques (notamment la dérivabilité)
pour qu’on puisse appliquer les techniques de résolution sans contraintes.
Nous donnons quelques exemples de la fonction de pénalisation pour différentes

contraintes :
2
- Contrainte h(x) = 0; la fonction : @(X) = "h (x )|| ;
2
- Contrainte k(x) <0 ; la fonction: @ (X) = ”k (x )“ .

L'algorithme de la méthode de pénalité extérieure est donné selon :

Initialisation
k=1
Choisir x” et &' > 0
Itération k tant que le critére d'arrét n'est pas satisfait :
a) Résoudre le probleme :
Minimiser w(x,)=f(x, )+ l—x a(x,)
“k

b) k=k+1;prendre £ < £

Il existe essentiellement deux maniéres de définir la fonction de pénalisation qui donne
naissance a deux comportements distincts du processus, soit des solutions successives de
problémes non contraints tendant vers 'optimum du probléme contraint par I'extérieur
de Q) c'est ce qu'on appelle la méthode de pénalité extérieure ; soit ils tendent vers cet
optimum par lintérieur de ) c’est la méthode de pénalité intérieure qui est trés
intéressante pour traiter des probléemes d’optimisation avec contraintes fortement non

linéaires.

Principe de la méthode de pénalité intérieure :

Pour ces méthodes, la fonction «(x) est définie dans lintérieur du domaine
admissible €2 de facon qu’elle soit continue et positive et qu’elle tende vers +w= lorsque x
approche de la frontiére de 2 ; une telle fonction porte le nom de fonction de barriére
parce qu’elle empéche le processus de recherche de sortir du domaine admissible.

La fonction de pénalisation ou de barriére la plus utilisée est la fonction de Caroll définie

par:

3
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- 1
= hy(x)

L'algorithme des méthodes de pénalité intérieure est donné comme suit :

a(x)=-

a)- Choisir xo admissible intérieur et £* > 0,
b)- A l'itération k, on est au point x;

Chercher ;: min y (x, ti) a partir de x, par une méthode itérative d’'optimisation non

contrainte

I —
—x Q (x,,/)] = & alors x,; est une bonne approximation de 'optimum

E,

c)- Si

de f et on arréte les calculs ; si non choisir £, < &, et retour en (b).

Exp. : Soit le probléme d’optimisation

[ Maximiser Q=a xfxV, Avec:a, =3
avec
< /=04
V<220
F' =V, £ 166 .995
L S %V, =80276

Le probleme d'optimisation avec contraintes est transformé en un probleme de

minimisation de la fonction :

w(f,V,,t)=-3xfxV, —lx

1 1 ] ]
+ + +
£ [f—(),tl V.-220 f*"'xV, -167 f""sxVu—80,276:|

11I-3 Méthode de résolution d’une séquence de problémes quadratiques (SQP) :

Pour cette méthode, lidée essentielle consiste a résoudre une succession de
probléemes quadratiques avec contraintes. L'algorithme pour la méthode SQP (Sequential
Quadratic Programming) est donné comme suit :

Initialisation
k=1

Choisir x°, 2% et u°

E
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Itération k tant que le critére d'arrét n'est pas satisfait :

a) Résoudre le probléme quadratique :

I .
Minimiser ﬂ—d‘llkd FVF(x,)'d

Vh,(x,)'d+h,(x,)=0
Vk (x)"d+k(x,)<0
Trouver : di, A" et !.th

Xia1 = Xy + dy
b) k=k+1.

W e o o e e e e o ol o e ol e ol ol e ol e ol o ol o ol o o

Quelques exemples d’application :

Min f(x) = =xX2x, 10
avec y = (10) x°

0 < x,42x,42%; < 72 10

]

24
12

Min f(x) = =2x;4x-
avec
2x,43x, =6
-x;+x;, =3
Xy =2

Min f(x) = 20x,+10x; + 3x; + 2x5
avec
2x,+x, =6
x4x; =10
2x;+3x, =8

EXp. : On considére une colonne tubulaire simplement Pl

appuyée ou le but sera de chercher le diamétre moyen et

Iépaisseur tout en minimisant la masse. D,
v" Charge : Le chargement consiste en une compression

axiale par une force P = 5000 Ibf (1 Ibf = 4.448 N).

v' Parameétres prescrits : || s’agit des grandeurs fixées D.

au départ et qui ne devraient pas étre altérées par v
I'algorithme de dimensionnement. /7&7
- Longueur L=100in (1in=25.4 mm),
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- Module d’Young E = 10’ Ibf/in?,

- Masse volumique p =0.1 Ib/in® (1 Ib = 0.454 kg).

v" Variables de conception : Correspondent aux grandeurs qui peuvent étre modifiées.
- Le diameétre moyen D = (D; + D.)/2,

- ’épaisseur de la colonne T = (D, - Dy)/2.
v Fonction objectif : Minimiser la masse de la colonne M =p V = p nDTL.

v" Mode de dimensionnement: Caractéristique associée au comportement de la
structure et soumise a la limitation par le concepteur.

- Un mode de dimensionnement : la contrainte dans la colonne o©.

v' Restrictions :
a/ Limitations sur les variables de conception :
D <Dpue =35in
T =Tunin =0.04in
2 > 10
T
b/ Limitations sur le mode de dimensionnement :
o < og
o < o,
P
7= 7T
_ m*E(D*+T?)
FT T g2
04ET
D

O¢

v Formulation du probléme d’optimisation :

(Minimiser M = p ntDTL
avec

D <35

T = 0.04

.
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(Minimiser M = p ntDTL
avec
D <35
T = 0.04

D>10
T

D3T +DT3 > 8
n3E

T
\ = J0.4nE

Déterminer graphiquement et algébriquement la solution du probléme d’optimisation

avec contraintes.

&



