Elasticité K. Haddouche

Matiere : Elasticite
Niveau : 3°™ année Génie Mécanique (CM)

Chapitre 1 : Notation et rappels mathématiques

1.1- Notation indicielle :

a- Convention de I’'indice muet :

O Op O1n
O O O2n
Soit ojj une matrice carrée : c; =
O Onz -+ Opn

La trace de la matrice oj; est la somme des éléments de la diagonale principale, alors on peut
écrire :
n
tro; =y ++0, = 0,
i=1

pour des raisons de simplification et de condensation de long développements, on écrit :

tro; =o; i=1n
Dans cette expression I’indice i, répété deux fois, prend successivement toutes les valeurs
possibles, c’est un indice muet et sa répétition implique une sommation.

re t

A=(x X, X)

B=(y, v, ¥)

Le produit scalaire de ces deux vecteurs peut étre écrit selon: Ae B = x,y, +X,Y, + XY =X Vi
De méme que précédemment, I’indice i répeté deux fois implique une sommation.
Notons que a; est dite contraction des €léments a; et xy, est dit le produit contracté des

Soient A et B deux vecteurs de I’espace Euclidien a 3 dimensions :

éléments x, et y,.
b- Convention d’Einstein : Soit (&,i=1n) une base d’un espace Euclidien de
— n 1
dimension n, la décomposition d’un vecteur V' sur cette base est notée : V = D _v'g;
i=1
On peut écrire : V =viéi, alors I’indice i répeété, placé une fois en haut et une fois en bas,
signifie qu’il faut faire une sommation (convention d’Einstein).

1.2- Le Delta de Kronecker et le symbole de permutation :

a- Delta de Kronecker : On entend par le Delta de Kronecker I’opérateur mathématique
ou la matrice pour la quelle ses éléments sont donnés par :

s 1 sii=]
B0 sii# |
b- Symbole de permutation : Avant d’exprimer le symbole de permutation, on donne une
définition du déterminant de trois vecteurs.
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Soient €, €, et €, les vecteurs unités portés respectivement par des axes 1, 2 et 3 du repere de
référence 0123.

{ Tout vecteur peut étre exprimé
X linéairement et d’une facon unique en
fonction des vecteurs unités comme suit :
X =X, € +X, € +X, €
€
- > > 2
€0 &,
1

Si nous considérons, dans ce repére, trois vecteurs X,Y et Z, le déterminant étant le nombre
noté D( X,Y,Z) qui vérifie les égalités suivantes :
D(X,Y,Z)=-D(Y,X,Z)

D(€, €,,6,)=1
De la troisiéme égalité, on peut écrire : D(X,Y,Z)= D(x&,Y,€;.2.&,) = XY,z D(& ., .&)
En posant D(&; €;,€ ) = Ejj , on définit le symbole E;j dit de permutation.

Permutation / ®\Permutation
impaire (-1) @ g paire (+1)
©) @
N _J

E132 = E321 = E213 =-1
E;; =0 si ijk comporte une répétition.

123 — E231 = E312 =1

1.3- Tenseurs d’ordre <2 :

a- Tenseur d’ordre zéro ou scalaire : est un étre mathématique déterminé par un nombre
unique appelé scalaire.
Exp. : longueur d’un segment, volume, masse, masse volumique, temperature, etc.

b- Tenseur d’ordre un ou vecteur : est un étre mathématique déterminé par un nombre
positif ou nul, une direction et un sens ; il est appelé vecteur. Le nombre est dit module ou
norme du vecteur.

Exp. : vitesse, accélération, force, gradient de température, etc.

c- Tenseur d’ordre 2 : Un tenseur du second ordre est un opérateur linéaire qui fait
correspondre & tout vecteur X de I’espace Euclidien un vecteur Y de ce méme espace,

soit: Y =L(X).
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Si I’espace Euclidien considéré étant a trois dimensions, la relation entre les vecteurs X et Y
peut étre exprimée par :
Yo =l X 41, X, + 15 X
Y, = |21 X + |22 X, + |23 X3
Yo =1y Xp +1g X, 4155 X,
D’une maniere compacte, on peut écrire : y, = 1,X; .
C’est I’équation d’un systéme linéaire, alors le vecteur Y est relié au vecteur X par la matrice

L (tenseur d’ordre 2) & neuf composantes dans un espace Euclidien & trois dimensions.
Exp. : tenseur de contraintes, tenseur de déformations, conductivité électrique, etc.

c.1- Décomposition canonique d’un tenseur du second ordre en parties symétrique et

antisymétrique : On appelle partie symétrique de C (ou partie paire) le tenseur E deéfini par :

= 1 = =
L, ==(L+L'
;=540
et partie antisymétrique (ou partie impaire) le tenseur fa deéfini par : Z :%(f—ft).

c.2- Changement de base (transformation d’axes) : La transformation d’axes la plus couramment
rencontrée est la rotation. A cet effet, nous considérons le passage par rotation d’angle © d’un
systeme a deux axes vers un autre systeme a deux axes ayant la méme origine. Le premier étant
MX; X et le second MX’1 X7,

X2
wu

M > X;

Les composantes de la nouvelle matrice L' peuvent étre exprimées en fonction des composantes

de la matrice L | soit :

N S IO :
|', =2 —2 41 2 c0520+1,5in 20
1 2 2 12

' L, +1  Jp— .
|' =T 1 22 ~5520—1..sin 20
» 5 > 12

I', = —% sin20+1,, cos 20

Sous forme matricielle, on peut écrire :
cos®6 sin® Of/l, I, Of/cos® -sind O

L'=|-sin® cos® 0 l, 1, 0}/ sin6 cos® O
0 0 1|0 0 0f O 0o 1
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Chapitre 2 : Tenseur des contraintes

2.1- Vecteur-contrainte et convention de signes :
Soit un systeme matériel (D), au repos ou en mouvement, de surface limite A et occupant

un volume V a la date t.

Fei pi, p; - densités de forces surfaciques (N/m°)
F;, F;: densités de forces volumiques (N/m°)
Fci, Fc;j: forces concentrées (N)

Les forces extérieures a (D) sont de deux sortes :

- forces volumiques (poids, force centrifuge, etc.),

- forces surfaciques (force de frottement).
L’étude des matériaux révele qu’il existe des forces d’attraction et de répulsion
intermoléculaires, forces qui sont en équilibre et qui maintiennent un certain espacement entre les
molécules. Sous I’action de sollicitations externes cet équilibre est modifié, ce qui engendre la
déformation du matériau. Ces forces engendrées par I’action de ces sollicitations sont appelées
des forces internes. Le matériau doit étre suffisamment résistant pour supporter I’action des
forces internes sans se détériorer.
Nous nous contenterons de faire I’analyse des forces internes sur un élément infinitésimal mais
suffisamment grand pour satisfaire les hypothéses de continuité, d’homogéneité et d’isotropie.
Pour déterminer les forces internes en un point (M), sectionnons le corps (D) selon un plan
normal, par exemple, a I’axe Xj.

Dans la section de la partie (+), des forces internes agissent en tout point et varient en intensité et
en direction d’un point a I’autre. Divisons cette surface en un grand nombre de petites surfaces et
examinons, en particulier, la zone AS qui entoure le point M.

On peut admettre qu’une force interne AF agit sur I’élément de surface AS = Ax,AX3z ; cette force
a une direction et une intensité qui dépendent de I’état d’équilibre global qui existe entre les
forces internes et les forces externes.
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Selon le principe de Newton (I’action = la réaction), la réaction a la force AF se trouve appliquée
sur le méme plan de la partie opposée (-) mais agissant dans la direction opposée avec la méme
intensité. On assume que la relation AF/as tend vers une valeur limite quand AS — 0 ; cette
valeur limite est définie comme étant le vecteur-contrainte :
T = lim A—F
AS-0 AS
Le vecteur T est fonction que du point M et du vecteur fi & I’instant t ; nous pouvons I’écrire
ainsi :
T(M,fi,t) > T(M,A)
Décomposons le vecteur AF selon le systtme d’axes de référence ; nous obtenons: AF;e7,
AF,e, et AF;e3. L’intensité moyenne de chacune de ces composantes, par unité de surface, est
donc : AF{/AS, AE’/AS, AFQ/AS. Si AS tend vers zéro, ces trois rapports tendent vers des limites
qu’on définit comme étant les composantes de contrainte qui agissent sur la face normale a I’axe
X1 au point M.

X3

Xy

La signification physique liée au premier rapport AF{/AS est différente de celle relative aux deux
autres puisque, dans ce cas, la force interne agit dans la direction normale a la face considérée.
On appelle ce premier rapport contrainte normale. Dans les deux autres cas, la force agit
parallelement & la face, et on appelle contrainte tangentielle chacune de ces deux autres
composantes. Alors, on peut écrire :

o =T 6 oy =T -8, 031 =T -85
Si le méme raisonnement sera adopté selon les axes X, et X3, on peut associer aux trois faces
normales aux axes X1, X, et X3 respectivement les vecteurs T; , T, et T .
Les contraintes associées a ces trois vecteurs-contrainte peuvent étre écrites comme suit :

ra g g g
o1 =T € o1 =T1 "€ o31 =T1 €3
=g - g - g -
o =T € Oy =Ty & o3, =T €3
=g - g - g -
o3 =T3-€; o3 = T3 € o33 = T3 €3

Un terme de ajj représente la composante selon la direction i et sur la facette de normale j.

- Une face est positive lorsque sa normale est dirigée dans le sens positif d’un axe.

Xs -
A Faces positives

> Xi

Faces négatives
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- Une contrainte est positive lorsqu’elle agit dans le sens positif d’un axe, sur une face
positive, ou dans le sens negatif d’un axe, sur une face négative.

z _L> X, ‘_l_
— 1_; —I[ o l‘—
T T

X1
Contraintes positives Contraintes négatives

- Pour les mécaniciens, la contrainte est positive en traction et elle est négative en
compression.

2.2- Méthode de Cauchy (Orientation de facette) :

Le vecteur-contrainte dépend linéairement de I’orientation de la facette par le tenseur
Euclidien gjj, soit : tj = ojj n;
On désigne souvent sous le nom de facette le plan tangent en un point MeAS muni de la normale
sortante.

On postule qu’en un point M quelconque intérieur au volume V de (D) et a travers une aire
élémentaire dS de normale 1i, les seuls efforts intérieurs entre les particules sont des efforts de
contact. Les efforts exerces par les particules infiniment voisines du cété positif (+) sur les
particules infiniment voisines de dS du c6té négatif (-) sont supposés représentables par une force

élémentaire T(M,f)dS appliquée en M.

!

On démontre la dépendance linéaire de T( M,n) en fonction de i par le raisonnement dit du petit
tétraédre.
1‘3 Soit A1A,A;3 d’aire élémentaire dS, on peut
As écrire :
ds, ; ds, =n, dS
ds, =n, dS
dsz 4 é.3 d dS3 = n3 ds
M ‘ez A2
A > 2 Les facettes MA.1A>;, MA{A3, MACA3 et
c A1A,A3 ont pour normales respectives :
Ay dss -
1 —€,(0,-10)
—61(-100)

Avec ny, n, et n3 sont les cosinus directeurs
du vecteur normal i a la facette inclinée. A(ng,np,nz)
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En écrivant I'équation d’équilibre du point de vue de la résultante globale des efforts au contour,
c’est a dire sur les facettes MA1A,, MA1A3, MAA; et A1AA;3 et en négligeant les autres
forces, on obtient :

T(M,1i) dS+T(M,-€,) ds, + T(M,-€,) ds, + T(M,—&,) ds, =0
et comme T(M,f) =-T(M,—f), alors :
T(M,i) dS=T(M,&,) n,dS+T(M,&,) n,dS+T(M,&,) n,dS

T(M,A)=T(M,&) n+T(M,&)n,+T(M,E,) n,

l l

T(M,E)
] s ] e
A = |

O3y O3z
Les ojj représentent les composantes des vecteurs-contrainte. Si les t; sont les composantes du
vecteur-contrainte associé a la facette de normale i, on peut exprimer la relation suivante :

t = o;N;

]

G,  Op3 —| |_

]

2.3- Symétrie du tenseur de contraintes et équations d’équilibre :

La symetrie des composantes oj; et les équations d’équilibre statique ou dynamique sont
déterminées par le raisonnement dit du petit "parallélépipede”.
Notons que sur deux facettes paralleles
séparées par une distance infinitésimale, les
intensités des contraintes correspondantes ne
sont pas necessairement les mémes.
L’equilibre des moments autour de I’axe de
projection passant par le centre du
parallélépipéde donne :

2Mi=0  [+1]
|

n

Gy Oy || Ny

Oz Oyl

Axe de projection

e

G T0’32

G 23

c5321

M dx
dxs [(532 + 6'32] dx, dx, 72 -

dx,
G623

dx
dx, [623 + 6'23] Xm dX2 73 =0

00,

aveC G, =0y +

G 3 =0yt

d
OX, %o

00,4
OXy

dx,
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En remplacant 6’3 et 6’3, par leurs équations respectives, on obtient :
Cp—0p=0 = o0y =0y
Ce qui conduit aprés avoir écrit les deux autres équations d’equilibre des moments selon les deux

directions 2 et 3, a formuler que :
Sij = Oii

Par conséquent, nous concluons que le tenseur des contraintes est symétrique.

Nous allons maintenant exprimer les équations d’équilibre dynamique. Considérons le
méme parallélépipéde et notons que des forces volumiques et des forces d’inertie agissent sur ce
volume élémentaire. Ecrivons I’équation d’équilibre dynamique selon la direction 1.

3
E D
, G11
G 13
¥
F Z ,
612 G o c )
M ' !
dx 7
3 5’y O3 dxy
A
dx; B

[0'—01,] dx, dx, + [0, —0,] dx dx, + [0/ —0,] dx dx, + p (F, —7,) dx, dx, dx, = 0

doy,
or G, =0y, + o dx,
1
oG,
' 12
G,=0,+ dx,
oX,
oo,
' 13
G3=0; + dx,
OXy

Ainsi, nous obtenons I’équation d’équilibre dynamique selon I’axe 1 :

0oy, N 0o, N 00,
OX,  OX,  OX

+p(fy—y,) =0

En statique le vecteur-accélération vaut 0 et les équations d’équilibre statique selon les trois axes

sont résumées dans la formule suivante :
O ,j+pfi =0

Parfois le vecteur exprimant les forces volumiques integre les unités de la masse volumique et

par conséquence, NOUS pouvons écrire :
O +F =0
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2.4- Contrainte normale et contrainte tangentielle :
On considére une facette représentée comme suit :

3 ON
Les composantes on et t du vecteur-
contrainte T sont respectivement la

- contrainte normale et la contrainte
tangentielle pour la facette considérée. La
contrainte normale est portée par la direction
de la normale i et la contrainte tangentielle

T est portée par le plan de la facette.
La contrainte normale peut étre écrite selon :

—

La contrainte tangentielle est donnée selon :

=T =o7

La contrainte tangentielle est aussi appelée contrainte de cisaillement. Lorsque la contrainte
tangentielle est nulle, la direction portant i est dite direction principale.

2.5- Réciprocité des contraintes :
L’interprétation des composantes du tenseur oj; et sa symétrie permettent d’énoncer la

propriété connue sous le nom de réciprocité des contraintes.

Considérons deux facettes orthogonales quelconques de normales respectives i et n'. Les
directions des ces normales et la direction de I’intersection des ces deux facettes définissent un
triedre permettant de construire une base orthonormée (fi,i',i"").

Pour ces deux contraintes tangentielles et d’apres la symétrie du tenseur de contraintes, on peut
écrire : o,,,. = ©,.,. Ceci traduit que la composante selon ' de (cnn) sur la facette de normale
i est égale a la composante selon i de (ony) sur la facette de normale i' et exprime I’égalité
entre les composantes algebriques de ces contraintes sur les deux facettes et que les vecteurs
associes a ces composantes qui sont portés par n et A' sont tous deux convergents vers
I’intersection des facettes. Cette propriété de réciprocité restera valable méme pour des facettes

non nécessairement orthogonales entre elles.

2.6- Contraintes principales et directions principales :
La matrice du tenseur de contraintes etant symétrique ; il existe trois directions
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orthogonales entre elles telle que la matrice oj; dans une base prise suivant ces directions est

diagonale. Le tenseur ¢’; est donné selon : 3’
4
o
s, 0 0 :

c;=0 o, O 220,
> 2’
0 0 o
G1
1

Les contraintes o1, o, et o3 sont les contraintes principales et les directions correspondantes 1°,
2’ et 3’ a ce tenseur sont dites principales. D’une maniére générale et du point de vue
mathématique, les contraintes principales sont les valeurs propres de la matrice ojj et les
directions principales sont les vecteurs propres.

On exprime maintenant les équations qui permettent de déterminer les contraintes principales et
directions principales.

a- Contraintes principales : L’équation permettant de déterminer les contraintes
principales est donnée selon :
det (g; —c§;) =0
Cette equation est du troisieme degré par rapport a . Ainsi, nous obtenons :
-+, —l,6+1,=0
ou I4, I, et I3 sont les invariants du tenseur de contraintes et qui valent :
I, =1tr g; =0, +0,, + 03 =G

Oy Op| [Op Oxp| [O4 Oy 1
I, = = E(Giicjj +0;0;)
Gy O O3 Ozzl [O3p Oss
GG Oy
_ _ _ kK
I, = detGij = Eijk G;10j,0k3 = 3

Cas particulier : Si nous considérons un repére principal, les invariants sont donnés selon :
|, =0,+0, +0;
|, =0,0,+0,0;,+0,0;,
l;=0,0,0;
Si la résolution de I’égquation du 3eme degré donne une racine double, on dit que le tenseur des
contraintes est cylindrique.
Si la résolution aboutit a une solution triple, on dit que le tenseur des contraintes est sphérique.

b- Directions principales : Les vecteurs T et fi sont colinéaires, alors on peut écrire :
t=o,n=o0, é‘ijnj
or t=o;n,
De ces deux équations, on obtient: o, n; =0, 6;,n, = o;n,—o,6;n, =(o; —0c,6;)n;=0.
Cette équation permet d’écrire un systeme a trois équations pour chaque contrainte principale, et
de déterminer les composantes du vecteur unitaire de la direction principale considérée.

10
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2.7- Tenseur sphérique et déviateur des contraintes :
Il est courant de décomposer le tenseur des contraintes en ses parties sphérique et
déviatorique. On définit la contrainte moyenne ¢, comme suit :

_ 011109 + 033
Om = 3

Le tenseur sphérique peut étre écrit selon :
Sj = Om G
Les contraintes principales pour ce tenseur sont égales a . Toutes les directions de I'espace
considéré etant principales pour le tenseur sphérique.
La partie déviatorique du tenseur de contraintes est définie selon :
dij = 6ij — Omdj
Les contraintes principales pour ce tenseur sont égales a o, —o,. La trace du tenseur déviateur

est nulle et a les mémes directions principales que le tenseur des contraintes ci;.

2.8- Repreésentation de Mohr des contraintes :

L'idée consiste & utiliser une représentation du vecteur-contrainte T( M,fi) dans un plan
d'axes ooy et ot orthogonaux.
Considérons une base orthonormée (&, &,, €;) dirigée suivant les directions principales de cj; ;
si ny, N, et ng sont les composantes du vecteur normal unitaire i, nous pouvons écrire le systeme
a trois équations suivant :

oy =0, N +o,N +o,n (1)
o+t =oln’+oinl +oln (1)
1=n’+n’+n (1)

Le systéme est Cramérien par rapport & n12, n,” et n3® et sa résolution donne :

2 = ?+(oy—0,)(oy —0;)
2=
(0,-0,)(0,-0;)
- ?+(oy -0, )0y —03)
(o,-0,)(0,—03)
, 2+ (oy -0y ) oy —0,)
(0;—0,)(05—0,)
Supposons que l'on ait : 61 > 6, > o3. Les inégalités nécessaires ny? > 0, n,%> 0, n3?> 0 peuvent
étre écrites selon :

™ +(oy —0,)(oy —05) 20
© +(oy —0,)(cy —05) <0

T+ (oy—o1)(oy —0,)20

De ce systeme nous pouvons ecrire les équations suivantes :

11
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2
c,+0 c,—C
oy———2 3j +122(—2 3

2

2
G, + 0, » _[o,—04
GN—TJ +1° S| ———

(o]
(

Dans le plan (oo, 0t) ces équations représentent des cercles (( X — A)2 +Y?>R?) schématisés

. T
comme suit (pour 61 > 0,06, >0,063>0): y

La zone ombree représente le domaine

admissible. L’extrémité du vecteur- ON
contrainte se trouve a l’intérieur de ce T(M, T
domaine.
0 O3 O2 o1 > ON

Cas particuliers d’état de contraintes :
Sioc1= 0, 0U01= 030U 0, = o3, I’état de contraintes est représenté par un seul cercle.
Si 61 = 6, = o3, I’état de contraintes est représenté par un point.

2.8- Etats de contraintes remarquables :

a- Etat de contraintes uniaxial : C’est I’état que I’on tente de réaliser dans une éprouvette
lors d’une expérience de traction ou de compression simple.
Deux contraintes principales sont nulles (o2 = o3 = 0) et o1 = o1 est positive (traction) ou
négative (compression).

O —— Facette
rall 0 O—‘ !
--:| 0 O O‘ > X2
LO 0 OJ
O11
X1

La direction x; est principale.

b- Etat de cisaillement pur : Il existe des cisaillements selon les directions X1 et X».
Une contrainte principale est nulle 63=0, 61 = 612 et 62= - 612.

021
[0 oy oT| 2
O'IJ :LGZI 0 O G112
0 0 OJ 1 ><i > X2
—
Les hissectrices des axes X; et X, sont des
directions principales. >'<1 Bissectrice

12
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c- Etat plan de contraintes : Il se présente des tractions ou compressions et des
cisaillements selon les axes x; et x,. Une contrainte principale est nulle o3 = 0.

I_O-ll 0-12 0—| c521<—T—
Gij =| 021 0'22 L
L J 622<—T T X2
— 012
C11 )
X1

On doit déterminer deux contraintes principales o et o, et deux directions principales.

d- Etat de tension ou de compression hydrostatique : Dans ce cas les trois contraintes
principales sont égales (o1 =06, = 63 = o) et toutes les directions sont principales.

13
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Chapitre 3 : Tenseur des déformations

3.1. Définition : Sous I’ action de forces extérieures ou de changement de température, un corps
déformable réagit de telle sorte que chacun de ses points se déplace dans |’ espace.
Ces déplacements peuvent étre répartis en deux catégories :

- Mouvement rigide, c'est a dire trandation ou rotation ; ces déplacements petits ou
grands font I’ objet de la cinématique.

- Mouvement relatif d’ un point par rapport a un autre du méme corps, on dit que le corps
s est déformé. C’est ce type de mouvement auquel nous nous intéressons dans ce chapitre ; a cet

effet, nous devons introduire une grandeur dite "la déformation” qui correspond a ce phénomeéne.

3.2. Déplacements: Soit un corps quelcongue lié aun repére (0, X1X2X3) qui passe d un état de
référence (état d équilibre initial) a un état d’'équilibre final apres I’avoir déformé. On peut

représenter par un vecteur (Sl, SM) le déplacement de tout point (1, ..., M) depuis sa position

initiale jusqu'a sa position finae. X3
Uz
5 a
1 SM/ M,
Etat de Etat final M
référence &)
€ U
SM el 0 - XZ
Up

X4
Nous pouvons décomposer le vecteur qui représente le déplacement du point (M) par rapport au

systeme de référence (0, X1 X2X3) comme suit :
U(M)=6,, =U,& +U,E +U,&,

OU U3, Uy et uz sont les composantes du vecteur §,, et sont fonctions de xy, X, et X3 ; Cest-a-dire

ulzul(xl’XZ’X3)
u,= u2(X1’ X2,X3)
U= ua(Xy X, Xa)

3.3. Déformations dans un plan: Nous définissons maintenant une grandeur qui traduit
adéguatement les mouvements relatifs. Nous supposons un état de déformation uniforme (' est a

dire qu'une ligne droite reste droite aprés déformation; ce qui constitue une approximation

14
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raisonnable lorsqu’ on considére des points voisins séparés les uns des autres par une distance
infinitésimale) et nous nous limitons a |’ état plan en ce qui concerne le mouvement.

Etudions la déformation qui se produit autour d’un point A de coordonnées x; €t X».

Xz
A C,
C B’
de| A
A B
XZI
» X
0 X1 dxl !

Puisque, par définition, la déformation impligue des mouvements relatifs, nous devons
considérer des points voisins de A. Nous choisissons deux points B et C situés respectivement a
des distances dx; et dx, du point A.
On peut définir la déformation qui se produit autour de A en répondant a deux questions qui
sont :

- Quelle variation de longueur affecte les segments AB et AC ?

- Quelle variation d’'angle se produit entre les segments AB et AC ?
A noter que la déformation concernant la variation de longueur est dite déformation normale et

celle de variation d'angle est dite déformation de cisaillement.

3.3.1. Déformation normale: est la variation relative de longueur d’une ligne donnée,
on peut donc écrire:
. A'B'-AB
im ——
dx,—>0 AB
. A'C-AC
€, = liIM ——
dx,—0 AC

&n =

3.3.2. Déformation de cisaillement : est latangente de I’ angle qui représente lavariation

d angle entre les deux lignes, on peut crire :

T = lim tg(BAC-B'A'C)
dx,—0

3.4. Relation entre déplacements et défor mations dansun état plan de déformations : Soient
u; et uy les composantes du vecteur déplacement de A vers A’ (selon les axes X1 et X5). Les
composantes du vecteur déplacement du point B situé initialement a une distance dx; de A dans

ladirection x; sont :

15
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u +%dx e u, +a—dxl (Développement en série de Taylor)
Xl 1

dx,
X2
x+dx +Uu +aldx] (X, +u,) [—dx,
_ lim AB'-AB B’ 0X, ou,
dXﬁO dX1~>O Xm oX,
( +dx, +U, L ZdXZJ—(x2+u2) —dx,
— lim ’CI OX, _au,
dxzﬁo dxzao dX2 8X2
ot ad |l
_dl|mo(——BA’C’)—dI|mo T|r_ 9% Xz _ou,  ay
d);lz_;o x1_> 2 2 o, (1+¢,,) dX ,(L+¢e,,) OX, OX,

Avec: g, <<1 €t g, <<1.
Les déformations dépendent des taux de variations des déplacements et non pas des valeurs de
ces déplacements.

Soit une particule M occupant a I’ éat de référence une position My et dans I’ état final
une position M;. Soient u;, u; et uz les composantes du vecteur déplacement MgM; de la
particule M. Une particule N voisine de M occupe dans les étatsinitial et final les positions Ng et

N1 ; son vecteur de déplacement NoN; a pour composantes :

u, +du,, u,+du,, u,+du,

(ul! Up, u3)

(Up+duy, Up+du,, us+dus)

16
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Le vecteur du est di aux accroissements (dx i, dxz, dxs) :

u, +du, =u, +%dx1 +%dx2 +%dx3
0X, 0X, 0X,4
u,+du, =u, +%dxl +%dx2 +%dx3
0X, 0X, 0X,
Uy +du, = u1+—3dxl+%dx2 + o, dx,
1 0X, OX,4

Sous forme matricidle:

ou, ou, ou,

] |35 e
u u u

u,+du, |=|u, |+ 8x2 8x2 6x2 dx,

u 1 2 3 dX3

ou, Ou, Ou,

OX, OX, OX,4

NN, =M M,+g ad M,M,-MN,

grad MM, =[¢]+[2]
/

Symétrique  Antisymétrique

- - - - t
[a]:%grad MOM1+%[grad MOMl}

1 - 1 - - t
[Q]zzgrad MOMl—E grad M M,

NGN, = MM, +[©] MoN, +[] MoN,

A AN

Trandation Rotation autour Déformation
deMoaM; dupoint Mg pure

Nous considérons un repére (M, X1X2X3) pour le qud la trandation et la rotation sont nulles

(mouvements rigides) ; par conségquence, nous pouvons écrire: NN, = [a] M,N,

17
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du, =&, dX, +&,0X, +&,,0X,
NN, =<du, =¢,,dX, +¢,,dX, +£,,0X,
du, = &,,0X, +&,,dX, +£5,0X,

[ ou, 1({ou, ou,| 1fou ou,
OX, 2\0x, ox,) 2\ 0x; 0X,
€ € &
e R T T ou, 1(ou, ou,
[8]:8ij: €1 &» Ex|=|5l 5 T ~ =l =t
2\ 0, 0%, 0X, 2\ 0X; OX,
€31 &3 &g
ifou ou) 1fou, o) ou
| 2\ 0X; OX; ) 2(0X; OX, OX,4

Notons que |e tenseur de déformations est symetrique: g; =¢;;..

Onremarqueque: &, =1Y12 =1[6u2 + 6ulj D €5 zlyza zl[aus +%]

22 2l ox, ox, 2'%2 2\ ox, ox,
et 813:1’Y13:£ %_{_%
2272\ ox,  ox,

Les composantes ¢; (i = j) traduisent des variations relatives de longueurs et les composantes

g; (i # J) desvariations d’angles.

. ou,
En notation indicielle, on peut écrire: ¢, =%[%+G—JJ=£(UU+U“).
X, OX U
J

3.5. Décomposition de la déformation en dilatation et en glissement: Comme pour le
vecteur-contrainte, le vecteur-déformation peut ére décomposé suivant la direction A et la

direction tangentielle (normalea n).

AN

EN E

M >
g

LN =ni8ijnj

€n est appelée dilatation linéaire relative et g le taux deglissement:{ 2 _po_ 2
g = —&y

3.6. Dilatations et directions principales: Il existe une base propre dans la quelle la matrice

g, estdiagonade; c'est adire:

18
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g 0 O
g;=/0 ¢ O
0 0 &g

Les grandeurs g1, €, €t €3 sont obtenues de I’ équation caractéristique suivante :

—%+D,;e’-D,e+D,=0

) € x| (811 &3
avec . D,=¢,+€y+ey D,= + + D, =detg;

€ €xp| €32 33| (€31 &3

Les directions principales s obtiennent par : (&, —&8;)n; =0.

3.7. Décomposition en parties sphérique et déviatrice: Comme pour le tenseur des

contraintes, on peut associer au tenseur de déformations les tenseurs sphérique et déviatorique

définis par :
e, 0 O
e=| 0 ¢, 0| avec ¢ _tntipten Dy
ij m m 3 3
0 0 e

m

Pour le tenseur sphérique, toutes les directions sont principal es.
d_

e 8m6ij

Les deformations principales pour ce tenseur sont: €, —¢.,, €,—¢, € g—g, ; quant aux

m’? m

directions principales sont cellesde ¢; .

3.8. Représentation géométrique de I’état de déformation en un point : Pour le tenseur de
contraintes, nous avons considéré le cercle de Mohr ; par contre, pour le tenseur de déformation,
nous allons considérer I’ éllipsoide de Lamé.

Nous avons le vecteur-déformation exprimé dans un repere principal selon :

E,=¢n
E={E,=¢,n, avec ni+ni+ni=1
E,=¢&;n,
E E E )
_ _ D _ L3 X
n=—nN,=—=,N,=— S g#¢g,#e,#0 {3
€ € €3

2 2 2
El E2 E3 —
ot ot =
& & &

1

> X
C est I'équation d'un ellipsoide dit ellipsoide de Lame de ’

|a déformation.
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Si une dilatation principale est nulle; par exemple ¢, =0,

ona: nf+n;=1-n2<1

2 2
Donc on peut écrire: —=-+—2><1
€ &

L a représentation géométrique est une ellipse.

82 _ X2

Si deux dilatations principales sont nulles: ¢, =¢, =0, ona.
1

= . .
ni=1-(n?+n3)<1. Donc 8—331 et la représentation !
3

géométrique correspondante est un segment [—e;,¢,] de M > X5

|’ axe X3.

-€3
X1

3.9. Mesure des déformations: Contrairement aux contraintes (qu'on ne peut pas mesurer
directement), la déformation en un point peut étre éval uée expérimental ement.

Une jauge de déformation, collée ala surface sur la quelle on désire mesurer la déformation, suit
I’allongement (ou |I’accourcissement) du matériau; on peut ains obtenir avec précision la
déformation normale selon la direction correspondante (par exemple €11 selon ladirection X ).
Lorsgu’ on connait la direction de la déformation qu’ on désire mesurer (en général, on recherche
la déformation maximale), une seule jauge suffit. Dans le cas général de déformation dans un
plan, il faut mesurer trois déformations pour connaitre exactement |’ état de déformation en un
point : €11, €22 €t €15.

Une jauge mesure qu’ une déformation normale et il n’ existe aucune méthode simple qui permet
de mesurer une déformation de cisaillement. Cela est toute fois sans conséguences puisque la
mesure de trois déformations normales distinctes suffit a fournir tous les renseignements utiles.
On appelle cet ensemble de trois jauges une rosette ; pratiquement, il existe différentes sortes de

rosettes celle a45°, celle a60°, a120°, etc.
C

60° b

45° 60

Rosette &4 45° Rosette & 60°
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Nous allons maintenant exprimer |’ état de déformation plan en fonction des trois mesures g, €p,
et £c en un point considére.

Nous avons les déformations exprimées dans un autre repére ayant fait une rotation d’ un angle 6
par rapport au repere de base.

€,t+¢& €,—¢ .
g, =—1—2 4+ 2 c0s20+¢,,SN20
2 2

€,t+¢€ €,,—¢€ .
€y = 112 2 _ 112 2 c0s20—¢,Sin20

€,,—¢€ .
g, =——21—2 8in20+¢,, c0S20
2

En supposant que I’axe "a" coincide avec |’ axe X ; dans ce cas pour une rosette a 45° I’axe "c"
coincide avec I’ axe X ,. Donc, nous pouvons écrire :
€,=¢€ €p =¢&

a C

Pour déeterminer ¢,,, on remplace dans ¢;, |'angle 6 par 45° ; soit :

g, . +¢&
ro_ _ ~a C
€,=8, = > +0+¢,
e —g g tE
12 — ©b
2

Nous pouvons aussi exprimer |es dilatations principal es comme suit :

g, +€ e,—e. ) o, E,+¢€ (Sa—sb)2+(8b—sc)2
g,6,=——=+ [| 2—F| +¢g, =—"—=¢

2 2

3.10. Equations de compatibilité des déformations: La déformation rapportée a un repere

orthonorme est caractérisée par le champ du tenseur symétrique &; défini sur le domaine occupe.

C'est-a-dire par les six composantes de &; fonctions des coordonnées du point consideré.

Z P - T P . .
Etant donne le vecteur de deplacement U :(u1 u, u3) defini en tout point du domaine

considéré, nous pouvons construire le tenseur des déformations comme suit:

1fa, a
s=—|——+—=—1|.
T2l &

Dans certains problémes, on pose la question suivante : Est-il possible de se donner des fonctions

arbitraires ¢; et d’ en deduirelestrois fonctions u; ? Laréponse est non.

Pour que le calcul soit possible, les six composantes du tenseur de déformations doivent vérifier
les conditions appel ées équations de compatibilité ou d’intégrabilité du tenseur de déformations.
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d U] 1[4, éuj
Nousavons: gradU = g; + o avec w; =

Différentions @, par rapport ax.

o, 1( u, azujj

X, 2\, K,

e, . O’b)ij 1 O’JZUi ﬁzuk ﬁzuk ﬁzuj
On peut aussi écrire : =— + - + =& i~ &y
XK 2\ KK, KX, KK KX, ' '

Ainsi, on aun systeme a neuf équations a résoudre. Comme les termes diagonaux du tenseur o

sont nulles, il nous reste gu’ un systeme a six égquations.
Du point de vue mathématique, ces équations sont résolvables s et seulement s les
différentielles sont totales ; ¢’ est adire les conditions suivantes sont satisfaites :

(gik,j _Ekj,i)’j - (gii,J _gJJ'i)’k

Eiiik = G,k T i ~ ik jj

Ces équations sont dites de compatibilité ou d'intégrabilité des déformations. Elles peuvent étre

écrites comme suit :

e, O ey +é’813 +é’812
KKy K\ Ky K, Ky

e, 0 12 N 12 . 12
d(ld(i’: &2 &2 &3 @(1

Jez O 12 . 12 . 12
@(l@(Z - @(3 d(S d(l 6(2

0”2512 0”2511 0”2822
= +
0’}(1@(2 ﬁ(ZOFXZ @(léxl

A ey B ey . 5 &
H Ky KKy KKy

5 &, B 5 ey . e,
KoKy KyK, Ky

Si ces equations sont vérifiéesles dw; sont intégrables ; donc, on peut écrire:

_ (0)
w; = W; +J-(5ik’j —gkj'i)dxk
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En connaissant les ¢

;» ON peut déterminer les w;;, €t, par conséquent, les composantes du vecteur

ij 1

déplacement sont : u; =u;(0)+ [ (& +a; )dx; .

Chapitre 4 : Lois de comportement

Dans les deux chapitres précédents, nous avons traité les notions de contraintes et de

déformations ; aucune relation N’ a été établie entre ces deux champs. Les relations écrites sont

insuffisantes pour traiter les problémes pratiques que I’on rencontre. En fait, sous I’ action des
sollicitations exercées sur un matériau, il devient le siege d'un champ de contraintes et d'un

champ de déformations ; ceci implique |’ existence d une relation entre les contraintes et les

déformations. Ces relations sont dites lois de comportement ou équations rhéologiques qui

dépendent essentiellement du matériau considéré et qui ne peuvent étre obtenues ou validées
gu'a partir de I'expérience. Aussi, €elles contiennent comme parameétres le temps et la

température.

4.1. Loi de comportement pour les solides élastiques (L oi de Hooke) :
4.1.1. Effets des contraintes normales: Soit un paralélépipéde rectangle
élémentaire dont les faces sont paraléles aux axes du repere et supposons qu'il est soumis a

| action d’ une contrainte normae 1.

X L. ) .
3° L’ expérience a prouveé gque dans le cas ou le corps
est isotrope, les contraintes normales ne déterminent
2 on aucune distorsion des angles du paralléépipede
/ considéré. La grandeur de I’extension de |’ élément
IS X , . .
L’ > seradonnée par larelation suivante :
7
// Op
4 E. = ——
./ =
rg
X, G11

Cette relation traduit la proportionnalité de |’ allongement relatif ala contrainte normale.
o Le coefficient E est dit module d' Y oung ou module d' éasticité
longitudinale ; son unité est le Pascal "Pa".

On
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Expérimentalement, on constate que I’ extension de I’ élément provogue dans le sens des axes X,
et X3 des contractions latérales exprimées par: &,, = —v% el &5 :—v%, ol v est une

constante relative au matériau appel ée coefficient de Poisson.

Le tableau qui suit donne certaines valeurs du module d’ Y oung et du coefficient de Poisson :

Matériau E (10° Pa) v
Fer 200 0,24
Cuivre 100 0,33
Plexiglas 2,90 0,40

Si I'élément considéré est soumis a |’ action de contraintes normales dans les trois directions de

c11, 02 €t 633, ONretrouve le tableau suivant :

dueécn dueaﬁzg dueaﬁgg
X3
ki On Oy O33
= —V— —V—
E E E
033‘ Cu
£22 Oy O3 O3y
—y— S
E E E
G2 £33 oy, Oy O3
—y— —y— E
it E E
7/
d

»; ' 033
X]_ 11
La linéarité des relations précédentes, nous permet d’ obtenir par superposition les composantes

des déformations produites par chacune des contraintes.

1y V( ) 1+v %

&y =—|oy, —WNo,+o &, =——"0,;——0
u =g %u 22 T O3] 1 E %u g %
1y ( ) 1+v 1%

Ep =T|0Hp —WNOoy, +0O = Ep =——=—0y,y——=0
2 =% 1 TO0gx)| 2 E %2 %«
1t 1 1+v 1%
fs T E|%s T V(O'n T Oy ) b= 9u 7 %

Avec: o =0, +0, + 0.

4.1.2. Effets des contraintes tangentielles: De méme, il a é&é constaté
expérimentalement que les glissements sont reliés aux contraintes tangentielles par les relations

suivantes :
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1+v 1+v 1+v
&, =——0 E,=——0O Ep =—— O
12 E 12 13 E 13 23 E 23
, o f 1+v v
Donc, d' une maniére générale, nous pouvons écrire : g; = E % T E % -

Cette derniére expression admet pour équation duale ce qui suit: o :ZZEU. +1,0; ; avec

i =& TEp T&53-
Les coefficients A et x sont dits les coefficients de Lamé et sont exprimés en fonction du module

d’ Y oung et du coefficient de Poisson comme suit :
Ev

— E
-2 R rTEw

On peut auss écrire que: oy, :(3/1+2;)gkk =Kegy =ﬁekk, ou K est appelé module de
— 4V

compression.

4.2. Etudes expérimentales du comportement :

Les essais classiques de caractérisation se font essentiellement en traction ou en
compression simples a température constante. Parmi ces essais nous rencontrons :

4.2.1. Essai d’écrouissage en traction ou compression simples:

Cest I'essa le plus courant ou I’ éprouvette est soumise a une déformation a vitesse
constante. La réponse est représentée par la variation de la contrainte o en fonction de la

déformation «.

) >

4.2.2. Essai defluage en traction ou compression simples (expériencedu retard) :
L’ éprouvette est soumise a un échelon de contrainte o durant un intervalle de temps T..

Lavariation de la déformation au cours du temps est tracée comme I’ indique lafigure qui suit.

O 4 € 4
Courbe de
retard
(o) —>» Matériau +—» Courbe de
recouvrance
» 1 > t
Te Te
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4.2.3. Essai derelaxation en traction ou compression simples:
C'est I'’essai dual du précédent. Dans ce cas, |’ éprouvette est soumise a un échelon de
déformation ; la contrainte évolue dans le temps commeil est indiqué sur lafigure suivante :

€ 4 C 4

& — | Magiau |—

> t >t
La contrainte initialeme. s portée a la valeur oo décroit au cours du Tﬁlﬁr Jsgu'a une valeur
d équilibre ; ce phénomeéne est appel € relaxation de la contrainte.
En pratique, il existe d autres essaistelsqueles:
- essais d’ écroui ssage-rel axation multiples,
- essais cycliques,

- essais de rupture.

4.3. Modéles analogiques :
Les modéles anal ogiques sont des groupements d’ é éments mécaniques dont les réponses
aux sollicitations sont similaires a celles des matériaux. Les éléments les plus utilisés sont les

suivants :

1- Leressort qui caractérise |’ dasticité linéaire : o AN -
2- L’amortisseur sui schématise laviscosité lingaire : o L] . s
3- Lepatin qui schématise un seuil de contrainte : < | SN -

-0, <0<0;

4- Labutée qui schématise un seuil de déformation : [ &

(o m LT > O

—&,<e<ég

Ces éléments peuvent étre mis en série ou en paralléle ou en groupements mixtes :
- ensérie: 5=Zsi &t o=o0;

-enpardldle: 6= 0, et s=¢

4.4. Classification rhéologique des matériaux :
4.4.1. Solides dlastiques::
A- Solides parfaitement élastiques: Pour un solide parfaitement éastique
(solide de Hooke) si I’ on supprime la cause de la contrainte ou de déformation, |e solide retrouve

instantanément son état initial.

O 4 GT

25
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Le modéel e analogique correspondant au solide de Hooke est le ressort. C’est e comportement de
certains matériaux tels que: les métaux et le béton dont la contrainte subie est inférieure a la
limite élastique.

B- Solides viscoélastiques: Le solide viscodastique présente globalement les
caractéristiques du solide parfaitement élastique et I’ effet de viscosité qui se traduit par des
régimes transitoires.

G4 c 4

Effet élastique

.t Effet de viscosité ot

Le modéle analogique de ce comportement est le modéle de Kelvin-Voigt représenté par un

ressort et un amortisseur en parallée.

C +— N > G

C’ est le comportement du caoutchouc par exemple.

4.4.2. Solidesplastiques:
Ce sont des solides qui apres cessation des sollicitations présentent des déformations
permanentes ou résiduelles.
A- Solides parfaitement plastiques: La déformation est nulle ou négligeable en
decd d'un seuil de contrainte cs et arbitraire pour cette valeur quelque soit la vitesse de

déformation (essai de traction ou compression) ou le temps (essai de retard ou relaxation).

(2N

Gs

Le modéle analogique est |e patin (ou modéle de Saint Venant).
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B- Solides élastoplastiques: La déformation est éastique linéaire en deca du
seuil o et arbitraire et indépendante de la vitesse de déformation pour cette valeur de contrainte.
Le modél e analogique du solide parfaitement plastique est |e corps de Prandtl schématisé par un
ressort en série avec un patin.

E

04—/\/\/\ ﬁcs >G

C’est le comportement des aciers afaible teneur de carbone qui présentent un palier sur la courbe
d de traction (écrouissage).

C- Solidesviscoplastiques: Ces  solides  présentent des  déformations
permanentes apres cessation des sollicitations (comme les solides plastiques) mais qui subissent
un écoulement fonction du temps sous les sollicitations.

C’est le comportement des métaux et alliages atempérature moyenne et élevée.

4.4.3. Comportement desfluides:
A- Fluides Newtoniens ou parfaitement visqueux : Le modéle linéaire visqueux
est I’idéalisation la plus smple de déformation dépendant du temps. Elle consiste a supposer que

la vitesse de déformation est proportionnelle ala contrainte.

7 7 4
ds Fluide visqueux

Fluide de Newton non linéaire

— T — T

Le modél e anal ogique correspondant au fluide Newtonien est I’amortisseur linéaire.

T < L] > T

Expérience de Couette : Considérons deux cylindres coaxiaux de rayons peu différents ;
I’ espace annulaire étant rempli du fluide étudié.
Le cylindre extérieur est entrainé par un moteur électrique a vitesse angulaire constante Q2. S

e<<r, on peut développer |’ espace annulaire et raisonner sur desplansP et P'.

Q

~
P —— 2 R~
— V(XZ) € <—e
P L > X1
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Le plan P est animé d’un mouvement de trangation de vitesse V = v(x, = €) = QR par rapport
au plan P maintenu fixe. Sous I'action du frottement, il s établit dans le fluide un état de
mouvement tel que : les couches qui se trouvent en contact avec les plagues ont la méme vitesse
gu’ elles (adhérence) tandis que les couches intermédiaires glissent les unes sur les autres avec

des vitesses proportionnelles a leur distance de la paroi fixe.

" ov(X,) _

On définit la contrainte de frottement tangentielle t par laloi de Newton: ©= 3
X2

ny
Le gradient y est la vitesse de cisaillement et p est la viscosité dynamique qui est liée a la

viscosité cinématique par : v = 2 Notonsa priori que p est une constante indépendante de y .
Yo,

C'est le cas des liquides usuels et solutions de faible poids moléculaire.
B- Fluides non Newtoniens: On retrouve lesfluides :
- dilatants (rhéoépai ssissants)
- pseudo-plastiques (rhéofluidifiants)
- plastiques (Binghamiens)
- viscoplastiques (Schwedoff).
v Pour les fluides dilatants et pseudo-plastiques, ona: 7= u,y avec u, = f(y) est
dite viscosité apparente.
Pour les fluides dilatants, |a viscosité augmente avec I’ augmentation du gradient. Par contre pour
les fluides pseudo-plastiques, elle diminue.
C’ est le comportement des ciments, colles, etc.
v L’ équation rhéologique pour les fluides plastiques et viscoplastiques est donnée
selon:
T=1Ty MY
To . tension de cisaillement qui correspond alaforce minimale pour provoquer I’ écoulement,

Wp © Viscosité plastique qui correspond ala pente representative de la courbe T en fonction de y .

C est le comportement des suspensions de particul es solides, boues de forage, etc.

Lafigure qui suit schématise les différents comportements des fluides.

7
/ . Viscoplastique
Newtoni en/

Plastique

Pseudo-plastique
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> T

4.5. Effet du changement de latempérature sur les déformations:
L’ effet de changement de la température sur un matériau peut se manifester de deux
facons:

- Par une modification des propriétés du matériau ; par exemple, a des températures
élevées, le module d' élasticité E peut diminuer. Cependant, cela requiert un changement
de température important (une variation d’ une centaine de degrés Celsius n’a que peu de
conséquences sauf si elle entraine une température dont la valeur dépasse la moitie de la
température de fusion du matériau).

- Par des déformations thermiques qui varient de fagon a peu prés linéaire en fonction de T.
Pour un matériau isotrope, les déformations thermiques correspondent a des allongements
(ou a des raccourcissements pour une diminution de température) égaux dans toutes les
directions sans aucune déformation de cisaillement. L’ensemble des déformations
thermiques peut étre exprimé ains :

(eu); =(e2); =(en), =0T
Ou a est le coefficient de dilatation thermique.
Les relations déformations-contraintes-température peuvent étre écrites pour un solide éastique
comme suit :

1
€y = E[Gll —v(o,+ (533)] +aT

1
€y = E[Gzz —v(oy+ 033)] +aT

1
€43 = E[Gas —v(o,+0, )]+ aT

(£22); = (1) =(£2), =0

4.6. Expression des éguations en coordonnées cylindriques:

Les équations exprimées en coordonnées cylindriques sont différentes de celles écrites

selon les coordonnées cartésiennes. En adoptant la convention habituelle concernant les

déplacements (u; dans la direction radiale, ug dans la direction circonférentielle, et uz dans la

direction X3), les déformations peuvent étre exprimées comme suit :
_ou, _1ou, Lu _ 0u,

r

e Ean = e
"o Y r a0 = 0X,
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1(ou, 10u, u, 1(10u, ou, 1( ou, ou,
Eo=5| = T T €3~ 5| T a0 T Avw i v
2Lor roo r 2(r 00 oX, 2(0X, or

Les équations d’ équilibre sont données selon les relations suivantes :

oy :—L(%+c”—ceej+66r3+fr:0
or r{ 00 oX,
—acre+1 —8699+2csre +6693+f9:0
o r{ o0 0X,

%+} %Hyﬁ +6033+f3:0

o r\ 0o o0X,

L es équations de comportement pour un solide élastique sont exprimées comme suit :

1

€y = EI:G" — V(04 + 633)] +aT
1

€gp = E[Gee ~v(0, +0y)|+aT

1
€43 = E[ng ~v(o, +04)|+aT
1 1 1

Sre = ZG Gre €r3 = ZG c$r3

Pour état plan, on peut écrire :

€y :E[Grr _Vcee] 0= 5~95m

" 2G

G, =2G¢g,
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Chapitre 5 : Energie de déformation et critéres de limite élastique

5-1- Energie potentielle élastique :

Lorsqu’'on fait passer un corps éastique d'un éat initial (1) a un éat fina (2) par
application d'un ensemble d actions extérieures, on peut affirmer que le travail des forces
extérieures est opposé au travail des forces intérieures. Le principe de conservation de |’ énergie
permet d’ écrire:

dQ + dW, = dK + dU—— Variation de I’énergie interne

Quantité de la chaleur Travail des forces Variation de I’énergie
fournie par I’extérieur extérieures cinétique

En supposant que les sollicitations extérieures sont appliquées progressivement de maniere a
n'introduire que des déplacements a vitesse trés lente (dK = 0) et que le frottement est
négligeable (dQ = 0), on peut écrire:
dw, =duU
dw, = —-dw.

Autrement dit, les sollicitations provoquant au sein d’un milieu des déformations, donc des
déplacements. Les contraintes effectuent un certain travail entre les états d’ équilibre initial et

final, cetravail selibére s les sollicitations cessent et se nomme énergie potentielle é astique.

Théoréme de Clapeyron :
Les sollicitations sont supposees des forces concentrées; le travail de ces forces
appliquées a un systéme élastique lors du passage d'un état d’ équilibre (1) a un état d’ équilibre

(2) est éga a: W, :%ZE u
En considérant un repére principal, I'énergie de déformation pour une facette peut étre écrite

comme suit : dW,, = %(cldxzdxg)(eldxl) = %clsldxldxzdx 3= %clsldv

Force
!

o, dx,dx,

. Déplacement

g,0x, = du,
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Pour un parallélépipede élémentaire, le travail effectué est :

AW, =L (o,+0,e, +6,6,)dV

b2
daw. 1
v = 5 (018, + 0,8, +04;)
Pour un repere quelconque, I’ énergie de déformation peut étre exprimeée selon :
daw, 1
d_V = E [611811 + 680 + Oggyy + 2(C €1, + O 5815 + 623823)]

Dans un repere principal, et d’ apreslaloi de Hooke genéralisée, on peut écrire :

& E__(O'z +05)
O

2 :Ez__(o'1+63)
O

&3 _EE_E(O-1+02)

En remplacant ces déformations par leurs expressions dans |’ équation de |’ énergie, on obtient :

dw, 1 c, V G, V G, V
=3 (2t ro o[ E-toran oo Z-Liora)|

dVV| 1 2 2 2
rVa E[Gl +0,+0;—-2v(0,0,+0,0;,+ 6263)]
En exprimant ces résultats dans un repéere quel congue, on aura:
dw, _ i|:6121 + ng + 553 —2V(0}40 + 01,05+ 004) + }
dv 2E (1+V)(0,,0,, + 01304 + G 305,)

En dérivant par rapport acy; €t par rapport aci,, on obtient :

o (dw, 1
o | dv ZE[GM_V(O-ZZ + 04 )]:‘911
11
o (dw, 1+v
o\ dv = E Op =& =&y
12

D’ une maniére générale, on peut écrire :

i[ﬂj_g
oo\ dv )

5 (dvvij
_ | = Gi.
g \ AV J

5-2- Criteresdelimite dastique:
Pour optimiser les dimensions d’ une structure, le concepteur doit parfaitement connaitre

le matériau utilisé, notamment les états limites pour un chargement donné. La connaissance d' un
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état limite se traduit par la formulation d’un critére validé a partir d’essais au laboratoire. A
travers les différents critéres proposés, on peut dégager apriori la classification suivante :

- Criteres élémentaires,

- Criteresliésau tricercle de Mohr,

- Criteresliésal’ énergie,

- Criteresliés aux conditions aux limites.

5-2-1- Critéreséémentaires:
On définit respectivement o, c¢' €t 1¢ les limites éastiques du matériau en traction pure,
compression pure et cisaillement pur.

a Critere de la déformation maximale ou de Saint-Venant : On borne la plus grande

dilatation principale. Les déformations extrémes sont :

|4

& :E—E(Uz +03)
O. |4

&, _Es_E(O-1+Uz)

Pour une dilation positive, on doit vé&ifier : o, —v(o, +0,)<0,.

Pour une dilation négative, on doit veérifier : o, —v(o, +0,)>0,".

b- Critére de la contrainte maximale ou de Rankine : On borne la plus grande et la plus
(o)) < O,
o, >0,

5-2-2- Critéresliésau tricerclede Mohr :

petite des contraintes principales :

a Critére de la contrainte de cisaillement maximale ou de Guest ou de Tresca ou de

Mohr : On borne la contrainte tangentielle maximale ; soit : AT

- 6 >
Sionprend: 7, =—+,0onaura: o, -0, <o, \/
2

2
Pour un état plan de contraintes, on doit vérifier : \/(%j +0° < %

b- Critére des régles Francaises pour des constructions métalliques en acier : C'est une

amélioration des critéres précédents basée sur des résultats expérimentaux.
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A
Zone 1l : Droites paralléles ﬂ
Rl BRI A
o,-o,<o,.  TTKTTT 056 Tl
o 0,5 GeI _*_: \\\\\ 0,65 ce s
Zone2: Arcs dliptiques ¥..20. QN
2 2 ’,’/
o,+0,) —-2,360,0,<0.. Zonel ‘ .-
( 1 3) 1~3 e A ’// Zone3
Zone 3 : Droites concourantes au point de décohésion i 2
Zone

(ayant une abscisse égale a2 c¢)

o.
o,-—2<o,.
2

c- Critere de la courbe intrinseque ou de Mohr-Caguot : C’est une parabol e tangente aux

cerclesde diamétres o et 6’ d équation :

O
Oe¢ N

N

a Critere de |’énergie totale ou de Beltrami : On borne I’ énergie de déformation totale

(0'1—0'3)2—(O'e+O'e')(O'1+O'3)S—O'eO'e' o

5-2-3- Criteresliésal’ énergie de déformation :

par unité de volume ; soit :
2 2 2 2
o, +0, +0, —2v(0,0,+0,0,+0,0;) <0,

e

Ce critére est valable pour : || =|o,"|.

b- Critére de Von-Misés : On borne seulement I’ énergie de déformation de changement

de forme par unité de volume ; soit : (o, —0,) +(0, -, ) +(0, - 0,)* < 257

Dans un repere quelconque, on vérifie I’ inégalité qui suit :
2 2 2 2 2 2 2
(611 _0-22) +(022 _033) +(011 _033) +6 ((712 T0x» +613) <20,

Ce critére est valable pour : || =|o,"|.

5-2-4- Criteresliés aux conditions aux limites:
On retrouve les critéres du cone de Nadal et du paraboloide de Stassi d'Alia; pour ces
deux critéres s |o,|=|c, |, on retrouve le critére de Von-Misés.

2

- Pour le critére de Nadai : (01—02)2+(02—63) +(01—03)2+01(01+02+<73+Cz)2 =0,

ou ¢, et ¢, sont des constantes.

2

- Pour le critére de Stassi d'Alia: (0'1—0'2)2 +(o, —03) +(O'l—0'3)2 +¢,(0,+0,+0;)+¢, =0,

ou c; &t ¢, sont des constantes.
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La représentation géométrique des différents critéres peut étre reportée comme suit :

sidmentaira Saint-Venant Guast Mohr Mohr-Cayuot
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